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5

Rachunek wektorowy

W wielu algorytmach uczenia maszynowego wykorzystuje si¢ optymalizacje funkcji celu wzgledem
parametréw modelu. Parametry te kontroluja to, jak dobrze model wyjasnia dane. Problem doboru
odpowiednich parametréw mozna sformutowa¢ w postaci problemu optymalizacyjnego (patrz pod-
rozdzialy 8.2 i 8.3). Przykladami takich problemdw sa: (i) regresja liniowa (rozdziat 9.), w ktorej
przygladamy sie problemom dopasowania krzywych i optymalizujemy parametry liniowo zaleznych
wag w celu maksymalizacji wiarygodno$ci; (ii) autoenkodery w sieciach neuronowych wykorzysty-
wane do redukgji liczby wymiar6éw i kompresji danych; ich parametrami sg wagi i biasy kazdej war-
stwy; w przypadku autoenkoderéw minimalizujemy biad rekonstrukeji poprzez wielokrotne wyko-
rzystywanie reguly tancuchowej; oraz (iii) modele mieszanin rozkladéw Gaussa (patrz rozdziat 11.)
wykorzystywane do modelowania rozkladéw danych, w ktérych, aby zmaksymalizowa¢ wiarygod-
noé¢, optymalizujemy parametry opisujace polozenie i ksztalt kazdego sktadnika mieszaniny. Na
rysunku 5.1 pokazano wybrane problemy, ktdre rozwiazuje si¢ zazwyczaj za pomoca algorytmoéw
optymalizacji wykorzystujacych informacje o gradientach (podrozdzial 7.1). Na rysunku 5.2 poka-
zano, jak pojecia z tego rozdzialu sa powigzane ze sobg i z innymi rozdzialami tej ksigzki.

+  Zbiér uczgcy 107
—— Estymacja metoda
maksymalnej
wiarygodnosei

4 77 0 2 P! 10 5 0 5 10
T I

(a) Problem regresji: Dobierz parametry (b) Szacowanie gestosci za pomocg modeli
modelu tak, aby krzywa dobrze wyjasniala mieszanin rozkladéw Gaussa: Znajdz srednie
obserwacje (zaznaczone krzyzykami) i kowariancje, ktore dobrze wyjasniaja dane

(zaznaczone kropkami)

RYSUNEK 5.1. Rachunek wektorowy odgrywa kluczows role w (a) regresji (dopasowywanie krzywej) i (b)
szacowaniu gestosci, czyli modelowaniu rozktadéw danych
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RYSUNEK 5.2. Mapa myf$li prezentujaca pojecia przedstawione w tym rozdziale wraz z miejscami ich

uzycia w innych czesciach ksigzki

Centralnym punktem tego rozdziatu jest pojecie funkgji. Funkcja f to relacja, ktéra wiaze ze soba
dwie wielkosci. W tej ksigzce wielko$ciami tymi sg zazwyczaj dane wejsciowe x € R i przewidywa-
nia (wartosci funkgeji) f(x), o ktérych zakltadamy, ze sa warto$ciami rzeczywistymi (je$li nie zazna-
czono inaczej). Zbiér RP nazywamy dziedzing funkcji f. Wartosci f (x) nazywamy zbiorem war-
toéci, obrazem lub przeciwdziedzing funkcji f. Funkcje liniowe zostaly omoéwione bardziej
szczeg6lowo w punkcie 2.7.3. Do zapisu funkcji czgsto wykorzystujemy nastepujaca notacje:

f:RP 5 R,
x = f(x).
Réwnanie 5.1a méwi nam, ze f jest odwzorowaniem prowadzacym z R? do R, a réwnanie 5.1b
jawnie okreéla, ze wejsciu x przypisujemy doktadnie jedng wartoé¢ funkcji f(x). Funkcja f przypi-
suje kazdemu wejsciu x dokladnie jedng warto$¢ funkeji f(x).

(5.1a)

(5.1b)
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Przyklad 5.1

Przypomnijmy, ze iloczyn skalarny jest szczegélnym przypadkiem iloczynu wewnetrznego
(podrozdziat 3.2). W powyzszej notacji funkcje f(x) = x"x, x € R? zapisalibysmy jako
fiR* >R (5.2a)

x o x?+x2. (5.2b)

W tym rozdziale oméwimy sposoby obliczania gradientéw funkeji. Czesto gradienty sa narze-
dziem niezbednym do uproszczenia procesu uczenia modeli uczenia maszynowego, poniewaz wska-
zujg kierunek najszybszego wzrostu funkgji. Z tego powodu rachunek wektorowy jest jednym z pod-
stawowych narzedzi matematycznych wykorzystywanych w uczeniu maszynowym. W tej ksigzce
zakladamy, ze badane przez nas funkcje s rozniczkowalne. Po zastosowaniu pewnych nieoméwio-
nych w tej ksigzce definicji wiele zaprezentowanych tu podejs¢ mozna rozszerzy¢ réwniez na funkcje
subrézniczkowalne (funkcje, ktére sa ciagle, ale w pewnych punktach nie sg rézniczkowe). W roz-
dziale 7. znajdziesz przyklad takiego rozszerzenia na funkcje z ograniczeniami.

5.1. Rézniczkowanie funkcji jednowymiarowych
Ponizej pokrétce oméwimy rézniczkowanie funkeji jednej zmiennej, ktore mozesz zna¢ z lekcji matematyki
w szkole $redniej. Zaczniemy od ilorazu réznicowego jednowymiarowej funkcjiy = f(x),x,y € R.
Nastepnie na jego podstawie zdefiniujemy pochodna.

Definicja 5.1 (iloraz réznicowy). Iloraz réznicowy
Sy _ fix+6x)—f(x) (5.3)

ox Sx
opisuje nachylenie siecznej przechodzacej przez dwa punkty na wykresie funkgji f. Na rysunku 5.3

sa nimi punkty, ktérych wspolrzedne na osi x s réwne x4 i Xy + 6x.

A
Y

/

ff (zo + dz)
AL

i o

=

T

RYSUNEK 5.3. Srednie nachylenie funkgji f pomiedzy x, i xo + 6% jest réwne nachyleniu siecznej
(kolor niebieski) przechodzacej przez f(x,) i f (xy + 6x). To nachylenie to §y/éx

Pole¢ ksigzke
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Jezeli przyjmiemy, ze f jest funkcja liniows, to za iloraz réznicowy mozna réwniez uzna¢ $rednie
nachylenie f pomiedzy x, i Xy + 6x. Jedli f jest r6zniczkowalna, to w granicy §x — 0 otrzymamy
styczng do f w punkcie x. W takim przypadku styczna ta jest pochodng f w punkcie x.

Definicja 5.2 (pochodna). Bardziej formalnie: dla h > 0 pochodna f wzgledem x jest zdefiniowana
jako granica

df i fEFMD =70 (5.4)
—:=lim ————.

dx  h-o h

Sieczna z rysunku 5.3 staje sie w tej definicji styczna.

Pochodna wskazuje kierunek najszybszego wzrostu wartosci f .

Przyklad 5.2 (pochodna wielomianu)

Chcemy obliczy¢ pochodng funkeji f (x) = x™, gdzie n € N. By¢é moze wiesz juz, ze bedzie ona
réwnanx™1, ale w tym przykladzie chcemy wyprowadzi¢ te wartoéé z definicji pochodnej jako
granicy ilorazu réznicowego.

Z definicji pochodnej z réwnania 5.4 otrzymujemy

d ) —
é = lim fath =70 })l 1) (5.52)
- lim W (5.5b)
-0
n n —ipi _ n
— (i )xn ‘ht—x (5.5¢)
h—0 h

n g : g o8 g
Zauwaz, ze x"' = ( 0) x™OhO. Z tego powodu x"* upraszcza sig, a w liczniku pozostaje jedynie

suma indeksowana od jeden:

n n .
df . Zi= (i)xn ‘h* (5.62)
_— = llm e
dx h-o
n
=lim » () init (5.6b)
h—0 L L
1=1
n
s ny . n-1 n\ n-ipi-1
=lim () +Z (i)x""n (5.6¢)
i=

=
dazy do 0 gdy h—0
n!

— -1 _ -1
RETICEE 1)!x” =nx™ L, (5.6d)
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5.1.1. Szereg Taylora

Szereg Taylora jest reprezentacja funkcji f w postaci nieskonczonej sumy. Sktadniki tej sumy sa
okreslane przy pomocy pochodnych f w punkcie x,.

0= 1 Definicja 5.3 (wielomian Taylora). Wielomian Taylora n-tego stopnia funkcji f: R — R w x jest
dla wszystkich t € R. zdefiniowany jako

(k)
T,(x):= Z f (xO) (x — x0)¥, (5.7)

xo)

gdzie £ (x,) jest k-ta pochodna f w x, (zaktadamy, ze pochodna istnieje), al to wspdlczyn-

niki wielomianu.

Definicja 5.4 (szereg Taylora). Dla gladkiej funkgji f € C®, f: R — R szeregiem Taylora f w x,

nazywamy
() (x0)
T (x) = X =) (5.8)
k=0
f € C% oznacza, ze f jest Dla x, = 0 otrzymujemy specjalny przypadek szeregu Taylora, nazywany szeregiem Maclau-

ciggla i rézniczkowalna
nieskoniczenie wiele razy.

rina. Jesli f(x) = T, (x), to f nazywamy funkcja analityczna.

Uwaga. Wielomian Taylora n-tego stopnia jest przyblizeniem funkcji, ktéra niekoniecznie jest wie-
lomianem. Wielomian Taylora jest podobny do funkgji f w otoczeniu punktu x,. Wielomian Tay-
lora n-tego stopnia jest dokladna reprezentacja funkcji wielomianowej f k-tego stopnia takiej, ze
k < n, poniewaz wszystkie pochodne f® dla i > k sa rowne zero.

Przyklad 5.3 (wielomian Taylora)
Rozwazamy wielomian
f(x) = x*. (5.9)

Chcemy wyznaczy¢ wielomian Taylora Tg w punkcie x, = 1. Zaczynamy od znalezienia wspot-
czynnikéw f® (1) dlak =0, ...,6:

f=1 (5.10)

ffy=4 (5.11)
(1) = 12 (5.12)
fA@) =24 (5.13)
f®@1) =24 (5.14)
O =0 (5.15)
f@@=o. (5.16)
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Po podstawieniu otrzymujemy nastepujacy wielomian Taylora

6
) (x
To@) =) fk—('“) (x — x0)" (5.17a)
k=0 '

=1+4(x—-D+6(x—1D?+4(x—-1D3+(x—-D*+0. (5.17b)

Po wymnozeniu i zmianie kolejnoéci sktadnikéw daje to
Te()=(1—4+6—4+1)+x(4—12+12—4) (5.18a)

+x%2(6—12+6) + x3(4 — 4) + x*

= x* = f(x). (5.18b)

Otrzymali$my wiec doktadna reprezentacje naszej pierwotnej funkeji.

Przyklad 5.4 (szereg Taylora)

Rozwazmy funkgje z rysunku 5.4, ktéra jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

f(x) = sin (x) + cos (x) € C*. (5.19)

— {

(2]

4 -2 0 2
€I
RYSUNEK 5.4. Wielomiany Taylora. Oryginalna funkgja f(x) = sin (x) + cos (x) (czarna ciagta
linia) jest aproksymowana wielomianami Taylora (kolorowe kreski) w otoczeniu punktu x, = 0.
Wielomiany Taylora wyzszego rzedu przyblizaja funkcje f lepiej i bardziej globalnie. Wielomian
T, jest podobny do f w przedziale [-4, 4]

Chcemy znalez¢ rozwiniecie f w szereg Taylora w punkcie x, = 0, czyli rozwiniecie f w szereg
Maclaurina. Funkeja f ma nastepujace pochodne:

f(0) =sin (0) +cos (0) =1 (5.20)
f'(0) = cos (0) —sin (0) =1 (5.21)
f"(0) = —sin (0) — cos (0) = —1 (5.22)
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£®(0) = —cos (0) + sin (0) = —1 (5.23)
F®(0) = sin (0) + cos (0) = f(0) =1 (5.24)

Na powyzszej liscie pochodnych mozemy zauwazy¢ pewng prawidlowosé. Wspotczynniki w sze-
regu Taylora beda réwne jedynie +1 (poniewaz sin(0) = 0). Kazda z tych warto$ci wystepuje
w dwoch kolejnych wyrazach, po ktérych nastepuje zmiana wartosci na przeciwng. Ponadto
fED0) = £99(0).

Dlatego pelnym rozwinieciem f w szereg Taylora w punkcie x, = 0 jest

2 FOO(y
Too(x):zf k(' 0) (e — x)¥ (5.25a)
k=0 :
1 1 1 1
_ T2 _ .3 .4 .5 .. .
=1+x TRETE +4!x +5!x (5.25b)
1 1 1 1
=1 ——x24+—x%*F... — 3 x5 F ... .
=l pxt Fodx—gxd +ox® ¥ (5.25¢)
= i (—1)’(—1 gpk +§: (—1)";9&’“r1 (5.25d)
(2k)! 2k + 1)!
k=0 k=0
= cos (x) + sin (x). (5.25¢)

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliémy reprezentacje funkcji trygonometrycznych
W postaci szeregéw potegowych:

cos (x) = Z (=1)* (22)!"21{ (5.26)
k=0
- 1
sin (x) = Z D G (5.27)
k=0

Na rysunku 5.4 pokazano kilka pierwszych wielomianéw T, dlan = 0,1, 5, 10.

Uwaga. Szereg Taylora to szczegélny przypadek szeregu potegowego

Flx) = Z a,(x — ), (5.28)
k=0
w ktérym a;, sa wspotczynnikami, a c jest stalg, ktora w szeregu Taylora przybiera forme okreslona
w definicji 5.4.
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5.1.2. Zasady rézniczkowania

Ponizej zamiescilismy krotka liste podstawowych regul rézniczkowania, w ktérych pochodna f
oznaczyliémy symbolem f".

Pochodnailoczynu:  (f(x)g(x))' = f'(x)g(x) + f(x)g' (x) (5.29)

Pochodna ilorazu: (f(x))' = F')9() = F()g"(x) (5.30)
g(x) (9(x))?

Pochodna sumy: F@+gx) =f"(x)+g X (5.31)

Regula laficuchowa:  (g(f()))’ = (g o )/ () = g’ (F)F' () (532)

Zapis g o f oznacza zlozenie funkcji x = f(x) = g(f(x)).

Przyklad 5.5 (regula lanicuchowa)
Wykorzystajmy regule taricuchowa do znalezienia pochodnej h(x) = (2x + 1)*:

h(x) = 2x + 1)* = g(f (x)), (5.33)
fx)=2x+1, (5.34)
g(f) =+ (5.35)

Obliczamy pochodne f'i g
flx) =2, (5.36)
g'(f) = 41> (5.37)

Pochodna funkgji h jest wigc réwna

R = g (Ff () = 4F3) -2 "= 42x + 1% - 2 = 8(2x + 1)°. 8

Do wyznaczenia pochodnej wykorzystalismy regute tanncuchowa (réwnanie 5.32). W pochod-
nej g' (f) wykorzystaliSmy definicje funkgji f.

5.2. Pochodne czastkowe i gradienty

W podrozdziale 5.1 przedstawilismy rézniczkowanie funkgji f zmiennej skalarnej x € R. Ponizej rozwa-
zymy ogélny przypadek, w ktorym funkgja f zalezy od jednej lub wigcej zmiennych x € R™, np. f(x) =
f (x4, x3). Uogblnienie pochodnej na funkgje kilku zmiennych nazywamy gradientem.

Gradient funkcji f wzgledem wektora x obliczamy, analizujgc jedng zmienng naraz. Pozostale
zmienne traktujemy jako state. Gradient jest zatem zbiorem pochodnych czastkowych.

Definicja 5.5 (pochodna czastkowa). Pochodne czastkowe funkeji f: R" - R, x = f(x), x € R"
n-zmiennych x4, ..., X, s3 zdefiniowane w nastepujacy sposob:
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af = I f(xl + h' X2, "'lxn) - f(x)
-— m

axl B h-0 h
: (5.39)

of _ o fxy e Xnog, X0 + h) — f(X)
—— = lim .
0x, h-0 h

Pochodne te zapisuje si¢ w postaci wektora wierszowego:

df _9f(x) 9f(x) of (x)]
= = —_— = € Rlxn 5.40

Vaf = gradf = [ ox,  ox, ox,, ’ (5.40)

gdzie n to liczba zmiennych, a 1 to wymiar obrazu/przeciwdziedziny/zbioru wartosci funkeji f.
W powyzszych réwnaniach x jest wektorem kolumnowym: x = [xy, ..., x,]T € R™. Wektor wier-
szowy z réwnania 5.40 nazywany jest gradientem funkgji f lub jej macierzg Jacobiego. Wektor ten
jest uogdlnieniem pochodnej z podrozdziatu 5.1.

Uwaga. Powyzsza definicja macierzy Jacobiego jest szczegdlnym przypadkiem ogélnej definicji ma-
cierzy Jacobiego (macierzy pochodnych czastkowych) dla funkcji o wartosciach wektorowych. Po-
wroécimy do niej w podrozdziale 5.3.

Przyklad 5.6 (obliczanie pochodnych czastkowych za pomoca reguly lancuchowej)

W obliczeniach mozemy Funkgja f(x,y) = (x + 2y*)? ma nastepujace pochodne czgstkowe

wykorzysta¢ wyniki

z rézniczkowania funkcji ey =2(x + 2}’3) i (x + 2y3) =2(x + 2)73), (5.41)
jednej zmiennej. Kazda d ox

pochodna czastkowa jest af (x, 9

pochodna wzgledem f((')y Y) =2(x + 2y3)@(x +2y3) = 12(x + 2y3)y?. (5.42)

jednej zmiennej.

Do ich obliczenia wykorzystalismy regute fancuchowa (réwnanie 5.32).

Uwaga (gradient jako wektor wierszowy). W literaturze nierzadko definiuje si¢ gradient jako wektor
kolumnowy. Wynika to z ogélnie przyjetej konwencji, ktdra zakltada, ze wektory sa zazwyczaj wek-
torami kolumnowymi. Istnieja dwa powody, dla ktérych zdefiniowaliémy wektor gradientu jako
wektor wierszowy. Po pierwsze, pozwoli nam to w konsekwentny sposob uogdlni¢ gradient na funk-
cje o wartoéciach wektorowych f: R"™ — R™ (gradient stanie si¢ macierza). Po drugie, taka repre-
zentacja pozwala nam zastosowa¢ regule taicuchowa dla funkeji wielowymiarowych bez zwracania
uwagi na wymiary gradientu. Oba zagadnienia oméwimy w podrozdziale 5.3.
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Przyklad 5.7 (gradient)
Pochodne czastkowe (pochodne f wzgledem x; i x,) funkcji f (%1, x,) = xZx, + x,x3 € Rto
0f (x1, x3)

I 2x1%, + %3 (5.43)
af (x4, x5)
# = x? + 3x,x2. (5.44)
Gradientem f jest
df 0f (x1,%3) 0f (x4, x3)
— = =[2 5 € R, 5.45
ix ox,s ox, [2x,2, + x3x2 + 3x,x2] (5.45)

5.2.1. Podstawowe zasady obliczania pochodnych czgstkowych

W przypadku wielowymiarowym, w ktéorym x € R", nadal obowiazuja podstawowe reguly réznicz-
kowania, ktére znamy ze szkoly (np. regula sumy, regula iloczynu, reguta taicuchowa; patrz tez
punkt 5.1.2). Podczas obliczania pochodnych wzgledem wektoréw x € R" musimy zachowa’
ostroznos¢, poniewaz w gradientach beda teraz wystepowaly wektory i macierze, ktérych mnozenie
nie jest przemienne (tj. kolejno$¢ ma znaczenie, patrz punkt 2.2.1).

Pochodna iloczynu: (fg)' = f'g + fg'

Pochodna sumy: (f +g) = f'+ g’

Reguta fancuchowa: (g(f)) = g'(f)f’

Oto ogdlne reguty pozwalajace obliczy¢ pochodna iloczynu i sumy oraz uogélniona reguta tan-

cuchowa:

. 0 of dg
Pochodna iloczynu: — =7 - (5.46)

y —(F@9() = 5-g@) + f@) 5
Pochodna sumy: ( f(x)+g(x) = _f a_g (5.47)

ax 0x
Reguta fanicuchowa: 9 (gofHx) = (g (f(x)) = 99 9f (5.48)
ox of f ax

To tylko matematycznie Przyjrzyjmy sig blizej regule tanicuchowe;j. Przypomlna ona do pewnego stopnia reguly mnozenia

niepoprawna intuicja.
Pochodne czgstkowe
nie s3 ufamkami.

macierzy, ktére wymagaja, aby ,sasiadujace” ze sobg wymiary macierzy byly ze sobg zgodne (patrz
punkt 2.2.1). Spojrzenie na réwnanie 5.48 od lewej do prawej pozwala zauwazy¢, ze regula tancu-
chowa wykazuje podobne wiasciwosci. df pojawia sie w ,mianowniku” pierwszego czynnika i w ,licz-
niku” drugiego. Jesli pomnozymy te dwa ,,utamki”, to zauwazymy, Ze mnozenie jest mozliwe, ponie-
waz ,wymiary” obu df sa ,zgodne”. W efekcie czynnik df ulega ,,skréceniu” i w wyniku pozostanie
jedynie dg/ 0x.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/mawuma
https://helion.pl/rt/mawuma

5.2. Pochodne czastkowe i gradienty 159

5.2.2. Reguta tancuchowa

Rozwazmy funkecje f: R? —» R dwoéch zmiennych x;i x,. Niech x; (t) i x, (t) beda funkcjami zmien-
nej t. Aby obliczy¢ gradient f wzgledem t, musimy zastosowa¢ regule lanicuchows (réwnanie 5.48)
dla funkcji wielowymiarowych:

axl(t)
o _for on)l ae | oron  of o o
dt  1ox; 0x, axz(t) dx, ot = Ox, Ot

gdzie d oznacza gradlent, a 6 pochodne czastkowe.

Przyklad 5.8
Jezeli f(x1,x,) = x? + 2x, oraz x; = sint i x, = cost, to
d af a af o
_f = _fi _fﬁ (5.50&)
dt o0x; 0t 0x, Ot
dsint dcost
= 2sint +2 (5.50b)
at at
= 2sintcost —2sint = 2sint(cost — 1) (5.50c)

jest pochodng f wzgledem ¢.

Jesli f (xq, x,) jest funkcjg x4 1 x5, a %1 (s, t) i x5, (5, t) sg funkcjami dwoch zmiennych si ¢, to za
pomoca reguly fancuchowej mozemy obliczy¢ ich pochodne czastkowe w nastepujacy sposob:

g:i% 9f 0x, (5.51)
ds  0x, ds = 0x, ds’ '
Of _9F 0% | Of 9xz (5.52)

ot dx, 9t dx, At

Gradient otrzymamy z mnozenia macierzy:

dx; 0x;
df of ox 1of of1|as o
d(s,t)  9xd(s,t) lox, ox)|ox, oxf (5.53)
_9f ds Ot
ox D
IG)
Regul¢ fanicuchowa Ten zwigzly sposéb zapisu reguly fanicuchowej w postaci mnozenia macierzy ma sens tylko wtedy,

mozemy zapisac w postact ¢ 4y gradient jest zdefiniowany jako wektor wierszowy. W przeciwnym razie musieliby$my transponowa¢

pnosenia masiery gradienty, tak aby zgadzaly si¢ wymiary mnozonych macierzy. Nie jest to skomplikowane, o ile gra-
dient jest wektorem lub macierzg. Jednak gdy gradient stanie si¢ tensorem (co oméwimy w dalszej
czedci rozdzialu), znalezienie transpozycji nie bedzie juz trywialnym zadaniem.
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Uwaga (weryfikacja poprawnos$ci implementacji gradientu). Do numerycznego sprawdzenia wyni-
kéw obliczen gradientéw w programach komputerowych mozemy wykorzysta¢ definicje pochod-
nych czastkowych w postaci granicy ilorazu réznicowego (patrz réwnanie 5.39). Do sprawdzenia
poprawnoéci implementacji mozemy wykorzysta¢ réznice skoniczone. Wybieramy matg warto$¢ h
(np. h = 107*) i poréwnujemy przyblizenie réznicy skoficzonej z réwnania 5.39 z nasza (anali-
tyczng) implementacja gradientu. Jegli blad jest maly, to prawdopodobnie nasza implementacja gra-

. . )2
dientu jest prawidlowa. ,,Maly” moze oznaczac, ze ’% < 107°, gdzie dh; jest przyblize-
14 4 4

niem za pomoca roéznic skoficzonych, a df; jest rézniczka funkcji wzgledem i-tej zmiennej x;.

5.3. Gradienty funkcji o wartosciach wektorowych

Dotychczas omawialiémy pochodne czastkowe i gradienty funkeji f: R™ = R przeksztalcajacych
wektory na liczby rzeczywiste. Ponizej uogélnimy pojecie gradientu na funkcje o wartosciach wek-
torowych (pola wektorowe) f: R" - R™, gdzien > 1 orazm > 1.

Wektorem wartosci funkgcji f: R® - R™, ktéra przyjmuje wektor x = [x4, ..., X,]T € R", jest

fi (x)
fn®)

Powyzszy zapis pozwala nam traktowa¢ funkcje o warto$ciach wektorowych f: R™ — R™ jako
wektor funkgji [fi, ..., fin] " postaci f;: R" - R, ktérych zbiorem wartosci jest R. Rézniczkowanie
funkgji f; odbywa si¢ za pomocg regut rézniczkowania oméwionych w podrozdziale 5.2.

A zatem pochodng czastkowa funkeji o wartoéciach wektorowych f: R™ — R™ wzgledem x; €
R (i =1, ...n) jest wektor

€ R™ (5.54)

f(X)=[

lim

% fl (Xl, ey Xi—1, X + h' Xit1s e xn) - fl(x)
0x;
dJ h—-0 h
a_f = ; eR™ (5.55)
Xi afm lim fm(xlﬂ e Xi—1, X + h! xi+1""xn) _fm(x)

axi
Z réwnania 5.40 wiemy, ze gradientem f wzgledem wektora jest wektor wierszowy pochodnych

czastkowych. W réwnaniu 5.55 kazda pochodna czastkowa df/ dx; jest wektorem kolumnowym.
Gradient f: R™ — R™ wzgledem x € R™ to zbidr tych wszystkich pochodnych czastkowych:

h—-0 h

df(z) of () af (x)

de or, | | oxm (5.562)

of() | |ofi)
iy Ay

- ; ; € R (5.56b)

Ofmlx) | |dfmlx)
dx dry
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Definicja 5.6 (macierz Jacobiego). Zbiér wszystkich pochodnych czastkowych pierwszego rzedu
Gradient funkcji funkeji o wartoéciach wektorowych f: R™ — R™ wzgledem wektora x € R™ nazywamy macierza
f:R™ —» R™ jest macierzg

o wymiarach m x . Jacobiego (ang. Jacobian). Macierz Jacobiego J jest macierza o wymiarach m X n, ktéra definiujemy

w nastepujacy sposob:
L @ _f®  of®) (5.57)
J=Vf == = [ 0x, 0%y,
[0A()  0f()] (5.58)
0x, 0xy,
0fn® @]
0x4 0x,
*1 - of, (5.59)
X = [xnli ](l'}) = E

Szczegdlnym przypadkiem réwnania 5.58 jest funkcja f: R™ — R?, ktéra odwzorowuje wektor
x € R™ na skalar (np. f(x) = X:i-; x;). Macierz Jacobiego tej funkcji jest wektorem wierszowym
(macierza o wymiarach 1 X n, patrz réwnanie 5.40).

Uwaga. W tej ksiazce uzywamy macierzy Jacobiego zapisanej w postaci licznikowej, tj. uktadzie, w ktérym
pochodna df /dx funkeji f € R™ wzgledem x € R" jest macierza o wymiarach m X n, w ktorej
wiersze odpowiadajg elementom f, a kolumny elementom x (patrz réwnanie 5.58). Istnieje rowniez
posta¢ mianownikowa, ktdra jest transpozycja postaci licznikowej. W tej ksigzce stosujemy postaé
licznikowg.

W podrozdziale 6.7 zobaczysz przyktad wykorzystania macierzy Jacobiego do zmiany zmiennych
w rozkladach prawdopodobienstwa. Stopien skalowania spowodowany zmiang zmiennych jest
okre$lony przez wyznacznik macierzy Jacobiego (nazywany jakobianem).

W podrozdziale 4.1 wspomnieli$my, ze wyznacznik mozna wykorzysta¢ do obliczenia pola réw-
nolegtoboku. Jesli mamy dwa wektory b; = [1,0]7 i b, = [0,1]" reprezentujace boki kwadratu jed-
nostkowego (zaznaczone kolorem niebieskim, patrz rysunek 5.5), to pole tego kwadratu jest réwne

|det ( (1) ‘1)])| —1. (5.60)

b1

RYSUNEK 5.5. Jakobian funkeji f moze by¢ wykorzystany do ustalenia wspdlczynnika skalowania
niebieskiego obszaru w pomaranczowy
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Warto$¢ bezwzgledna ponizszego wyznacznika (patrz podrozdzial 4.1) odpowiada polu po-
wierzchni réwnolegtoboku o bokach ¢; = [-2,1]7, ¢, = [1,1]" (na rysunku 5.5 zaznaczony kolo-
rem pomaranczowym)

|det( _12 ﬂ)| =|-3| = 3. (5.61)

Pole tego réwnolegloboku jest trzykrotnoscig pola kwadratu jednostkowego. Ten wspotczynnik
skalowania mozemy wyznaczy¢, znajdujac odwzorowanie, ktére przeksztaltca jeden ksztalt w drugi.
W jezyku algebry liniowej oznacza to przeprowadzenie zmiany zmiennych z (b, b,) na (¢4, ¢;). W na-
szym przypadku odwzorowanie jest liniowe i warto$¢ bezwzgledna wyznacznika tego odwzorowania
daje nam poszukiwany wspotczynnik skalowania.

Ponizej przedstawimy dwa podejécia pozwalajace znalez¢ to odwzorowanie. W pierwszym wy-
korzystamy fakt, Ze odwzorowanie jest liniowe, co pozwoli nam wykorzysta¢ narzedzia z rozdzialu
2. do zidentyfikowania odwzorowania. W drugim znajdziemy odwzorowanie za pomoca pochod-
nych czastkowych i narzedzi, ktére omoéwilismy w tym rozdziale.

Podejscie 1. W podejsciu algebraicznym zauwazamy, ze {by, b, }i{c;, ¢,} sa bazami przestrzeni R?
(patrz punkt 2.6.1). Interesujgcym nas odwzorowaniem jest zmiana bazy z (by, b,) na (¢4, ¢;). W tym
podejsciu bedziemy wiec szukaé macierzy transformacji, ktéra realizuje t¢ zmiane bazy. W oparciu
o informacje z punktu 2.7.2 otrzymujemy nastepujgcg macierz zmiany bazy

J= [_12 ﬂ (5.62)

Jby = ¢y aJb, = c,. Wartoé¢ bezwzgledna wyznacznika J jest poszukiwanym wspoétczynnikiem
skalowania. |det (J)| = 3, co oznacza, ze powierzchnia réwnolegtoboku rozpinanego przez (¢4, ¢;)
jest trzykrotnie wieksza niz powierzchnia kwadratu rozpinanego przez (b4, b,).

Podejscie 2. Podejscie oparte na algebrze liniowej sprawdza si¢ jedynie w przypadku przeksztal-
ceni liniowych. W przypadku przeksztatcen nieliniowych (ktére odegraja wazng role w podrozdziale 6.7)
stosujemy bardziej ogdlne podejscie, wykorzystujace pochodne czgstkowe.

W tym podejéciu rozwazamy funkcje f: R? - R?, ktéra dokonuje zmiany zmiennych. W naszym
przykladzie f odwzorowuje wspétrzedne dowolnego wektora x € R* w bazie (by, b,) na wspot-
rzedne y € R? w bazie (¢4, ¢;). Chcemy zidentyfikowa¢ odwzorowanie, aby ustali¢, jak w wyniku
przeksztalcenia f zmienia sie powierzchnia (lub objeto$¢). W tym celu musimy ustalié, jak zmienia sie

f(x), jedli odrobine zmodyfikujemy x. Na to pytanie odpowiada dokladnie macierz Jacobiego g €

R?*2, Mozemy wiec zapisac, ze

yl = —le + xZ (563)
Y2 = X1 + X3 (5.64)

Z geometrycznego Otrzymalismy zaleznoé¢ funkcyjng pomiedzy x i y, ktéra pozwala nam obliczy¢ pochodne czastkowe
punktu widzenia jakobian
okreéla wspotczynnik 0y, _ 0y, -1 0y2 -1 0y2 -1 (5.65)
powigkszenia/skalowania dx, - ! 0x, - 0x, - 0x, - )
przeksztatcanego obszaru
lub objetosci.
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Po ich zapisaniu w macierzy otrzymujemy nastepujaca macierz Jacobiego:

0, o7,
dx; Ox, -2 1
= = . 5.66
1= low | =11 560
dx; Ox,

Macierz Jacobiego reprezentuje poszukiwana przez nas transformacje wspotrzednych. Reprezen-
tacja ta jest doktadna, jezeli badane przeksztalcenie jest liniowe (tak jest w tym przypadku). Réwna-
nie 5.66 odpowiada dokladnie macierzy zmiany bazy z réwnania 5.62. Jesli transformacja wspot-
rzednych jest nieliniowa, to macierz Jacobiego lokalnie aproksymuje t¢ nieliniowg transformacje za
pomoca odwzorowania liniowego. Wartoé¢ bezwzgledna wyznacznika macierzy Jacobiego |det (J)|
jest wspolczynnikiem skalowania powierzchni lub objetosci podczas przeksztatcania wspdtrzednych.
W tym przyktadzie |det (J)| = 3.

Jakobiany i przeksztalcenia zmiennych odegraja wazna role w podrozdziale 6.7, w ktérym be-
dziemy przeksztalca¢ zmienne losowe i rozktady prawdopodobienstwa. Przeksztalcenia te sg nie-
zwykle istotne w uczeniu glebokich sieci neuronowych z uzyciem tzw. reparametryzacji, zwanej réw-
niez analizg nieskonczonych perturbacji.

W tym rozdziale omoéwiliémy pochodne funkeji. Podsumowanie ich wymiaréw pokazano na ry-
sunku 5.6. Jedli f: R — R, to gradient jest po prostu skalarem (lewy gorny rég rysunku). Dla f: R? —» R
gradient jest wektorem wierszowym o wymiarach 1 X D (prawy gorny rég rysunku). Dla f: R - RE
gradient jest wektorem kolumnowym o wymiarach E X 1, a dla f: RP - RE otrzymujemy macierz
gradientu o rozmiarze E X D.

fla

of

jo))
8

)xll
AR

RYSUNEK 5.6. Wymiary pochodnych (czastkowych)

Przyklad 5.9 (gradient funkcji o wartosciach wektorowych)
Dane sa:
f(x) = Ax, f(x) € RM, A € RM*N, x €RV
Aby obliczy¢ gradient df/dx, najpierw okreslamy jego wymiary. Poniewaz f: RY — RM, gra-
dient df /dx € RM*"N. Nastepnie wyznaczamy pochodne czastkowe fwzgledem kazdego x;:

N

oFf

fitx) = Z Ajjx; = 6_3{1 = Ayj (5.67)
j=1 !
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Model ten oméwimy
znacznie bardziej
szczegolowo w rozdziale 9.,
w ktérym przedstawimy
go w kontekscie regresji
liniowej. W regresji
liniowej wykorzystuje si¢
pochodne
minimalnokwadratowe;j
funkgji straty L wzgledem
parametréow 6.
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i zapisujemy je w macierzy Jacobiego

oh . Oh
df axl axN A11 ot A].N
il BE = ¢ i | =AeRMN (5.68)
0x; 0xy
Przyklad 5.10 (regula lancucha)
Rozwazmy funkcje h: R - R, h(t) = (f o g)(t), gdzie
f:R? >R (5.69)
g:R - R? (5.70)
f(x) = exp(x;x3) (5.71)
_ x| __[tcost (5.72)
= [xz] =9 = [tsint :

Wyznaczmy gradient h wzgledem t. Poniewaz f: R* - R i g: R > R?, mozemy zauwazy¢, ze
i = RlXZ ag

99 g, (5.73)
ox ot
Interesujacy nas gradient obliczamy za pomoca reguly laiicuchowe;:
0x4
dh 9f0 9t
dh _ofox _r0f ﬂ] ot (5.74a)
dt  dxot  ldx; dx,l|0x,
ot
_ N2 2 cost —tsint
= [exp (x1x3)xz  2exp (x1x5)x1%;] [sin I t] (5.74b)
= exp (x,x2)(xZ(cost — tsint) + 2x,x,(sint + t cost)), (5.74c)
gdzie x; = tcostix, = tsint; patrz réwnanie 5.72.
Przyklad 5.11 (gradient minimalnokwadratowej straty w modelu liniowym)
Rozwazmy model liniowy
y = @0, (5.75)

gdzie @ € RP jest wektorem parametrow, ® € RV*P to cechy wejsciowe, a y € RY to obser-
wacje. Zdefiniujmy funkcje

L(e):=ll el (5.76)
e(0):=y— 6. (5.77)
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traktowac jako
wielowymiarowe tablice.
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Interesuje nas gradient g—;. Do jego wyznaczenia wykorzystamy regule fancuchows. L jest na-
zywana minimalnokwadratowa funkcja straty.

Przed przystapieniem do obliczen okreslamy wymiary gradientu:

oL
— € R¥P, (5.78)
00
Reguta tanicuchowa pozwala nam zapisa¢ gradient jako
oL _oLoe (5.79)
00 Jdedd
d-ty element gradientu to
N
oL oL __de
" ,d =2— T 5.80
Fritdd 76 M 3g M4l (5.80)
n=1
Korzystamy z faktu, ze || e |>= e e (patrz podrozdzial 3.2), ktéry pozwala zapisaé, ze
oL _ 2eT € RPNV, (5.81)
de
Ponadto
de
o e RNXD, (5.82)
30 ER
Naszg pozadana pochodna jest zatem
oL (5.77)
s —2eT®d ="-2(y"T—-0"®") ® € R*D, (5.83)

1XN NXD

Uwaga. Ten sam wynik mozemy otrzymac bez stosowania reguly tancuchowej. Wystarczy spoj-
rze¢ na funkcje

L,(0):=lly — @0 |I*’= (y — ®O)" (y — ®6). (5.84)

To podejscie sprawdza sie w przypadku prostych funkgji, takich jak L,, ale staje sie nieprak-
tyczne w bardziej ztozonych przypadkach.

5.4. Gradienty macierzy

W niektdrych sytuacjach musimy obliczy¢ gradienty macierzy wzgledem wektoréw (lub innych ma-
cierzy). Obliczenia te daja w wyniku wielowymiarowe tensory. Tensory mozemy traktowac jako wie-
lowymiarowe tablice, w ktdrych zapisano pochodne czastkowe. Na przykiad gradient macierzy A o wy-
miarach m X n wzgledem macierzy B o wymiarach p X g to obiekt o wymiarach (m X n) X (p X q),
tj. czterowymiarowy tensor J, ktorego elementy s3 zdefiniowane jako J;ji; = 04;;/ 0By.

Poniewaz macierze reprezentuja odwzorowania liniowe, mozemy wykorzysta¢ fakt istnienia izo-
morfizmu (liniowego, odwracalnego odwzorowania) przestrzeni wektorowej R™*™ macierzy m X n
w przestrzen R™" mn-elementowych wektoréw. Pozwala to przeksztalci¢ nasze macierze w wektory
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Macierze mozna
przeksztalci¢ w wektory,
ukladajac kolumny
macierzy jedna za druga
(tzw. splaszczanie).
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o dlugo$ciach mn i pq. Gradienty wzgledem mn-elementowych wektoréw to macierze Jacobiego o wy-
miarach mn X pq. Oba podejscia pokazano na rysunku 5.7. W zastosowaniach praktycznych czesto
chcemy przeksztalci¢ macierze w wektory, ktére pozwola nam kontynuowaé prace z macierzami
Jacobiego. W przypadku macierzy Jacobiego regula taicuchowa (réwnanie 5.48) sprowadza si¢ do
prostego mnozenia macierzy, podczas gdy w przypadku tensoréw Jacobiego musieliby$my pilnowa¢
zgodnosci wymiardw, wzgledem ktérych sumujemy.

Przyklad 5.12 (gradient wektorow wzgledem macierzy)
Rozwazmy nastepujacy przyktad:

f=Ax, feRM, AeRMN  xeRN (5.85)
Chcemy wyznaczy¢ gradient df /dA. Ponownie rozpoczynamy od ustalenia wymiar6ow:
df
Y grxmxn) (5.86)
d4
Z definicji gradient jest zbiorem pochodnych czastkowych:
o,
04 ;
ﬂ — 2, % € Rlx(MxN). (5.87)
dA fu 04
0A

W obliczaniu pochodnych czastkowych pomoze nam jawne zapisanie formuly iloczynu macie-
rzy z wektorem

N
j=1
Pochodne czgstkowe majg wiec nastepujaca postaé:
af;
= Xx,. 5.89
oA, (5.89)
To pozwala nam obliczy¢ pochodne czastkowe f; wzgledem wiersza macierzy A:
of; T
—— =x" € RN, 5.90
a4, x (5.90)
afi
——— =0T e RV, (5.91)
aAkii,:
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—_—
2

(a) Podejscie 1.: Obliczamy pochodne czqstkowcs% ,5‘71 -

Kazda z nich jest macierzg o wymiarach 4 x 2.
Pochodne zapisujemy w tensorze o wymiarach4 x 2 x 3

AeR™ zxcR?

dA 8x3 dA 4x2x3
ACR™  AcR® dg N s
re-shape pradient re-shape

(b) Podejscie 2.: Przeksztalcamy (splaszczamy) A € R#*2
w wektor A € R®. Nastepnie obliczamy gradient 4 e R®*%.
Tensor gradientu otrzymujemy poprzez zastosowanie
przeksztalcent pokazanych na tym rysunku

RYSUNEK 5.7. Wizualizacja procesu obliczania gradientu macierzy wzgledem wektora. Chcemy
wyznaczy¢ gradient A € R**? wzgledem wektora x € R3. Wiemy, ze 3—: € R*¥?*3, Do wyznaczenia
gradientu stosujemy dwa podejscia: (a) zapisujemy pochodne czastkowe w tensorze Jacobiego; (b)
splaszczamy macierz do wektora i obliczamy macierz Jacobiego, ktora nastepnie przeksztatcamy

w tensor Jacobiego
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Musimy zwr6ci¢ uwage na wymiary. Pochodng czastkows f; wzgledem wiersza A jest tensor
o rozmiarze 1x1xN, poniewaz przeciwdziedzina f; jest R, a kazdy wiersz A ma rozmiar 1xN.

Pochodne czastkowe z réwnania 5.91 ukladamy w stos i otrzymujemy interesujacy nas gradient
(réwnanie 5.87):

_OT_
:T
af. |0
a_2= x-r = Rlx(MxN). (5'92)
0T
_().T_

Przyklad 5.13 (gradient macierzy wzgledem macierzy)

Rozwazmy macierz R € RM*N oraz funkcje f: RM*N — RV*N zdefiniowana jako
f(R)=R"R =:K € RV*V, (5.93)

Chcemy znalez¢ gradient dK /dR.
Aby rozwigza¢ ten trudny problem, najpierw zapiszemy to, co juz wiemy:
Gradient ma wymiary

dK

— g RWXN)X(MXN) (5.94)
dR

a wiec jest tensorem. Ponadtodlap,q =1, ..., N
dK
pq 1XMXN
——€R ,
dR
gdzie K, jest (p, q)-tym elementem K = f(R). Jezeli i-t3 kolumne R oznaczymy przez r;, to
kazdy element K bedzie okreslony przez iloczyn skalarny dwoch kolumn macierzy R:

(5.95)

M
Kpg =170 = z RypRing- (5.96)

m=1

Obliczymy teraz pochodng czastkowa ZI;—p’?:
i

M
K d
pa _ _
OR;;j B Z OR;; RinpRmq = Opqijs (5.97)
m=1
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gdzie
(Riq jezelij = p,p # q
R; jezelij = q,p # q

9. ..=4 P

. 5.98
pqij 2R;, jezelij =p,p =q | |

(0 winnych przypadkach

Z réwnania 5.94 wiemy, ze interesujacy nas gradient ma wymiar (N X N) X (M X N). Elemen-
tami tego tensora sg apqij zroéwnania 598 (p,q,j =1,..,N,ai =1, .., M).

5.5. Tozsamosci przydatne w obliczeniach gradientéw

Ponizej prezentujemy kilka przydatnych tozsamo$ci, ktore sa czgsto wykorzystywane w uczeniu ma-
szynowym (Petersen i Pedersen, 2012). W ponizszych réwnaniach tr (-) oznacza $lad macierzy
(patrz definicja 4.4), det (-) wyznacznik (patrz podrozdzial 4.1), a f(X) ™! odwrotnos¢ funkgji f(X)
(przy zalozeniu, ze taka odwrotno$¢ istnieje).

9 af (X)\"

s -13)
tr (FX) = tr ( ’;EX )) (5.100)

6 det (f(X)) = det (f (X))tr (f(X)‘ af(X)) (5.101)

%f(x)‘1 =—fx™ f(X) — fX)™ (5.102)

da"X'b

- = (X - 5.103
X (X 1)TabT(X 1)T ( )

az;a =a’ (5.104)

da’x_ or (5.105)

ox

aaa-l;(b =ab’ (5.106)

ax;fx =x"(B+B") (5.107)

Dla symetrycznych macierzy W: % (x—As) " W(x — As) = —2(x — As) "WA (5.108)
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Uwaga. W tej ksigzce zajmujemy sie tylko §ladami i transpozycjami macierzy. Wiesz jednak, ze po-
chodne moga by¢ tensorami o wiekszej liczbie wymiaréw. W tym przypadku zwykly $lad i transpo-
zycja nie s zdefiniowane. Slad tensora o wymiarach D X D X E X F bylby macierza o wymiarach
E X F.Jest to szczeg6lny przypadek kontrakeji/zwezania tensoréw. W podobny sposéb, gdy ,,trans-
ponujemy” tensor, mamy na mysli zamiane dwdch jego pierwszych wymiardéw. Jezeli nie zamienimy
macierzy na wektory, tak jak oméwiono to w podrozdziale 5.4, to w przypadku obliczen pochodnych
funkcji wielu zmiennych f(-) wzgledem macierzy w réwnaniach od 5.99 do 5.102 pojawig si¢ obli-
czenia na tensorach.

5.6. Propagacja wsteczna i rdzniczkowanie automatyczne

Dobre oméwienie W wielu rozwiazaniach z obszaru uczenia maszynowego do znalezienia odpowiednich parametréw
propagacjl wsteczne) modelu wykorzystujemy metode gradientu prostego (podrozdziat 7.1), ktéra pozwala obliczy¢ gra-

i reguly lancuchowe;j
zna?dZesz na bloguJ dient funkgji celu w odniesieniu do parametréw modelu. Gradient ten mozemy wyznaczy¢ za po-

Tima Viery pod adresem moca regut rachunku rézniczkowego oraz reguly faicuchowej (patrz punkt 5.2.2). Przyklad takiego
hutps://tinyurl.com/ gradientu pokazalismy w podrozdziale 5.3, w ktérym przyjrzeliémy si¢ gradientowi minimalnokwa-
yefm2yrw.

dratowej straty w odniesieniu do parametréw modelu regresji liniowe;j.
Rozwazmy funkecje

f(x) =/x% + exp (x2) + cos (x? + exp (x2)). (5.109)

Skorzystamy z faktu, Ze rézniczkowanie jest operacja liniowa. Po zastosowaniu reguly fancucho-
wej otrzymujemy nastepujacy gradient:

df  2x + 2xexp (x?)
dx  2./x2 + exp (x2)

1 o (2 2 2
2x Zm sin (x + exp (x )) (1 + exp (x )).

Zapisywanie gradientéw w powyzszej jawnej postaci nie jest zbyt praktyczne i czgsto prowadzi
do bardzo diugich wyrazen opisujacych pochodne. Z praktycznego punktu widzenia oznacza to, ze
przy nieuwaznej implementacji koszt obliczenia gradientu moze by¢ znacznie wyzszy niz koszt ewa-
luacji rozniczkowanej funkcji. Stosowanie takiego podejécia moze wiec niepotrzebnie spowolni¢ na-
sze obliczenia. W przypadku uczenia glebokich sieci neuronowych wydajnym sposobem obliczania
gradientu funkcji bledu w odniesieniu do parametréw modelu jest algorytm propagacji wstecznej
(Kelley, 1960; Bryson, 1961; Dreyfusa, 1962; Rumelhart i in., 1986).

— sin (x2 + exp (x2))(2x + 2xexp (x?))

(5.110)

5.6.1. Gradienty w uczeniu gtebokim

Obszarem, w ktérym silnie eksploatuje sie regule tannicuchows, jest uczenie glebokie, w ktérym funk-
cja y jest wielopoziomowym zlozeniem funkcji

y=kefkeroo f)(x) = fK(fK—l("' (f1(x)) )). (5.111)
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omawiamy przypadek,
w ktérym w kazdej
warstwie mamy
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aktywacji.

Bardziej szczegotowe
omowienie gradientow
w sieciach neuronowych
znajdziesz w notatkach
Justina Domkego pod
adresem

https://tinyurl.com/yalcxgtv.
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gdzie x to dane wejéciowe (np. obrazy), a y obserwacje (np. etykiety klas). Kazda funkcja f;,i = 1, ..., K
posiada wlasne parametry. W wielowarstwowej sieci neuronowej z i-t3 warstwa sieci zwiazana jest
funkcja f;(x;_1) = 0(A;_1 + b;_1), w ktdrej x;_; jest wyjéciem z i — 1 warstwy, a g jest funkcjg

aktywacji, na przyklad funkcja sigmoidalng , tangensem hiperbolicznym lub funkcja ReLU.

1
1+e™*
Proces uczenia takich sieci wymaga obliczenia gradientu funkgcji straty L wzgledem wszystkich pa-
rametréw 4;, b; (j = 1, ..., K) modelu. Konieczne jest rowniez znalezienie gradientu L wzgledem
danych wejsciowych kazdej warstwy. Rozwazmy przyklad, w ktérym x to dane wejciowe, a y to

obserwagcje. Struktura sieci jest okreslona przez
fO: =X
fi:= O-i(Ai—lfi—l +bi_1),i = 1,...,K. (5113)

Sie¢ te pokazano tez na rysunku 5.8. Chcemy znalez¢ parametry A;, b; (j = 0, ..., K — 1) mini-
malizujace kwadratowa funkcje straty

L(6) = lly = f« (8,01,
gdZie 0= {Ao, bo, ...,AK_]_, bK—l}'

ofo fefo

A[]:b[] A]-.bl AK—Z-.bK—'z AK—l:bK—I

(5.112)

(5.114)

RYSUNEK 5.8. Przejécie do przodu przez wielowarstwows sie¢ neuronowa w celu obliczenia straty L
w funkeji wejé¢ x i parametrow A;, b;

Do wyznaczenia gradientéw wzgledem zbioru parametréw @ potrzebne nam bedg pochodne
czastkowe L wzgledem parametrow 6; = {A]-, bj} kazdej warstwy j = 0, ..., K — 1. Regula tancu-
chowa pozwala nam zapisa¢ pochodne czgstkowe jako

aL AL ofy

-2 (5.115)
001 0fx00k_4
oL _ oL 0fx 0Fx_ 5116
00K _»o N Of x| O & 00k _o (5116
‘{}9;\-_ 3 B ‘E)f.’\' of Of k—o ”61\' 3 & :
0L _ OL Of Of iv2 i1
90, — 81y 0, of a0, (5.118)
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Sktadniki oznaczone kolorem to pochodne czastkowe wyjécia warstwy wzgle-
dem jej wejscia. Natomiast niebieskie sktadniki to pochodne czastkowe wyjscia warstwy wzgledem
jej parametrow. Jezeli obliczyliémy juz pochodne czastkowe dL/ 90,4, to wigkszo$¢ obliczonych
warto$ci mozemy wykorzysta¢ ponownie do wyznaczenia dL/ 90;. Dodatkowe skfadniki, ktére mu-
simy obliczy¢, zaznaczono ramkami. Na rysunku 5.9 pokazano, w jaki sposob gradienty sa przeka-
zywane wstecz sieci.

ofo] fofec

Ao,bo Alwbl AK—Zbe—Z AK—th—l

RYSUNEK 5.9. Przejscie wstecz przez wielowarstwowa sie¢ neuronowa w celu znalezienia gradientu
funkgji straty

5.6.2. Rézniczkowanie automatyczne

Réiniczkowanie Okazuje si¢, ze propagacja wsteczna jest szczeg6élnym przypadkiem ogdlnej techniki analizy nume-
automatyczne rozni sie

. ; rycznej znanej jako rézniczkowanie automatyczne. Rézniczkowanie automatyczne mozesz trakto-
od rézniczkowania

wa( jako zbiér metod stuzacych do numerycznego (w odréznieniu od symbolicznego) wyznaczania

symbolicznego
i numerycznych metod gradientéw z dokladnoscig maszynowa. Techniki rézniczkowania automatycznego wykorzystuja
aproksymacji gradientu zmienne posrednie i regule fancuchows. Rézniczkowanie automatyczne wykorzystuje szereg ele-

np. przy uzyciu réznic

Lo A mentarnych operacji arytmetycznych, takich jak na przykltad dodawanie i mnozenie, oraz funkcje
skonczonych.

elementarne, takie jak sinus, cosinus, funkcja wykladnicza i logarytm. Zastosowanie reguly tancu-
chowej pozwala wyznacza¢ gradient w spos6b automatyczny. W ogolnosci rézniczkowanie automa-
tyczne dotyczy programéw komputerowych i wystepuje przede wszystkim w dwoch wariantach:
w przéd i wstecz. Swietny przeglad rézniczkowania automatycznego w kontekscie uczenia maszy-
nowego znajdziesz w pracy Baydina i in. (2018).

Na rysunku 5.10 pokazano prosty graf przedstawiajacy przeplyw danych z wejs¢ x do wyjs¢ y
przez zmienne posrednie a i b. Gdyby$my chcieli wyznaczy¢ pochodng dy/dx, to korzystajac z re-
guly lancuchowej, mogliby$my zapisa¢, ze:

dy dydbda (5.119)

dx ~ dbdadx’

RYSUNEK 5.10. Prosty graf ilustrujacy przeptyw danych od x do y przez zmienne poérednie aib

Z intuicyjnego punktu widzenia warianty w przdd i wstecz réznig sie kolejnosciag wykonywania
mnozenia. Poniewaz mnozenie macierzy jest faczne, mozemy wybiera¢ pomiedzy

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/mawuma
https://helion.pl/rt/mawuma

5.6. Propagacja wsteczna i rézniczkowanie automatyczne 173

W ogolnym przypadku

pracujemy ze strukturami, d_y = (d_y %) %' (5.120)
ktérymi moga by¢ dx dbda/ dx
gradienty oraz macierze i
i tensory Jacobiego.
A ] (5.121)
dx db\dadx

Réwnanie 5.120 to przyklad metody rézniczkowania automatycznego wstecz, poniewaz gra-
dienty sa3 w nim przekazywane od konca do poczatku grafu, tj. odwrotnie do przeptywu danych.
Réwnanie 5.121 jest przyktadem metody w przéd, w ktdrej informacje o gradiencie sg przekazywane
zgodnie z kierunkiem danych, tj. od lewej do prawe;.

Ponizej skupimy sie¢ na rézniczkowaniu wstecz, ktorego przykladem jest algorytm propagacji
wstecznej. W przypadku sieci neuronowych, w ktérych rozmiar wejécia jest czesto znacznie wiekszy
niz rozmiar wyjécia, rézniczkowanie wstecz jest bardziej optacalne obliczeniowo niz rézniczkowanie
metodg w przdd. Zacznijmy od przyktadu.

Przyklad 5.14
Rozwazmy funkcje
f(x) = Jx% +exp (x2) + cos (x2 + exp (x?)) (5.122)

z réwnania 5.109. Podczas implementacji tej funkcji na komputerze mogliby$my zaoszczedzié
troche czasu, stosujac tzw. zmienne posrednie:

a=x? (5.123)
b = exp(a) (5.124)
c=a+b (5.125)
d =+/c (5.126)
e = cos(c) (5.127)
f=d+e. (5.128)

W ten sam sposéb rozumujemy réwniez podczas stosowania reguly tanicuchowej. Zauwaz, ze
powyzszy zestaw rownan wymaga wykonania mniejszej liczby operacji niz bezpo$rednia im-
plementacja funkgji f (x) w postaci pokazanej w réwnaniu 5.109. Graf obliczeniowy tej funkgji,
pokazujacy przeplyw danych i obliczenia wymagane do wyznaczenia wartoéci funkgji f, poka-
zano na rysunku 5.11.

RYSUNEK 5.11. Graf obliczeniowy z danymi wejsciowymi x, warto$ciami funkgji f i zmiennymi
posrednimia, b, ¢, d, e
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Zbiér réwnan, ktoére zawieraja zmienne posrednie, mozemy traktowac jako graf obliczeniowy.

Ten sposdb przedstawiania obliczen jest powszechnie stosowany w implementacjach bibliotek
przeznaczonych do tworzenia sieci neuronowych. Pochodne zmiennych po$rednich wzgledem
odpowiadajacych im danych wejsciowych mozemy obliczy¢ za pomoca definicji pochodnych

funkeji elementarnych. Otrzymujemy nastepujace pochodne:

aa_z
ox X

db _
Frie exp(a)

dc dc
2a_ ' db
gd 1
ac  2vc
de )
Frinie sin(c)
of _, %
ad de’

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

Analiza grafu z rysunku 5.11 pozwala zauwazy¢, ze pochodna 0f / 0x mozemy obliczy¢ metoda

wstecz, rozpoczynajac obliczenia w wierzchotku wyjsciowym:
6f_6f6d+6fae
de dc

dc  ad ac
af adf ac
ab _ acab
af odfob Odf dc
da  dboa
af O0f da
dx 0dadx

dc da

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)

Zauwaz, ze do wyznaczenia 0f / 0x zastosowali$my regule lanicuchows. Po podstawieniu po-

chodnych funkcji elementarnych do powyzszych réwnan otrzymujemy

of

- =1.—

dc
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o _ 9

db Oc

gex (a)+—=—-1
oF _9f .

ox da

+ 1 (—sin(c))

(5.139)

(5.140)

(5.141)

(5.142)
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Jezeli kazda z powyzszych pochodnych potraktujemy jako zmienng, to proces wyznaczania po-
chodnej bedzie miat podobng ztozono$¢ obliczeniowa co proces obliczania wartosci funkcji.
Jest to sprzeczne z naszg intuicja, poniewaz wyrazenie matematyczne opisujace pochodna Z—ﬁ
(réwnanie 5.110) jest znacznie bardziej skomplikowane niz wyrazenie opisujace funkcje f (x)
(réwnanie 5.109).

Rézniczkowanie automatyczne jest formalizacjg obliczen z przykladu 5.14. Niech x4, ..., x4 beda
zmiennymi wej$ciowymi, X441, ..., Xp_1 Zmiennymi posrednimi, a x, zmienng wyjéciowa. Graf ob-
liczeniowy mozemy wtedy zapisa¢ jako

X; = gi(xpa(xi)) gd21el =d+ 1, way D. (5143)

W powyzszym réwnaniu g;(-) to funkcje elementarne, a Xp,(y,) to wezly rodzice zmiennej x;
w grafie. Pochodng tak zdefiniowanej funkcji mozemy obliczy¢ za pomoca reguly tancuchowe;.
Przypomnijmy, Ze z definicji f = xp. Stad
0
9 _y

5.144
o2, (5.144)

Dla pozostatych zmiennych x; stosujemy regute fanicuchowsg

of af 0x; of dg;
o Z o, 0m, Z 9%, 9, (5.145)
xjix;€Pa (x;) xj:x;€Pa (x;)
gdzie Pa(xj) jest zbiorem weztéw rodzicéw wierzchotka x; w grafie. Rdwnanie 5.143 to przyktad
propagacji w przod, a rownanie 5.145 reprezentuje propagacj¢ wsteczng gradientu w grafie oblicze-
niowym. W uczeniu sieci neuronowych propagacji wstecznej podlega biad predykcji w odniesieniu
do etykiety.
Rézniczkowanie Roézniczkowanie automatyczne dziata zawsze, gdy rozniczkujemy funkeje dajaca sie przedstawi¢
:\:ttzzatyc;’;e metodg w postaci grafu obliczeniowego zawierajgcego rozniczkowalne funkcje elementarne. Rézniczkowana
stworzeV;?i,a drg;wa funkcja nie musi by¢ nawet funkcja w sensie matematycznym, a jedynie programem komputero-
sktadniowego. wym. Niestety, nie wszystkie programy komputerowe mogg by¢ rézniczkowane automatycznie. Nie
jest to mozliwe np. wtedy, gdy nie mozemy wyznaczy¢ pochodnych funkcji elementarnych. Struk-

tury wystepujace w kodzie, takie jak petle for i instrukcje if, réwniez wymagaja wigkszej uwagi.

5.7. Pochodne wyzszych rzgdéw

Do tej pory omowilismy jedynie gradienty, czyli pochodne pierwszego rzedu. Czasami interesujg nas
tez pochodne wyzszych rzedéw. Przydaja si¢ one np. w metodzie optymalizacji Newtona, ktora wy-
maga pochodnych drugiego rzedu (Nocedal i Wright, 2006). W punkcie 5.1.1 oméwiliémy szereg
Taylora, pozwalajacy przybliza¢ funkcje za pomocg wielomian6w. Przyblizenie takie mozemy réw-
niez wyznaczy¢ dla funkcji wielu zmiennych. W dalszej czgéci tego rozdziatu pokazemy, jak to zro-
bi¢. Zaczniemy jednak od wprowadzenia notacji.
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Rozwazmy funkgcje f: R? - R dwoch zmiennych x,y. W przypadku pochodnych czastkowych
wyzszego rzedu (oraz gradientéw) stosujemy nastepujacy zapis:
2
. ZTJ; to druga pochodna czastkowa f wzgledem x.

. Z:—ﬁ to pochodna czastkowa n-tego rzedu f wzgledem x.

% _ @ (6f

S 3y a_) to pochodna czastkowa otrzymana w wyniku rézniczkowania wzgledem x, a na-

X

stepnie wzgledem y.

2
. ;y to pochodna czgstkowa otrzymana w wyniku rézniczkowania wzgledem y, a nastgpnie

wzgledem x.

Hesjan (macierz Hessego) to zbiér wszystkich pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Jesli
f(x,y) jest funkcja dwukrotnie rozniczkowalng (a jej druga pochodna jest ciggta), to

2 2
oy _9 f, (5.146)
dxdy 0dyodx
tj. kolejnoé¢ rézniczkowania nie ma znaczenia. Hesjanem tej funkcji jest symetryczna macierz
[62 f 0*f ]
dx?  OJxdy
H= . 5.147
{ 2f  of (5.147)
dxdy dy?

Hesjan oznaczamy réwniez symbolem V%, f (x,y). Dlax € R™ i f: R" — R hesjan jest macierza
o wymiarach n X n. Hesjan mierzy lokalng krzywizne funkeji wokét punktu (x, y).

Uwaga (hesjan pola wektorowego). Jesli f: R™ — R™ jest polem wektorowym, to hesjan jest tensorem
o wymiarachm X n X n.

5.8. Linearyzacja i wielowymiarowe szeregi Taylora

Gradient Vf funkcji f czesto wykorzystuje sie do lokalnego liniowego przyblizania funkcji f w oto-
czeniu punktu x:

fx) = f(x0) + (Vaf) (x0) (x — Xo). (5.148)

(Vo f)(xg) jest gradientem f wzgledem x obliczonym w x,. Liniowg aproksymacje funkcji f w oto-
czeniu x, pokazano na rysunku 5.12. Oryginalna funkgja jest przyblizana za pomocg prostej. To przyblize-
nie jest lokalnie doktadne, ale im dalej od x, tym prosta gorzej przybliza funkcje f. Rownanie 5.148
jest szczegolnym przypadkiem rozwiniecia f w wielowymiarowym szeregu Taylora w otoczeniu
punktu x4, w ktérym korzystamy jedynie z dwdch pierwszych wyrazéw. Ponizej oméwimy bardziej
og6lny przypadek tego szeregu, ktdry pozwoli uzyskac lepsze przyblizenia.
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1
0
L&)
e

1 f(@0) 7 f(20) + f'(20)(z — )

-9

—4 — 0 2 4
T

RYSUNEK 5.12. Liniowa aproksymacja funkgji. Oryginalna funkcja f jest linearyzowana w otoczeniu
Xo = —2 za pomocg rozwiniecia w szereg Taylora pierwszego rzedu

Definicja 5.7 (szereg Taylora funkcji wielu zmiennych). Rozwazamy funkcje

f:R? - R (5.149)

xe f(x), x€RP, (5.150)

ktéra jest gladka w punkcie x,. Jezeli zdefiniujemy wektor réznic jako 6 := x — x,, to szereg Tay-
lora funkcji wielu zmiennych f w punkcie x, bedzie zdefiniowany jako

= pk
Foo =y 2 5 s.151)
k=0

gdzie DX f (x,) jest k-ta (zupelng) pochodna f wzgledem x obliczong w x,.

Definicja 5.8 (wielomian Taylora). Wielomian Taylora n-tego stopnia funkcji f w x, zawiera
pierwsze n + 1 elementéw szeregu z réwnania 5.151 i jest zdefiniowany jako

n

D¥f(x
T, (%) = Z #6". (5.152)
k=0 ’
Wektor mozna N W réwnaniach 5.151 i 5.152 zastosowali$émy nieco nieprecyzyjny zapis z uzyciem &%, ktore jest
Zam.lpk.zmentowag ako niezdefiniowane dla wektoréw x € RP takich, ze D > 1i k > 1. Zauwaz, ze DXf i 6* s3 tensorami
tablice jednowymiarowa, X
a macierz w postaci . . . . . X ﬁ% .
tablicy dwuwymiarowej. k-tego rzedu, tj. k-wymiarowymi tablicami. Tensor k-tego rzedu 6" € R ~*? to wynik k-krot-
nego iloczynu zewnetrznego (oznaczanego symbolem &) wektora § € RP. Na przyktad
§:=8Q 6=468", 82[i,j]1 = 6[i16[j] (5.153)
F:=86Q6R34, 8%[i,j, k] = 8[i]18[j16[k]. (5.154)

Na rysunku 5.13 pokazano dwa takie iloczyny zewnetrzne. W ogdlnym przypadku w szeregu
Taylora pojawiaja sie nastepujace sktadniki
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"f(xo)6"—z Z DEFGo)lis, v 6]8111] -+ 811 (5155)

i1=1 ix=

® = =

(a) lloczyn zewnetrzny wektora § € R* daje 82:=d ® 8 = 88" € R***, czyli macierz

SR
®
.
L]

(b) lloczyn zewnetrzny & :=§ @ § ® § € R***** daje tensor trzeciego rzedu (macierz tréjwymiarowa),
¥ g ¥ ] g § Wy
tj. macierz z trzema indeksami (osiami)

RYSUNEK 5.13. Wizualizacja iloczynéw zewnetrznych. Kazdy iloczyn zewnetrzny wektoréw zwieksza
o jeden liczbe wymiaréw wynikowej tablicy. (a) Iloczyn zewnetrzny dwéch wektoréw daje macierz; (b)
iloczyn zewnetrzny trzech wektoréw daje tensor trzeciego rzedu

Element D f (x,)8* zawiera wielomiany k-tego rzedu.
Teraz, gdy zdefiniowalismy juz szereg Taylora dla pdl wektorowych, wyznaczymy pierwsze wy-
razy DX f (x,) 8% rozwiniecia w szereg Taylora dla k = 0, ...,31 8: = x — X,

k=0:Df(x4)8° = f(x,) ER (5.156)
D
k=1:Dif (x)8" = Vuf (X)) § = ) Vuf @)[10i] € R (5.157)
1><D D>< i=1
k =2:D%f(xy)6% = tr (H(x,) s Q_TJ) =68"H(xy)8 (5.158)
DxD DX11xD
D D
- Z Z H[i, j16[i16[/] € R (5.159)
i=1 j=1
D D D
k = 3: D3f(x,)8° = D3f(x,)[i, ], k15[i15[j18[k] € R. (5.160)
0 Zl Z kzl 0

W powyzszych réwnaniach H(x,) jest hesjanem f w punkcie x,.
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Przyklad 5.15 (rozwiniecie funkcji dwoch zmiennych w szereg Taylora)

Rozwazmy funkcje
f,y) = x* + 2xy + y2. (5.161)

Chcemy znalez¢ jej rozwiniecie w szereg Taylora w punkcie (xg,y) = (1,2). Zanim za-
czniemy, oméwmy, czego mozemy sie spodziewa¢. Funkcja z réwnania 5.161 jest wielomianem
trzeciego stopnia. Szukamy rozwiniecia w szereg Taylora, ktdre samo w sobie jest kombinacja
liniowa wielomianéw. Spodziewamy sie wiec, ze w przypadku wielomianu trzeciego stopnia
rozwiniecie nie bedzie zawieralo wyrazéw czwartego lub wyzszego stopnia. Oznacza to, ze
pierwsze cztery wyrazy z sumy z rownania 5.151 powinny wystarczy¢ do uzyskania doktadnej
reprezentacji funkgcji z réwnania 5.161.

Proces wyznaczania rozwiniecia zaczynamy od wyrazu statego i pochodnych pierwszego rzedu,
ktore dane sg wzorem

fa.2) =13 (5.162)
of _ of _
- Xt =g =6 (5.163)
of _ of _
@ =2x+3y? = @(1,2) = 14. (5.164)
Stad
_ _[of of _ y
DL, f(12) =V, f(1,2) = [%(1'2) @(1'2)] 6 14] € RV (5,165
co daje
DL, f(1,2 1
yjif 5= 6 14] [; - 2] =6(x—1) +14(y - 2). (5.166)

Zauwaz, ze Dy, f(1,2)8 zawiera tylko sktadniki liniowe, tj. wielomiany pierwszego rzedu.

Pochodne czastkowe drugiego rzedu to

2 2
AN %(1,2) =2 (5.167)

ax?
0% f 9%f
= - = 5.168
372 6y = 57 (1,2) =12 ( )
0% f 0%f
= = 5.169
dy 0x = dy dx 12)=2 ( )
02 92
f_ 2 f (1,2) = 2. (5.170)

oxdy = dx dy
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Po zapisaniu ich w macierzy otrzymujemy hesjan

*f  9*f
9x2  9xdy
=| 5 62f [2 6y] (5.171)
dy 0x
A zatem
2x2_ (5.172)
H(1,2) = 2 12] €R
A wiec kolejny wyraz rozwiniecia w szereg Taylora to
D%, f(1,2
xy];'( ) )62 _ %61—”(1,2)6 (5.173a)
1 —
=>lx—-1 y-2] 12] [x 1] (5.173b)
=@x-1D%+2(x -1y —-2)+6(y—2)>2 (5.173¢)

W tym przypadku D7, f (1,2) 8% zawiera tylko wyrazy kwadratowe, tj. wielomiany drugiego rzedu.

Nastepnie wyznaczamy pochodne trzeciego rzedu

0OH OH o
D;"yf = [a E] € R2%2x2 (5.174)
23f 3f 7
oH 9x3  9x%0
D3 flidl==—=| & oy (5.175)

dx 03f 03f
dx dy dx 0x dy?]

[ 9°f o3 f
OH |9yox?2 0yoxo
D3,f[:,:,2] = % | ya3f y 3312' (5.176)
L’)yzax 9y3 |

Poniewaz wigkszo$¢ pochodnych czgstkowych drugiego rzedu w hesjanie z réwnania 5.171 to
stale, jedyna niezerowa pochodna czastkows trzeciego rzedu jest

03f 03 f
53 = 5.177
Pochodne wyzszego rzedu i pochodne mieszane trzeciego rzedu (np. a:f zy) zanikaja:
S 0 0 5.178
D flial =y o] DE A=) o) (5.178)
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A zatem
D3, f(1, 2) 43
3!
Sktadnik ten zawiera w sobie wszystkie sze$cienne wyrazy szeregu. (Dokladne) rozwiniecie f
w szereg Taylora w punkcie (xg, ¥o) = (1,2) jest zatem réwne

= (y — 2)3. (5.179)

fx) =f(12) + DL, f(1,2)8 + =X—— "yf( 2) (5.180a)
_ af(1,2) af(1,2)
=fAD+—7—@-D+ 3y (y—2)
1 (8% (1,2 9%f(1,2
o (};;z) (x—-1*+ %O’ -2)° (5.180b)
9%f(1,2)
t2— o 3y (x—D( 2))

=13+6(x—1) + 14(y — 2)

+(x =12 +6(y = 2)2 + 2(x - (¥ - 2) G

W tym przypadku otrzymali$my dokfadne rozwiniecie wielomianu z réwnania 5.161 w szereg
Taylora, tzn. wielomian z réwnania 5.180c jest identyczny z pierwotnym wielomianem z réw-
nania 5.161. W tym konkretnym przykladzie wynik ten nie jest zaskakujacy, poniewaz pier-
wotng funkeja byt wielomian trzeciego rzedu, ktéry wyraziliémy poprzez kombinacje liniowa
stalych oraz wielomianéw pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia (réwnanie 5.180c).

5.9. Materialy dodatkowe
Wiecej informacji o rézniczkowaniu macierzy oraz krétki przeglad zwigzanej z nim algebry liniowe;j
mozna znalez¢ u Magnusa i Neudeckera (2007). Rézniczkowanie automatyczne ma duga historie.
Wigcej szczeg6low znajdziesz w pracach Griewanka i Walthera (2003), Griewanka i Walthera (2008)
oraz Elliotta (2009), a takze w pracach wymienionych w bibliografiach dotaczonych do tych pozycji.

W uczeniu maszynowym (i w innych dziedzinach) czesto interesujg nas wartoséci oczekiwane,
czyli calki postaci

EAf ] = [ f@p@dx

Nawet jesli p(x) ma dogodna forme (np. jest funkcja gestosci rozkladu normalnego), to w ogol-
nym przypadku catka ta nie ma rozwiazania analitycznego. Rozwiniecie f w szereg Taylora jest jed-
nym ze sposoboéw na znalezienie przyblizonego rozwigzania. Jezeli przyjmiemy, ze p(x) = N'(u, X),
czyli, ze p(x) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego, to rozwiniecie w sze-
reg Taylora pierwszego rzedu w otoczeniu p bedzie lokalng linearyzacjg nieliniowej funkgji f. Jesli
p(x) jest funkcjg gestosci rozkltadu normalnego (patrz podrozdziatl 6.5), to w przypadku liniowych
funkcji f mozemy dokladnie wyznaczy¢ érednia (i kowariancje). Ta wiasnos¢ jest intensywnie

(5.181)
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wykorzystywana przez rozszerzony filtr Kalmana (ang. extended Kalman filter; Maybeck, 1979) do
biezacej estymacji stanu w nieliniowych ukladach dynamicznych (zwanych réwniez modelami prze-
strzeni standéw, ang. state-space models). Inne deterministyczne sposoby przyblizania catki z réwna-
nia 5.181 to transformacja bez§ladowa (ang. unscented transform, Julier i Uhlmann, 1997), ktéra
nie wymaga znajomosci gradientéw, oraz aproksymacja Laplace’a (MacKay, 2003; Bishop, 2006;
Murphy, 2012), ktéra wykorzystuje rozwiniecie lokalnego przyblizenia funkcji gestosci rozktadu
normalnego w szereg Taylora drugiego rzedu (wymagana jest znajomos¢ hesjanu) wokdt jego mody.

Cwiczenia
5.1. Oblicz pochodng f'(x) funkgji

f(x) = log(x*) sin(x3).
5.2. Wyznacz pochodna f'(x) sigmoidalnej funkeji logistycznej

A Ty

5.3. Oblicz pochodnag f'(x) funkcji

f() = exp (‘Tiz(x -0?)

gdzie u, o € R sg statymi.
54. Dla n=0,...,5znajdZ wielomiany Taylora T;, funkcji f(x) = sin (x) + cos (x) w punkcie

Xog = 0.
5.5. Rozwaz nastepujace funkcje:

fi(x) = sin(x;) cos(x,), x€R?
f(xy)=x'y, xy€ER"
f5(x) = xxT, x € R"

iy
ox’
b) Wyznacz gradienty/macierze Jacobiego powyzszych funkcji.

5.6. Znajdz pochodng f wzgledem t i pochodng g wzgledem X
f(®) = sin(log(t™t)), t ERP
g(X) =tr(AXB), A€RP*E, X e REX, B € RF*P,
gdzie tr (+) oznacza $lad.
5.7. Zapomoca reguly faicuchowej oblicz pochodne df /dx nastepujacych funkgji. Podaj wymiary
kazdej pochodnej czastkowej. Szczegdtowo opisz swoje dzialania.

a)

a) Jakie s3 wymiary

fz)=log1+2), z=x"xx€R’
b)
f(2) = sin(2), z=Ax+b,A € REXD, x € RP,b € RE,
gdzie sin () jest obliczany dla kazdego elementu wektora z.
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5.8. Oblicz pochodne df /dx nastepujacych funkcji. Opisz szczegétowo wykonywane kroki.
a) Wykorzystaj regute fancuchowa. Podaj wymiary kazdej pochodnej czastkowe;.

1
£ = exp(-52)
z=g) =y'S"ly
y=hx)=x-n
gdzie x, u € RP, S € RP*P.
b)
f(x) =tr(xx" + a2I),x € RP,
gdzie tr (A) jest sladem A, czyli sumg elementéw A;; lezacych na przekatnej. Wskazowka:
zapisz iloczyn zewnetrzny w jawnej postaci.
c) Wykorzystaj regute fancuchowa. Podaj wymiary kazdej pochodnej czastkowej. Nie musisz
jawnie oblicza¢ iloczynu pochodnych czgstkowych.
f = tgh(z) e RM
z=Ax+b,xeR", A€ R"¥V beRY,
gdzie tgh(+) jest obliczany dla kazdego elementu wektora z.
5.9. Niech

9(z,v) =logp(x,z) —logq(z,v)
z = t(e,v),

gdzie p, q i t s3 funkcjami rézniczkowalnymi oraz x € RP, z € RE, v € RF, € € RY. Za po-
moca reguly tancuchowej wyznacz gradient

d
dvg(zi v)'
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