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Rozdziat 1.

Modele obliczania

Jak, majac dany problem, znajdziemy efektywny algorytm rozwiazania? Gdy zna-
lezliSmy algorytm, jak mamy poréwnaé ten algorytm z innymi algorytmami, ktore
rozwiazuja ten sam problem? Jak powinniSmy oceniaé jako$é¢ algorytmu? Pytania
tego rodzaju sa ciekawe zaréwno dla programisty, jak i dla uczonego o teoretycz-
nym nastawieniu do nauk komputerowych. W ksiazce rozpatrujemy rézne kierunki
badan, ktére usituja odpowiedzie¢ na takie pytania.

W tym rozdziale rozwazamy kilka modeli komputera — maszyne o dostepie swo-
bodnym, maszyne z zapamietanym programem i maszyne Turinga. Poréwnujemy
je co do tego, jak odzwierciedaja ztozonosé algorytmu i wyprowadzamy z nich kilka
wyspecjalizowanych modeli obliczen: liniowe programy arytmetyczne, obliczenia na
bitach, obliczenia na wektorach bitéw i drzewa decyzji. Wreszcie, w ostatnim punk-
cie rozdzialu wprowadzamy jezyk do opisu algorytméw, zwany , Pidgin ALGOL”.

1.1. Algorytmy i ich zlozonosé

Algorytmy moga by¢ oceniane na podstawie rozmaitych kryteriéw. Najczesciej in-
teresuje nas szybko$é z jaka wzrastaja czas lub pamieé potrzebne, by rozwiazaé
zadanie w coraz bardziej wymagajacych przypadkach. Zawsze bedziemy przypisy-
wac zadaniu liczbe catkowita, zwana rozmiarem zadania, ktora jest miara wielkosci
danych. Na przyktad rozmiarem zadania w przypadku mnozenia macierzy moze by¢
najwiekszy wymiar macierzy, ktére mamy pomnozy¢. Rozmiarem zadania z grafem
moze by¢ liczba krawedzi grafu.

Wymagany przez algorytm czas wyrazony jako funkcja rozmiaru zadania zwany
jest zloZonoscig czasowg algorytmu. Zachowanie si¢ tej zltozonosci w granicy, gdy
rozmiar zadania wzrasta, nazywa sie asymptotyczng ztozonosciq czasowq. Podobnie
mozna zdefiniowaé zfozZonosé pamieciowq i asymptotyczng zloZonosé pamieciowq.

Asymptotyczna zlozonos¢ algorytmu jest tym, co ostatecznie rozstrzyga o rozmia-
rze zadan, ktore moga byé rozwiazane przez ten algorytm. Jezeli algorytm prze-
twarza dane o rozmiarze n w czasie cn? dla pewnej stalej ¢, to méwimy, ze czasowa
zlozonosé tego algorytmu jest O(n?), czytaj ,rzedu n?”. Scislej, funkcja g(n) jest
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Zlozonosé Maksymalny rozmiar zadania
Algorytm czasowa 1 sek. 1 min. 1 godz.
Ay n 1000 6 x 10* | 3.6 x 10°
Ay nlogn 140 4893 2.0 x 10°
As n? 31 244 1897
Ay n? 10 39 153
As 2" 9 15 21

Rys. 1.1. Ograniczenia rozmiaru zadania spowodowane szybkos-
cia wzrostu ztozonosci

O(f(n)), jezeli istnieje stala ¢ taka, ze g(n) < c¢f(n) dla wszystkich nieujemnych
wartosci n précz pewnego skonczonego (by¢ moze pustego) zbioru tych wartosci.

Mozna by przypuszczaé, ze ogromny wzrost szybkosci obliczen dzigki powstaniu
maszyn cyfrowych obecnej generacji zmniejszy znaczenie efektywnych algorytmoéw.
Jest jednak odwrotnie. Skoro komputery staja sie szybsze i mozemy przetwarzaé
coraz wigksze zadania, to o wzrodcie rozmiaru zadania, jaki mozna osiagnaé przez
wzrost szybkosci komputera, rozstrzyga ztozonosé algorytmu.

Zal6zmy, ze mamy pieé algorytméw A; — As o podanych ztozonosciach czasowych:

Algorytm Ztozono$c¢ czasowa
Al n
Ao nlogn ()
A3 712
A4 n3
As 2n

Ztozono$¢ czasowa jest tu liczba jednostek czasu potrzebnych do przetworzenia da-
nych rozmiaru n. Zakladajac, ze jednostka czasu jest rowna jednej milisekundzie,
algorytm A; moze przetworzy¢ w ciagu jednej sekundy dane o rozmiarze 1000, na-
tomiast algorytm As dane o rozmiarze co najwyzej 9. Rysunek 1.1 podaje rozmiary
zadan, ktére moga by¢ rozwiazane przez kazdy z tych pieciu algorytméw w ciagu
jednej sekundy, jednej minuty i jednej godziny.

Przypus$émy, ze nastepna generacja komputeréw bedzie dziesie¢ razy szybsza niz
obecna. Rysunek 1.2 pokazuje wzrost rozmiaru zadania, jakie mozna rozwiazac
dzigki temu wzrostowi predkosci. Zauwazmy, ze z algorytmem As dziesigciokrotny
wzrost predkosci zwigksza tylko o trzy rozmiar zadania, ktére mozna rozwigzacé,
natomiast z algorytmem As ten rozmiar wzrasta wiecej niz trzykrotnie.

Zamiast wzrostu szybkosci rozwazmy skutek uzycia bardziej efektywnego algoryt-
mu. Popatrzmy raz jeszcze na rys. 1.1. Biorac jedna minute za podstawe poréw-

10 ile nie zaznaczono inaczej, wszystkie logarytmy w tej ksigzce maja podstawe 2.
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Maksymalny Maksymalny
Ztozonosé rozmiar zadania rozmiar zadania

Algorytm czasowa przed przyspieszeniem PO przyspieszeniu

Ay n 51 10s;

Ay nlogn So okoto 10s2 dla duzych sq

A3 n2 S3 3.1683

A4 n3 S4 2.1584

A5 2n S5 S5 + 3.3

Rys. 1.2. Skutek dziesigciokrotnego przyspieszenia

nania, mozna przez zastapienie algorytmu A, algorytmem As rozwiazaé¢ zadanie
szesciokrotnie wieksze, a przez zastapienie algorytmu A, algorytmem A, zada-
nie 125 razy wigksze. Wyniki te sa znacznie bardziej przekonujace niz dwukrotna
poprawa osiagnieta przez dziesieciokrotny wzrost szybkosci. Jezeli za podstawe po-
rownania wezniemy godzine, roznice sa jeszcze bardziej istotne. Wnioskujemy, ze
asymptotyczna ztozonosé algorytmu jest wazna miara jakosci algorytmu, miara,
ktora stanie si¢ jeszcze wazniejsza w przyszlosci, gdy szybkosé obliczen wzrosnie.

Mimo uwagi, ktora poswiecamy temu, jak rosnie rzad wielkosci, powinnismy zdawac
sobie sprawe, ze algorytm o gwaltownym tempie wzrostu moze mie¢ mniejsza stala
proporcjonalnosci niz algorytm o nizszym. W takim przypadku szybko rosnacy
algorytm moze by¢ lepszy dla malych zadan, a moze nawet dla wszystkich zadan,
ktore maja rozmiar, jaki nas interesuje. Przypusémy na przyktad, ze ztozonosciami
czasowymi algorytméw Ay, A, Az, Ay i As sa 1000n, 100nlogn, 10n2, n3 i 27,
Wtedy As bedzie najlepszy dla zadan o rozmiarze 2 < n <9, Az dla 10 < n < 58,
Ay dla 59 < n < 1024, a A; dla zadan o rozmiarze wigkszym niz 1024.

Nim w rozwazaniu algorytméw i ich ztozonosci pdjdziemy dalej, musimy opisaé
model maszyny liczacej, ktéra je wykonuje i okresli¢, co rozumiemy przez krok
w obliczeniach. Niestety nie istnieje model obliczen, ktéry pasowalby do wszyst-
kich sytuacji. Jedna z gtownych trudnosci jest dtugos¢ stéw maszynowych. Jezeli
na przyktad zatozy sie, ze w stowie maszynowym mozna umiesci¢ liczbe calkowita
dowolnej wielkosci, cale zadanie mozna zakodowaé¢ w postaci jednej liczby catkowi-
tej w jednym stowie. Jezeli zalozy sie, ze stowo maszynowe jest skoniczone, trzeba
rozwazy¢ trudnosé zapamietania dowolnie duzych liczb i inne problemy pomija-
ne, gdy zadania majg umiarkowany rozmiar. Dla problemu musimy wybraé¢ model,
ktéry bedzie odzwierciedlaé czas obliczen w rzeczywistym komputerze.

W nastepnych punktach tego rozdzialu oméwimy kilka podstawowych modeli ma-
szyn liczacych, przede wszystkim maszyne o dostepie swobodnym, maszyne o do-
stepie swobodnym z zapamigtanym programem i maszyne Turinga. Te trzy modele
sg rownowazne pod wzgledem mocy obliczeniowej, lecz nie szybkosci.
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Formalne modele obliczen wziely sie gléwnie z pragnienia, by wydoby¢ na jaw
istotng trudnosé obliczeniowa réznych probleméw. Chcemy podaé dowody dolnych
ograniczen czasu obliczen. Aby wykazaé, ze nie istnieje algorytm, ktéry wykonuje
dane zadanie w czasie krétszym niz pewien czas, potrzebujemy Scistej i w wie-
lu punktach bardzo sztywnej definicji tego, czym jest algorytm. Przyklad takiej
definicji stanowia maszyny Turinga (p. 1.6.).

W opisach i objasnieniach algorytmoéw przyda sie nam zapis prostszy i bardziej
jasny niz program dla maszyny o dostepie swobodnym, maszyna z zapamigtanym
programem, czy maszyna Turinga. Z tego powodu wprowadzimy jezyk wysokiego
poziomu, zwany Pidgin ALGOL. W calej ksiazce opisujemy algorytmy w tym je-
zyku. Ale zeby rozumieé ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu opisanego przez Pidgin
ALGOL, musimy pokazaé, jak Pidgin ALGOL zalezy od modeli bardziej formal-
nych. Zrobimy to w ostatnim punkcie tego rozdziatu.

1.2. Maszyny o dostepie swobodnym

Maszyna (RAM, od random access machine) jest modelem komputera o jednym
akumulatorze i instrukcjach, ktérym nie wolno sie modyfikowac.

Maszyna RAM sklada sie z tasmy wejsciowej tylko do czytania, tasmy wyjsciowej
tylko do pisania, programu oraz pamieci (rys. 1.3). Tasma wejéciowa jest ciagiem
klatek, z ktérych kazda zawiera liczbe catkowita (byé moze ujemna). Ilekroé z ta-
Smy wejsciowej czytany jest symbol, glowica tasmy wejSciowej przesuwa sie o jedna
klatke w prawo. Wyjsciem jest tasma tylko do pisania, podzielona na klatki, ktore
poczatkowo sa puste. Gdy wykonywana jest instrukcja pisania, w klatce znajdujacej
sig na tasmie wyjsciowej pod glowica tasmy wyjsciowej drukowana jest liczba catko-
wita i glowica tasmy wyjsciowej przesuwana jest na prawo. Gdy symbol wyjsciowy
zostanie zapisany, nie mozna go zmienic.

Pamieé sktada sie z ciagu rejestrow rg,r1,...,74,..., 2z ktérych kazdy moze prze-
chowywac liczbe catkowita dowolnej wielkosci. Na liczbe rejestréw, ktore moga by¢
uzyte, nie nakladamy zadnego ograniczenia gérnego. Abstrakcja tego rodzaju jest
poprawna, w przypadkach gdy:

1. rozmiar zadania jest na tyle maly, ze miesci sie ono w pamieci komputera,
oraz

2. liczby caltkowite, uzyte do obliczen, sa na tyle male, ze mieszcza si¢ w poje-
dynczych stowach maszynowych.

Program dla maszyny RAM nie jest przechowywany w pamieci. A wiec zakladamy,
ze program ten nie modyfikuje sam siebie. Program jest jedynie ciagiem instrukcji
z (nieobowiazkowymi) etykietami. Sciste okreélenie instrukeji uzywanych w pro-
gramie nie jest zbyt wazne, dopéki sa podobne do instrukeji spotykanych w rze-
czywistych komputerach. Zakladamy instrukcje arytmetyczne, instrukcje wejécia-
wyjécia, instrukcje adresowania posredniego (przykladowo w indeksowaniu do ta-
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Tasma wejsciow:
X, X, X, asma wejsciowa
do odczytu
A
I |_ I
I I
I I
| r Akumulator |
I Licznik |
| I s Program r |
lokalizacji
I I
r
I 2 |
I r, I
I I
I I
I I
I Pamig¢ I
I I
\/
Y Y,
Tasma wyjSciowa
do zapisu

Rys. 1.3. Maszyna o dostepie swobodnym

blic) i instrukcje rozgatezienia (branching).? Wszelkie obliczenia wykonywane sa
w rejestrze rg, zwanym akumulatorem, ktéry, jak wszystkie pozostale rejestry pa-
mieci, moze pomiesci¢ dowolna liczbe catkowita. Przyklad zbioru instrukeji dla
maszyny RAM przedstawia rysunek 1.4. Kazda instrukcja sklada sie z dwéch cze-
$ci — kodu operacyi i adresu.

W zasadzie mozemy uzupelni¢ ten zbiér o dowolne inne, znane z rzeczywistych
komputeréw instrukcje, takie jak operacje logiczne czy operacje na znakach, nie
zmieniajac przy tym rzedu zlozonosci zadan. Czytelnik wedle swego uznania mo-
ze uwazacé zbior instrukcji za uzupelniony w ten sposob. Operandum moze mieé
postac:

1. =i, co oznacza samag liczbe calkowity i,

2. nieujemne]j liczby calkowitej ¢, co oznacza zawartosc¢ rejestru i,

3. *i, co oznacza adresowanie posrednie. A mianowicie, operandum jest zawar-
toscia rejestru j, gdzie j jest liczba catkowita, ktéra znajduje sie w rejestrze
1. Jezeli j < 0, to maszyna ulega zatrzymaniu.

20précz instrukeji warunkowych (Jump on Greater than Zero, Jump on Zero, jak czytam JGTZ
i JZERO), repertuar zawiera JUMP; por. rys. 1.5 (str. 17) — przyp. tlum.
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Kod operacji Adres
1. LOAD operandum
2. STORE operandum
3. ADD operandum
4. SUB operandum
5. MULT operandum
6. DIV operandum
7. READ operandum
8. WRITE operandum
9. JUMP etykieta
10. JGTZ etykieta
11. JZERO etykieta
12.  HALT

Rys. 1.4. Tablica instrukcji RAM

Instrukcje te powinny by¢ dobrze znane kazdemu, kto programowal asembler. Moze-
my teraz zdefiniowaé sens programu P za pomoca dwédch wielko$ci: przeksztalcenia
¢ okreslonego na zbiorze nieujemnych liczb catkowitych o wartosciach w zbiorze
liczb catkowitych i ,licznika lokalizacji”, ktory ustala nastepna instrukcje do wy-
konania. Funkcja ¢ jest mapg pamieci; c(i) jest to liczba calkowita umieszczona
w rejestrze ¢ (zawarto$é rejestru i).

Poczatkowo ¢(i) = 0 dla kazdego i > 0, licznik lokalizacji jest nastawiony na pierw-
sza instrukcje P, a tadma wyjSciowa jest pusta. Po wykonaniu k-tej instrukcji P
licznik lokalizacji jest automatycznie nastawiany na k+ 1 (tj. na nastepna instruk-
cje), chyba ze k-ta instrukcja jest JUMP, HALT, JGTZ lub JZERO.

Aby okreslié sens instrukeji, definiujemy v(a), warto$é operandum a nastepujaco:

Tabela na rysuku 1.5 definiuje sens kazdej instrukcji z rysunku 1.4. Instrukcje nie-
zdefiniowane, takie jak STORE =14, mozna uwazac za réwnowazne HALT. Podobnie
zatrzymuje maszyne dzielenie przez zero.

Podczas wykonywania kazdej z pierwszych osmiu instrukcji licznik lokalizacji jest
zwigkszany o 1. Instrukcje sa wykonywane w porzadku, w ktérym wystepuja w pro-
gramie, az do napotkania instrukcji JUMP, HALT, JGTZ przy zawarto$ci akumu-
latora wiekszej od zera, lub JZERO, przy zawartos$ci akumulatora rownej zero.

Ogodlnie program RAM definiuje przeksztalcenie taém wejsciowych w tasmy wyj-
Sciowe. Skoro nie dla wszystkich tasm wejSciowych program moze si¢ zatrzymac,
przeksztalcenie jest cze$ciowe (czyli moze byé nieokre$lone dla pewnych danych
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Instrukcja Sens
1. LOADa c(0) « v(a)
2. STORE < (i) < ¢(0)
STORE i c(e(i)) « ¢(0)
3. ADDa ¢(0) «— ¢(0) + v(a)
4. SUBa ¢(0) «— ¢(0) —v(a)
5. MULT a ¢(0) < ¢(0) x v(a)
6. DIVa c(0) « [ c(0)/v(a) | (3)
7. READi ¢(7) < biezacy symbol na wejsciu.
READ xi ¢(c(2)) < biezacy symbol na wejsciu. Glowica tasmy wejsécio-
wej przesuwa si¢ o jedna klatke w prawo w obu przypadkach.
8. WRITE a v(a) jest drukowane w klatce, kt6ra na tasmie wyjsciowej jest
obecnie pod glowica. Nastepnie glowica tasmy wyjsciowej
przesuwana jest o jedna klatke w prawo.
9. JUMP b Licznik lokalizacji jest nastawiany na instrukcje z etykieta b.
10. JGTZb Licznik lokalizacji jest nastawiany na instrukcje z etykieta

b, jezeli ¢(0) > 0; w przeciwnym razie licznik lokalizacji jest
nastawiany na nastepna instrukcje.

11. JZERO b Licznik lokalizacji jest nastawiany na instrukcje z etykieta
b, jezeli ¢(0) = 0; w przeciwnym razie licznik lokalizacji jest
nastawiany na nastepna instrukcje.

12. HALT Wykonanie ustaje.

3w tej ksiazce [z ] (ceiling z) oznacza najmniejsza liczbe calkowita, wigksza lub réwna z, zas
Lz | (floor lub czesé calkowita =) oznacza najwigksza liczbe catkowita, mniejszg lub réwng .

Rys. 1.5. Sens instrukcji RAM. Operandum a jest tu =4, 4, lub i

wejsciowych). Przeksztalcenie to mozna interpretowaé na rézne sposoby. Dwiema
istotnymi interpretacjami sg funkcja, badz jezyk.

Przypuséémy, ze program P zawsze czyta n liczb calkowitych z tasmy wejsciowej
i pisze co najwyzej jedna liczbe catkowita na tasmie wyjsciowej. Jezeli z1, 2, ..., Ty
sg liczbami calkowitymi w pierwszych n klatkach tasmy wejsciowej a P zapisuje y
w pierwszej klatce tasmy wyjsciowej i zatrzymuje sig, to méwimy, ze P oblicza funk-
cje f(x1,x2,...,2,) = y. Latwo udowodnié, ze RAM, jak kazdy inny realistyczny
model komputera, oblicza jedynie funkcje cze$ciowo rekurencyjne. Otz dla kazdej
czesciowo rekurencyjnej funkeji f mozemy zdefiniowaé program RAM, ktéry obli-
cza f, i dla kazdego programu RAM, réwnowazna funkcje czesciowo rekurencyjna
(patrz Davis [1958] lub Rogers [1967] odnosnie funkeji rekurencyjnych).

Program RAM mozna interpretowaé takze jako akceptor jezyka. Alfabetem jest
skonczony zbiér symboli, a jezykiem zbiér napiséw nad pewnym alfabetem. Sym-
bole alfabetu moga by¢ reprezentowane przez liczby catkowite 1,2, ..., k dla pewne-
go k. Maszyna RAM moze akceptowaé jezyk w nastepujacy sposéb. Umieszczamy
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begin
read r1;
if r1 < 0 then write 0
else
begin
r2 «— rl;
r3d «— rl — 1;
while r3 > 0 do
begin
r2 «— r2 x rl;
r3 «— r3 — 1
end;
write 72
end
end

Rys. 1.6. Program dla n"™ w Pidgin ALGOLu

napis wejéciowy s = ajaz - - - a,, na tasmie wejdciowej: symbol a1 w pierwszej klat-
ce, symbol ag w drugiej, itd. Symbol 0, ktérego uzyjemy jako znacznika korica,
umieszczamy w klatce (n + 1), by oznaczy¢ koniec napisu wejSciowego.

Napis wejéciowy s jest akceptowany przez program P maszyny RAM, jezeli P czyta
caly napis s i znacznik konca, pisze 1 w pierwszej klatce tasmy wyjsciowej i zatrzy-
muje sie. Jezyk akceptowany przez P jest zbiorem akceptowanych napisow wejscio-
wych. Dla napiséw wejsciowych, ktore nie naleza do jezyka akceptowanego przez
P, P moze drukowa¢ na tasmie wyjsciowej symbol inny niz 1 i zatrzymywaé sie
albo nawet nie zatrzymywad sie. Latwo udowodnié, ze jezyk jest akceptowany przez
program RAM wtedy i tylko wtedy, gdy jest rekurencyjnie przeliczalny. Jezyk jest
akceptowany przez zatrzymujaca sie dla wszystkich danych maszyne RAM wtedy
i tylko wtedy, gdy jest jezykiem rekurencyjnym (odnosnie jezykéw rekurencyjnych
i rekurencyjnie przeliczalnych, patrz Hopcroft i Ullman [1969]).

Rozwazmy dwa przyklady programéw RAM. Pierwszy definiuje funkcje, drugi ak-
ceptuje jezyk.

Przyklad 1.1. Rozwazmy funkcje f(n) dang wzorem:

n™, gdy liczba catkowita n > 1,
fn) = . :
0 W przeciwnym razie.
Napisany w jezyku Pidgin ALGOL program, ktéry oblicza f(n) mnozac n samo
przez siebie (n — 1) razy, podaje rys. 1.6.* Odpowiedni program RAM to rys. 1.7.

Zmienne 71,79 1 r3 leza w rejestrach 1, 2 i 3. Nie robimy pewnych oczywistych
usprawnien, wiec odpowiednio$¢ miedzy rysunkami 1.6 i 1.7 bedzie jasna. (Il

4Patrz punkt 1.8. w sprawie opisu jezyka Pidgin ALGOL.
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Odpowiednie
Program RAM instrukcje Pidgin ALGOLu
READ 1 read r1
LOAD 1
JGTZ pos } if r1 <0 then write 0
WRITE
JUMP endlf
pos: LOAD 1
STORE 2 } r2—rl
LOAD
SUB } r3«—rl —1
STORE
while: LOAD
JGTZ contlnue } while 73 > 0 do
JUMP endwhile
continue: LOAD 2
MULT 1 } r2 «—1r2x%xrl
STORE 2
LOAD 3
SUB } r3«—r3 —1
STORE
JUMP whlle
endwhile: WRITE 2 write r2
endif: HALT
Rys. 1.7. Program RAM dla n"
begin
d «— 0
read z;
while z # 0 do
begin
ifx # 1lthend «— d — lelsed «— d + 1;
read x
end;
if d = 0 then write 1
end

Rys. 1.8. Rozpoznawanie napiséw z réwng liczba jedynek i dwdjek

Przykltad 1.2. Rozwazmy program RAM, ktory akceptuje ztozony ze wszystkich
napiséw o tej samej liczbie jedynek i dwijek jezyk nad alfabetem wejSciowym {1, 2}.
Program ten wczytuje kazdy symbol wejSciowy do rejestru 1, a w rejestrze 2 utrzy-
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Odpowiednie
Program RAM instrukcje Pidgin ALGOLu
LOAD =0
STORE 2 } d=0
READ 1 read z
while: LOAD 1 .
JZERO endwhile} while z 70 do
LOAD 1
SUB =1 } ifx#1
JZERO one
LOAD 2
SUB = } thend —d—1
STORE 2
JUMP endif
one: LOAD 2
ADD = } elsed—d+1
STORE 2
endif: READ 1 read x
JUMP while
endwhile: LOAD 2
JH?LI?FO output } if d = 0 then write 1
output: WRITE =1
HALT

Rys. 1.9. Program RAM odpowiadajacy algorytmowi z rysunku 1.8

muje réznice d pomiedzy liczba jedynek i dwdjek widzianych dotychczas. Po na-
potkaniu znacznika konca 0 sprawdza, czy réznica d jest rowna zero i jezeli tak
jest, drukuje 1 i zatrzymuje sie. Zakladamy, ze 0, 1 i 2 sa wszystkimi mozliwymi
symbolami wejéciowymi.

Program z rysunku 1.8 zawiera istotne szczegdly tego algorytmu. Réwnowazny
program RAM podaje rys. 1.9; = lezy w rejestrze 1, a d w rejestrze 2. ([l

1.3. Ztozonosé obliczeniowa programéow RAM

Dwie wazne miary algorytmu to jego zlozonosé czasowa i pamieciowa w funkcji roz-
miaru danych. Jezeli za ztozono$¢, dla pewnego rozmiaru danch, wziaé ztozonosé
maksymalna dla wszystkich danych tego rozmiaru, to ztozonosé te nazywa sie zlo-
zZonosciq najgorszego przypadku. Jezeli za zlozono$¢ wziaé ,Srednia” zlozonosé dla
wszystkich danych pewnego rozmiaru, te zlozonosé nazywana sie zfoZonoscig ocze-
kiwang. Ztozonos$é oczekiwana algorytmu jest zwykle trudniejsza do oszacowania
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niz zlozono$é najgorszego przypadku. Konieczne jest jakies zalozenie o rozktadzie
danych, a zalozenia zgodne z rzeczywistodcia na ogél nie sa latwe (tractable) ma-
tematycznie. Polozymy nacisk na ztozono$¢ najgorszego przypadku, poniewaz jest
tatwiejsza do potraktowania i ma uniwersalne zastosowanie. Jednakze nalezy pa-
mietaé, ze algorytm o najlepszej ztozonosci najgorszego przypadku niekoniecznie
musi mie¢ najlepsza zlozonos¢ oczekiwana.

Zlozonosé czasowa najgorszego przypadku (badZ po prostu zloZonosé czasowa) pro-
gramu RAM jest funkcja f(n), ktora dla wszystkich danych rozmiaru n jest maksi-
mum sumy opisujacej ,czas” zuzywany przez kazda wykonywana instrukcje. Ocze-
kiwana zloZonosé czasowa jest Srednia dla wszystkich danych rozmiaru n tej samej
sumy. Odnosnie pamieci definiujemy podobne terminy, gdy za ,«czas» zuzywa-
ny przez kazda wykonywana instrukcje” podstawiamy ,,«pamieé» zuzywana przez
kazdy wykorzystywany rejestr”.

Aby $cisle okredli¢ ztozonosé czasowa i pamieciowa, musimy okresli¢ czas wymagany
dla wykonania kazdej instrukcji RAM i pamigé zajmowana przez kazdy rejestr.
Rozwazymy dwa takie kryteria kosztu dla programéw RAM. Wedtug kryterium
kosztu zuniformizowanego kazda instrukcja RAM wymaga jednej jednostki czasu,
a kazdy rejestr, jednej jednostki pamieci. O ile nie zaznaczymy inaczej, ztozonosé
programu RAM bedzie mierzona wedhug kryterium kosztu zuniformizowanego.

Druga definicja, niejednokro¢ bardziej realistyczna, uwzglednia skonczona dlugosé
rzeczywistego stowa pamieciowego i nazywana jest kryterium kosztu logarytmicz-
nego. Niech [(i) bedzie nastepujaca funkcjg logarytmiczng dla liczb catkowitych:

l(i):{ilogijﬁ—l, zfg

Tabela na rysunku 1.10 przedstawia koszt logarytmiczny ¢(a) dla trzech mozli-
wych postaci operandum a. Rysunek 1.11 przedstawia czas wymagany przez kazda
z instrukcji.

W tym koszcie uwzgledniony jest fakt, ze reprezentacja liczby calkowitej n w reje-
strze wymaga | logn | +1 bitéw. Rejestry, jak pamietamy, moga zawieraé¢ dowolnie
duze liczby catkowite.

Kryterium kosztu logarytmicznego opiera si¢ na grubym zaltozeniu, ze koszt wyko-
nania instrukcji jest proporcjonalny do dtugosci operandéw tych instrukcji. Roz-
wazmy na przyklad koszt instrukcji ADD #i. Po pierwsze musimy ustali¢ koszt

Operandum a Koszt t(a)
=1 1)
i 1) + U(c(d))
7 1)+ 1(c(3) + Ue(c(d))

Rys. 1.10. Logarytmiczny koszt operandum
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Instrukcja Koszt
1. LOADa t(a)
2. STORE i 1(c(0)) + 1(4)
STORE #i 1(c(0)) +1(z) + U(c(2))
3. ADDa 1(c(0)) + t(a)
4. SUBa 1(c(0)) + t(a)
5. MULT a 1(c(0)) + t(a)
6. DIVa 1(c(0)) + t(a)
7. READ; l(input) + ()
READ i I(input) 4 1(2) + I(c(2))
8. WRITE a t(a)
9. JUMPbb 1
10. JGTZb (c(0))
11. JZERO b 1(c(0))
12. HALT 1

Rys. 1.11. Logarytmiczny koszt instrukcji RAM,
gdzie t(a) jest kosztem operandum a, za$ b ozna-
cza etykiete

dekodowania operandum reprezentowanego przez adres. Aby rozpoznaé liczbe cal-
kowita 4, trzeba czasu [(i). Nastepnie, aby odczytaé ¢(i), zawarto$é rejestru 4, oraz
odszukaé rejestr ¢(i) potrzeba czasu (c(4)). Wreszcie, czytanie zawartosci rejestru
(i) kosztuje I(c(e(i))). Skoro instrukeja ADD *i dodaje liczbe calkowita c(c(i))
do ¢(0), liczby catkowitej w akumulatorze, widzimy, ze realistycznym kosztem, jaki
nalezy przypisaé instrukcji ADD x4, jest I(c(0)) + 1(¢) + 1(c(2)) + l(c(e(2))).

Logarytmiczng ztozonosé pamieciowq programu RAM definiujemy jako sume I(z;)
po wszystkich rejestrach z akumulatorem wtacznie, gdzie x; jest liczba catkowita
o najwiekszej wielko$ci, umieszczona w rejestrze ¢ w dowolnej chwili obliczen.

Jest rzecza jasna, ze dany program moze mie¢ catkowicie rézne zlozonoéci czaso-
we zaleznie od tego, czy uzyje si¢ kosztu zuniformizowanego, czy logarytmicznego.
Jezeli zalozenie, ze kazda liczbe napotkana w czasie obliczen mozna umiesci¢ w jed-
nym stowie maszynowym, jest realistyczne, to wlasciwa jest funkcja kosztu zuni-
formizowanego. W przeciwnym razie dla realistycznej analizy zlozonosci bardziej
wlasciwy moze by¢ koszt logarytmiczny.

Obliczmy zlozono$¢ czasowa i pamieciowa programu RAM, ktéry wylicza wartosci
n™ w przyktadzie 1.1. Ztozono$¢ czasowa tego programu jest zdominowana przez
petle z instrukcja MULT. Za i-tym razem, gdy wykonywana jest istrukcja MULT,
akumulator zawiera n', a rejestr 2 zawiera n. Wszystkich wykonywanych instrukcji
MULT jest n — 1. Zgodnie z kryterium kosztu zuniformizowanego kazda z instruk-
cji MULT kosztuje jedna jednostke czasu, stad na wykonanie wszystkich instrukeji
MULT zuzywany jest czas O(n). Zgodnie z kryterium kosztu logarytmicznego kosz-
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tem wykonania i-tej instrukcji MULT jest I(n®) + I(n) ~ (i + 1) logn i wobec tego
kosztem wszystkich instrukcji MULT jest:

1
(i +1)logn,

n

©
Il
-

ktory jest O(n?logn).

Zlozono$¢ pamieciowsa dyktuja liczby calkowite, umieszczone w rejestrach od 0
do 3. Zgodnie z kosztem zuniformizowanym zlozono$¢ pamigciowa jest po prostu
O(1). Zgodnie z kosztem logarytmicznym zlozono$é pamieciowa jest O(nlogn),
gdyz najwieksza liczbg catkowita umieszczong w dowolnym z rejestréow jest n”,
a l(n™) ~ nlogn. Wobec tego dla programu z przykladu 1.1 mamy nastepujace
zlozonosci:

Koszt Koszt
zuniformizowany | logarytmiczny
Zlozonosé czasowa O(n) O(n?logn)
Zlozonos¢ pamieciowa o(1) O(nlogn)

Koszt zuniformizowany jest dla tego programu realistyczny tylko wtedy, gdy poje-
dyncze stowo maszynowe moze pomiesci¢ liczbe catkowita tak duza, jak n™. Jezeli
liczba n™ jest wigksza od tego, co mozna pomiesci¢ w jednym stowie maszynowym,
to nawet logarytmiczna ztozonosé czasowa jest nieco nierealistyczna, gdyz zakta-
da, ze dwie liczby calkowite, ¢ oraz j, moga by¢ pomnozone przez siebie w czasie
O(l(4)) +1(4)), a nie wiadomo dotychczas, czy tak jest.

Dla programu RAM z przykladu 1.2, przy zalozeniu, ze n jest dlugo$cia napisu
wejsciowego, zlozonosci czasowe i pamigciowe sa nastepujace:

Koszt Koszt
zuniformizowany | logarytmiczny
Zlozonosé czasowa O(n) O(nlogn)
Ztozonosé pamieciowa O(1) O(logn)

Jezeli n jest wieksze od tego, co mozna pomiesci¢ w jednym stowie maszynowym,
to koszt logarytmiczny dla tego programu jest doéc realistyczny.

1.4. Model z zapamietanym programem

Poniewaz program RAM nie jest przechowywany w pamieci maszyny, nie moze
modyfikowaé sam siebie. Teraz rozwazymy inny model komputera, tzw. maszyne
o dostepie swobodnym z zapamietanym programem (RASP, od random access stored
program), ktéra jest podobna do maszyny RAM z tym, Ze program jest w pamieci
i moze modyfikowac sam siebie.
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Instrukcja  Kodowanie Instrukcja Kodowanie
LOAD i 1 DIV i 10
LOAD =i 2 DIV =1 11
STORE i 3 READ i 12
ADD i 4 WRITE i 13
ADD =3 5 WRITE =: 14
SUB i 6 JUMP i 15
SUB =i 7 JGTZ i 16
MULT i 8 JZERO i 17
MULT =i 9 HALT 18

Rys. 1.12. Kody dla instrukcji RASP

Zbiér instrukcji RASP jest identyczny ze zbiorem instrukcji RAM précz tego, ze
adresowanie posrednie nie jest dozwolone, gdyz nie jest potrzebne. Jak zobaczymy,
RASP moze symulowaé adresowanie posrednie przez modyfikacje instrukeji w czasie
wykonania programu.

Ogdlna struktura maszyny RASP jest takze podobna do struktury RAM, ale za-
klada sie, ze program RASP lezy w rejestrach pamieci. Kazda instrukcja RASP
zajmuje dwa kolejne rejestry. Pierwszy z nich zawiera kod operacji; drugi — ad-
res. Jezeli adres jest w postaci =+, to pierwszy rejestr bedzie kodowac takze fakt,
ze operandum jest literatem, a drugi rejestr bedzie zawieraé i. Do kodowania in-
strukcji stuza liczby catkowite. Rysunek 1.12 pokazuje jeden z mozliwych sposobéw
kodowania. Na przyktad instrukcja LOAD=32 zostanie zapamigtana za pomoca 2
w jednym rejestrze i 32 w nastepnym.

Podobnie jak w przypadku RAM, stan RASP moze by¢é reprezentowany przez:

1. mape pamieci ¢, gdzie ¢(i) dla @ > 0 jest zawartoscia rejestru 4, oraz
2. licznik lokalizacji, wskazujacy na pierwszy z dwoch kolejnych rejestrow pa-
mieci, z ktérych ma byé pobrana biezaca instrukcja.

Licznik lokalizacji jest nastawiony poczatkowo na pewien zadany rejestr. Poczat-
kowa zawarto$é¢ rejestréw pamieci to z reguty nie wszedzie 0, gdyz na poczatku do
pamieci pobierany jest program. Na poczatku jednak wszystkie procz skoniczonej
liczby rejestréw pamieci i akumulator muszag zawiera¢ 0 Po wykonaniu kazdej in-
strukcji licznik lokalizacji jest zwiekszany o 2, z wyjatkiem przypadkéw JUMP 4,
JGTZ i (gdy akumulator jest dodatni), lub JZERO ¢ (gdy akumulator zawiera 0),
w ktorych licznik lokalizacji jest nastawiany na ¢. Skutek kazdej z instrukcji jest
taki sam jak odpowiedniej instrukcji RAM.

Zlozonosé czasowq programu RASP mozna zdefiniowaé bardzo podobnie, jak ztozo-
nos¢ czasowa programu RAM. Mozemy uzy¢ badz kryterium kosztu zuniformizowa-
nego, badz logarytmicznego. Kosztem w tym ostatnim przypadku musimy jednak
obciazy¢ nie tylko operandum, lecz takze dostep do samej instrukeji. Kosztem tego



1.4. Model z zapamietanym programem 25

dostepu jest I(LC), gdzie LC oznacza zawarto$¢ licznika lokalizacji. Na przyklad
kosztem wykonania instrukcji ADD =i, umieszczonej w rejestrach j oraz j+1, jest
1(5) + 1(c(0)) + 1(i)°. Kosztem instrukcji ADD i, umieszczonej w rejestrach j oraz
3+ 1, jest 1(7) +1(c(0) + 1(2) + U(c(i)).-

Ciekawe jest pytanie, co r6zni ztozonoéé programu RAM i odpowiedniego programu
RASP. Odpowiedz nie jest zaskakujaca. Dowolne przeksztalcenie wejécia na wyjscie,
ktére moze byé wykonane w czasie T'(n) przez jeden model, moze byé¢ wykonane
przez drugi w czasie kT (n) dla pewnej stalej k, bez wzgledu na to, czy wezmie sie
koszt zuniformizowany, czy logarytmiczny. Podobnie pamie¢ wykorzystywana przez
te modele rézni si¢ tylko o staly czynnik przy obu miarach kosztu.

Dwa twierdzenia wyrazaja te zaleznosci w sposéb formalny. Obydwu dowodzi sie,
pokazujac algorytmy, na mocy ktérych RAM moze symulowa¢ RASP i odwrotnie.

Twierdzenie 1.1. Jezeli koszt instrukcji jest zuniformizowany lub logaryt-
miczny, to istnieje taka stala k, ze dla kazdego programu RAM o zlozono-
Sci czasowej T'(n) istnieje réwnowazny program RASP o zlozonosci czasowej
kT (n).

Dowdd. Pokazujemy, jak symulowaé program RAM P przez program RASP. Re-
jestr 1 RASP bedzie stuzyé¢ do tymczasowego przechowywania zawartosci akumu-
latora RAM. Z programu P skonstruujemy program RASP Pg, ktory bedzie zaj-
mowac nastepne r — 1 rejestréw RASP. Stala r jest zdeterminowana przez program
RAM P. Zawartoéc¢ rejestru @ RAM, i > 1, bedzie przechowywana w rejestrze r + 14
RASP, wiec w programie RASP wszystkie odniesienia do pamieci maja adresy o r
wieksze od odpowiednich odniesien w programie RAM.

Kazda instrukcja RAM w P, niewymagajaca adresowania posredniego, jest kodowa-
na bezposrednio w postaci identycznej instrukcji RASP (z odpowiednio zwiekszo-
nymi adresami odniesiefi do pamieci). Kazda instrukcja RAM w P, wymagajajaca
adresowania posredniego, jest przeksztalcana w sekwencje szesciu instrukcji RASP,
ktéra symuluje adresowanie posrednie przez modyfikacje instrukcji.

Aby objasni¢ symulacje adresowania posredniego powinien wystarczy¢ przyklad.
By symulowaé instrukcje RAM SUB xi, gdzie ¢ jest liczba calkowita dodatnia,
tworzymy sekwencje instrukcji RASP, ktéra:

1. umieszcza tymczasowo zawartosé akumulatora w rejestrze 1,

2. pobiera zawarto$é rejestru r+i do akumulatora (rejestr r+i RASP odpowiada
rejestrowi ¢ RAM),

dodaje r do akumulatora,

umieszcza liczbe obliczona w kroku 3. w polu adresu instrukcji SUB,
przywraca zawarto$¢ akumulatora z tymczasowego rejestru 1, i wreszcie
uzywa instrukcji SUB stworzonej w kroku 4., by wykonaé¢ odejmowanie.

S Gl

5Mozna by doliczyé koszt czytania rejestru j + 1, ale ten koszt nie moze réznié si¢ bardzo od
1(j). W tym rozdziale mamy na uwadze nie czynniki stale, lecz raczej szybko§é wzrostu funkcji.
Zatem I(j) + 1(5 + 1) jest ,w przyblizeniu” I(j) z dokladnoscia co najwyzej do czynnika 3.
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Rejestr Zawarto$é Sens

100 3

101 1} STORE 1

102 1 ,

103 ot z} LOAD r+1

104 5

105 r} ADD =r

106 3

107 111} STORE 111

108 1

109 1} LOAD 1

ﬂ(l) _6} SUB b gdzie b jest zawartoscia

rejestru ¢ RAM
Rys. 1.13. Symulacja SUB %i przez RASP
Rejestr RASP Instrukcja Koszt
j STORE 1 1(7) +1(1) + 1(c(0))
Jj+2 LOAD r+1 I(G+2)+10r+14)+1(c(@))
Jj+4 ADD =r 1(G+4)+ (@) +1(r)
Jj+6 STORE j+11 W(j4+6)+1(7+11)+1(c(i) +7)
Jj+8 LOAD 1 1(7+8)+1(1) +1(c(0))
j—+10 SUB - 1(7+10) + I(c(i) + 1) + 1(c(0))
+1(c(c(@))

Rys. 1.14. Koszt instrukcji RASP

Na przyklad, stosujac kodowanie instrukcji RASP podane na rysunku 1.12, i za-
ktadajac, ze sekwencja instrukcji RASP zaczyna sie w rejestrze 100, mozemy sy-
mulowaé SUB *i za pomoca sekwencji pokazanej na rysunku 1.13. Przesuniecie r
mozna okresli¢, gdy znana jest liczba instrukcji w programie RASP Ps.

Stwierdzamy, ze kazda instrukcja RAM wymaga co najwyzej szesciu instrukcji
RASP, zatem wedlug kryterium kosztu zuniformizowanego zlozono$cia czasowa
programu RASP jest co najwyzej 67 (n). (Zauwazmy, ze miara ta jest niezalez-
na od sposobu, w jaki okresla sie ,wielko$¢” danych.)

Wedlug kryterium kosztu logarytmicznego stwierdzamy, ze kazda instrukcja RAM
I nalezaca do P jest symulowana przez sekwencje S jednej lub szesciu instrukcji
RASP w Pg. Mozemy pokazaé, iz istnieje taka stala k zalezna od P, ze koszt
instrukcji nalezacych do S jest nie wiekszy niz k razy koszt instrukcji 1.

Na przyktad instrukcja RAM SUB *i ma koszt:

M =1(c(0)) + 1(2) + U(c(i)) 4+ 1(c(c(2)))-
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Sekwencja S, ktéra symuluje te instrukcje RAM, jest pokazana na rysunku 1.14.
¢(0), ¢(7), oraz ¢(c(i)) na rysunku 1.14 odnosza sie do zawartodci rejestréw RAM.
Poniewaz Pg zajmuje rejestry RASP od 2 do r, mamy j < r—11. Ponadto I(z+y) <
I(z) + l(y), wiec koszt S jest na pewno mniejszy niz:

21(1) + 4M + 111(r) < (6 + 111(r)) M.

Wobec tego wnioskujemy, ze istnieje stala k = 6 4+ 11I(r) taka, ze jezeli P ma
ztozonosé czasowa T'(n), to Pg ma zlozonosé czasows co najwyzej kT'(n). O

Twierdzenie 1.2. Jezeli koszt instrukcji jest zuniformizowany lub logaryt-
miczny, to istnieje taka stala k, ze dla kazdego programu RASP o zlozono$ci
czasowej T'(n) istnieje réwnowazny program RAM o zlozonosci czasowej co
najwyzej kT (n).

Dowdd. Program RAM, ktéry skonstruujemy, by symulowaé¢ RASP, bedzie uzywac
adresowania posredniego, zeby dekodowaé¢ i symulowaé instrukcje RASP umiesz-
czone w pamieci RAM. Pewne rejestry RAM beda mieé specjalne przeznaczenie:

rejestr 1 — uzywany w adresowaniu posrednim,
rejestr 2 — licznik lokalizacji RASP,
rejestr 3 — pamie¢ do przechowywania akumulatora RASP.

Rejestr i RASP bedzie umieszczony w rejestrze i +3 RAM dla i > 1.

RAM rozpoczyna prace z programem RASP o skonczonej dlugosci, ktéry jest
umieszczony w pamieci, poczynajac od rejestru 4. Rejestr 2 — licznik lokaliza-
cji, zawiera 4; rejestry 1 1 3 zawieraja 0. Program RAM tworzy petla symulacji,
ktéra zaczyna sie od przeczytania (za pomoca instrukeji RAM LOAD %2) instruk-
cji RASP, dekodowania tej instrukcji i rozgalezienia do jednego z 18 zestawdw
instrukcji, z ktérych kazdy stuzy do obstugi jednego typu instrukcji RASP. W razie
niepoprawnego kodu operacji, RAM, jak i RASP zatrzymaja sie.

Operacje dekodowania i rozgalezienia sa jasne; jako model moze stuzyé¢ przyklad
1.2 (chociaz tam dekodowany symbol byl czytany z wejscia, a tu jest czytany z pa-
mieci). Podamy przyklad instrukcji RAM, ktére symuluja instrukcje 6 RASP, tj.
SUB i. Program ten, pokazany na rysunku 1.15, ulega wywolaniu, gdy ¢(c(2)) = 6,
a wigc gdy licznik lokalizacji wskazuje na rejestr, ktéry zawiera 6, czyli kod SUB.

Pomijamy dalsze szczegdly budowy programu RAM. Jako ¢wiczenie pozostawiamy
dowdd faktu, ze wedtug kryterium kosztu zuniformizowanego lub logarytmicznego,
zlozonosé czasowa programu RAM jest co najwyzej pewna stala w iloczynie ze
ztozonoscia czasowa RASP. ]

Z twierdzen 1.1 i 1.2 wynika, ze gdy chodzi o zlozono$é czasowa (a takze pa-
mieciowa, co pozostawiamy jako éwiczenie) modele RAM i RASP sa réwnowazne
z doktadno$cia do czynnika statego, tj. rzad ich ztozonosci jest ten sam dla tego
samego algorytmu. Sposrdd tych dwoch modeli na ogél wykorzystujemy w ksiazce
model RAM, gdyz jest on nieco prostszy.
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IA%%D _f} Zwieksz licznik lokalizacji o 1, tak aby wskazywatl na rejestr,
STORE 9 ktory zawiera operandum ¢ instrukcji SUB 1.

IAOD%D *g} Pobierz ¢ do akumulatora, dodaj 3, wynik umies¢ w rejestrze
STORE 1 L

LOAD 3 Pobierz zawartosé akumulatora RASP z rejestru 3. Odejmij
SUB x1 zawartosé rejestru i+ 3, wynik umiesé z powrotem w rejestrze
STORE 3 3.

IAOD%D 7? Zwigksz licznik lokalizacji znéow o 1, tak by wskazywal teraz
STORE o 5 na nastepna instrukcje RASP.

JUMP a Powr6é na poczatek petli symulacji (nazwany tutaj ,a”).

Rys. 1.15. Symulacja SUB ¢ przez RAM

1.5. Abstrakcje RAM

W wielu sytuacjach nie sg potrzebne tak skomplikowane modele obliczen jak RAM
i RASP. Wobec tego liczne modele definiuje sie przez abstrakcje pewnych wlasnosci
RAM, zaniedbujac inne. Uzasadnieniem dla takich modeli jest fakt, ze zaniedby-
wane instrukcje stanowia co najwyzej staly utamek kosztu kazdego efektywnego
algorytu, rozwiazujacego problemy, do ktérych model jest stosowany.

i. Program liniowy

Pierwszym rozwazanym przez nas modelem jest liniowy program (stright-line pro-
gram). W wielu problemach wystarczy skupi¢ uwage na klasie programéw RAM,
gdzie instrukcje rozgatezienia sa uzywame tylko do powtarzania jakiej$ sekwencji
instrukcji pewna ilosé razy, proporcjonalng do n — rozmiaru danych. W tym przy-
padku dla kazdego rozmiaru n mozna program ,rozwinaé¢”, powielajac odpowiednia
ilosé razy instrukcje, ktére maja byé powtarzane. Daje to sekwencje liniowych (wol-
nych od petli) i zapewne coraz diuzszych programéw, po jednym dla kazdego n.

Przykltad 1.3. Rozwazmy mnozenie dwoch macierzy wymiaru n x n o elementach
ze zbioru liczb catkowitych. Zwykle mozna oczekiwaé nie bez racji, ze liczba powto-
rzen petli w programie RAM bedzie niezalezna od wielkosci elementéw macierzy.
Warto wiec zatozyé dla uproszczenia, ze dozwolone sa tylko petle z instrukcjami
testu, w ktérych wchodzi w gre wylacznie n, rozmiar zadania. Oczywisty algorytm
mnozenia macierzy zawiera petle, ktore musza by¢ na przyktad wykonane doktad-
nie n razy, gdyz wymaga instrukcji rozgalezienia, ktére poréwnuja indeks z n. O

Dzieki rozwinigeciu programu do postaci liniowej obywamy sie bez instrukcji roz-
galezienia. Uzasadnienie czerpiemy stad, ze w wielu zadaniach nie wiecej niz staty
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utamek kosztu programu RAM jest przeznaczony na instrukcje rozgalezienia, ste-
rujace petlami. Podobnie czesto mozemy zatozyé, ze instrukcje wejécia tworza tylko
staty utamek kosztu programu i wykluczy¢ je, zaktadajac, ze skoniczony zbior wejsé,
wymagany przy pewnym n, znajduje sie w pamieci, gdy program rozpoczyna prace.
Skutki adresowania posredniego mozna oszacowaé przy ustalonym n, o ile rejestry,
stuzace do adresowania posredniego, zawieraja wartosci zalezne tylko od n, a nie
od wartosci zmiennych wejsciowych. Wobec tego zakladamy, ze nasze programy
liniowe sa pozbawione adresowania posredniego.

Ponadto skoro kazdy z programéw liniowych moze zawiera¢ odniesienia tylko do
skonczonej liczby rejestrow pamieci, wygodnie jest nazwac rejestry wykorzystywane
przez program. Rejestry podlegaja wobec tego raczej odnosieniom przez adresy
symboliczne (symbole lub napisy zlozone z liter), niz przez liczby catkowite.

7Z repertuaru RAM po usunieciu wymagan co do READ, JUMP, JGTZ i JZE-
RO pozostaja nam LOAD, STORE, WRITE, HALT i operacje arytmetyczne. Nie
potrzebujemy HALT, gdyz koniec programu musi oznaczaé zatrzymanie. Mozemy
oby¢ si¢ bez WRITE, wyroézniajac pewne adresy symboliczne jako zmienne wyjscio-
we; informacja wyjsécia programu sa wartosci tych zmiennych w chwili zakonczenia.

Mozemy wreszcie wlaczy¢ LOAD i STORE do operacji arytmetycznych, zastepujac
sekwencje, takie jak:

LOAD a
ADD b
STORE ¢

przez ¢ «+ a+b. Caly repertuar instrukcji programu liniowego jest wiec nastepujacy:

r—1y—+z
T—Yy—2z
Ze—yYx 2
2 ylz
T 1

gdzie z, y 1 z sa adresami symbolicznymi (czyli zmiennymsi), a ¢ jest stala. Latwo
zauwazy¢, ze dowolna sekwencja LOAD, STORE i operacji arytmetycznych na
akumulatorze moze by¢ zastapiona pewna sekwencja pieciu powyzszych instrukcji.

Programowi liniowemu sa przyporzadkowane dwa wyrdznione zbiory zmiennych:
jego wejécia i wyjscia. Funkcja obliczana przez program liniowy jest zbiorem warto-
$ci zmiennych wyjéciowych (w zadanym porzadku), wyrazanych wzgledem wartosci
zmiennych wejsciowych.

Przyklad 1.4. Rozwazmy obliczanie wielomianu:
p(l‘) = apz" + anflmni1 +--t+a1x+ao

Zmiennymi wejSciowymi sa wspolczynniki ag, a1, ..., a, i symbol x. Zmienna wyj-
Sciowg, jest p. Wedlug reguly Hornera p(x) obliczamy jako:
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n= n= n=23
t—ay *x x t—ao*x x t«—ag*x x
p—t + ap t—1t + a1 t—1t 4+ ao
t—1t x x t—1t x x

p—t + ag t—t + a1
t—t*x x
p—t + ao

Rys. 1.16. Programy liniowe, odpowiadajace regule Hornera

1. a1z + ag dla n=1,
2. (agz + a1)x + agp dla n=2,
3. ((asz +a2)z +a1)r +ap dla n=3.

Wyrazeniom tym odpowiadaja programy liniowe z rysunku. 1.16. Reguta Hornera
dla dowolnego n powinna by¢ jasna. Dla kazdego n mamy program liniowy o 2n
krokach, ktéry oblicza wielomian n-tego stopnia. W rozdziale 12. pokazemy, ze
aby obliczy¢ wartos¢ wielomianu n-tego stopnia, gdy wspélczynniki sa dane jako
wejscie, konieczne jest n mnozen i n dodawan. Reguta Hornera jest optymalna
wedhig modelu programu liniowego. ([l

Wedlug modelu programu liniowego obliczen zlozonoécia czasowa ciagu programow
jest liczba krokéw n-tego programu jako funkcja m. Reguta Hornera na przyklad
daje ciag o zlozonosci czasowej 2n. Zauwazmy, ze mierzenie ztozonosci czasowej to
tyle, co mierzenie liczby operacji arytmetycznych. Ztozonoscig pamieciowa ciagu
programéw jest liczba wymienionych zmiennych takze jako funkcja m. Programy
z przykltadu 1.4 maja zlozono$¢ pamieciowa n + 4.

Definicja. Gdy chodzi o model programu liniowego, méwimy, ze problem
ma zlozono$é czasowa lub pamieciowa Oa(f(n)), jezeli istnieje ciag progra-
moéw, ktérego zlozono$é czasowa lub pamieciowa siega co najwyzej cf(n) dla
pewnej stalej c. (Zapis Oa(f(n)) oznacza ,rzad f(n) krokéw, gdy modelem
jest programu liniowy”. Wskaznik A oznacza ,arytmetyczny”, co jest gléwna
cecha kodu liniowego.) Obliczanie wartosci wielomianu ma ztozonosé czasowa
Oa(n), jak i pamieciowa Op (n).

ii. Obliczenia na bitach

Model programu liniowego opiera sie oczywiscie na funkcji kosztu zuniformizowane-
go. Jak wspomnielismy, koszt ten jest wlasciwy, gdy wszystkie obliczane wielkosci
sa ,rozsadne”. Istnieje prosta modyfikacja modelu programu liniowego, ktora jest
odbiciem funkcji kosztu logarytmicznego. Model ten, nazywamy przez nas oblicza-
niami na bitach, jest zasadniczo taki sam jak kod liniowy za wyjatkiem tego, ze:

1. zaktadamy, ze wszystkie zmienne maja wartos¢ 0 lub 1, tj. sa bitami.
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/
C, < a,®b, e

u«—aoAbo v
Ve u®b, A
C, < v@b,
X
Wea vb,
XeuAb, v
Y e<a Ab,
c
2 <X Vb c, c, C,

(a) (b)

Rys. 1.17. (a)Program dodawania na bitach, (b) réwnowazny uktad logiczny

2. uzywamy operacji logicznych, a nie arytmetycznych.® Piszemy A dla i, V dla
lub, ¢ dla rozlacznego lub i — dla nie.

Zgodnie z modelem bitowym operacje arytmetyczne na liczbach catkowitych ¢ i j
wymagaja przynajmniej (i) +1(j) krokdw, co jest odbiciem logarytmicznego kosztu
operandow. Faktycznie, mnozenie i dzielenie wedlug najlepszych znanych algoryt-
méw wymaga wiecej niz (i) + 1(j) krokéw, by pomnozy¢ lub podzielié¢ i przez j.

Na oznaczenie rzedu wielkosci w modelu obliczen na bitach stosujemy Og. Model
bitowy przydaje sie, gdy chcemy mdwi¢ o podstawowych operacjach, jak opera-
cje arytmetyczne, ktore sa pierwotne w innych modelach. Na przyktad w modelu
programu liniowego mnozenie dwéch n-bitowych liczb calkowitych jest do wyko-
nania w Oa (1) kroku, natomiast w modelu bitowym najlepszy znany wynik to
Og(nlognloglogn) krokéw.

6Stad zbiér instrukcji RAM musi zawieraé te operacje.
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Innym zastosowaniem modelu bitowego sa uklady logiczne. Programy liniowe z bi-
towymi wejéciami i operacjami odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie logiczno-
kombinatorycznym ukladom do obliczania ukladéw funkcji boolowskich. Liczba
krokéw programu jest liczbg elemetéw logicznych uktadu.

Przyklad 1.5. Rysunek 1.17(a) przedstawia program dodawania dwéch dwubito-
wych liczb [a1ag] 1 [b1bo]. Zmiennymi wyjsciowymi sa ¢z, ¢1 1 ¢g, takie ze [a1ao ]+
[b1bo] = [cacico]. Program liniowy z rysunku 1.17(a) oblicza:

co = ag D bo,
c1 = ((ao Nbo) ® ayr) ® by,
Co = ((ao A bo) A\ (a1 \Y bl)) \Y (a1 AN bl)

Rys. 1.17(b) przedstawia odpowiedni uktad logiczny. Dowdd, ze dodawanie dwu
n-bitowych liczb mozna wykonaé¢ w Og(n) krokach zostawiamy jako éwiczenie. O

iii. Operacje na wektorach bitowych

Zamiast ogranicza¢ warto$¢ zmienej do 0 lub 1, mozna p6jé¢ w przeciwnym kie-
runku i pozwoli¢, by zmienne przybieraly jako warto$¢ dowolny wektor bitéow. Fak-
tycznie, wektory bitéw o danej dtugosci odpowiadaja w oczywisty sposéb liczbom
catkowitym, wiec nie wykraczamy istotnie poza model RAM, tj. w razie potrzeby
wciaz zakladamy nieograniczona wielkosé rejestrow.

Jednakze, jak zobaczymy w tych kilku algorytmach, w ktérych stosowany jest mo-
del z wektorami bitéw, dlugosé uzywanych wektoréw znacznie przewyzsza liczbe
bitéw potrzebnych do przedstawienia wielkosci zadania. Wielkos¢ liczb catkowitych
uzywanych w algorytmie bedzie na ogét tego samego rzedu co wielkos¢é zadania. Na
przyktad, rozwigzujac problemy drog w grafie o 100 wierzchotkach, mozna by za-
stosowaé wektory bitow o dhugosci 100 do wskazywania, czy istnieje droga z danego
wierzcholka v do kazdego z wierzchotkéw grafu; tzn. w wektorze dla wierzchotka v
na i-tej pozycji jest 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje droga z v do v;. W przy-
padku tego samego problemu mozna uzywacé takze liczb catkowitych (przyktadowo
do liczenia i indeksowania) i beda one mieé¢ wielko$é zapewne rzedu 100. Stad dla
liczb catkowitych bedzie potrzebne 7 bitéw, podczas gdy dla wektoréw 100.

Réznica nie musi by¢ jednak az tak znaczna, poniewaz wigkszos¢ komputerdéw wy-
konuje operacje logiczne na wektorach bitéw o dlugosci pelnego stowa w cyklu
jednej instrukeji. Zatem wektory bitow o diugosci 100 moga podlega¢ manipula-
cjom w trzech lub czterech krokach, w poréwnaniu z jednym krokiem dla liczb
catkowitych. Niemniej wyniki na temat czasowej i pamieciowej zlozonoéci algoryt-
méw dla modelu z wektorami bitéw nalezy braé¢ cum grano salis, gdyz wielkosé
zadania, przy ktorej model ten staje sie nierealistyczny jest znacznie mniejsza, niz
dla modelu RAM i modelu kodu liniowego. Na oznaczenie rzedu wielkosci w modelu
z wektorami bitowymi stosujemy Ogy .
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iv. Drzewa decyzji

RozwazyliSmy trzy abstrakcje RAM, ktére zaniedbywaly instrukcje rozgalezienia
i obejmowaly tylko kroki zwiazane z obliczaniem. Istnieja pewne problemy, w kto-
rych mozna realistycznie uznaé liczbe instrukcji rozgatezienia za podstawowa miare
ztozonosci. W sortowaniu na przyktad, wyjscia sa identyczne z wejSciami, wyjawszy
uporzadkowanie. Rozsadnie jest wiec rozwazy¢ model, w ktérym wszystkie kroki sa
rozgaltezieniami od dwoch ramionach, i polegaja na poréwnaniu dwéch wielkosci.

Czesta reprezentacja programu z rozgatezieniami jest drzewo binarne”, zwane drze-

wem decyzji. Kazdy wewnetrzny wierzcholek reprezentuje decyzje. Test reprezen-
towany przez korzen jest wykonywany jako pierwszy, po czym zaleznie od wyniku
wsterowanie” przechodzi do jednego z synéw. Ogolnie, sterowanie tak dlugo prze-
chodzi od wierzchotka do jednego z synéw, przy czym wybér zalezy zawsze od testu
na wierzchotku, az dotrze do lisScia. Wynik jest dostepny na tym lidciu.

Przykltad 1.6. Rys. 1.18 pokazuje drzewo decyzji dla programu, ktéry sortuje trzy
liczby a,b i c. Testy wskazuja owale wokoét porownan na wierzchotkach; sterowanie
przechodzi na lewo, jezeli test daje odpowiedZ ,tak”, i na prawo, jezeli ,nie”. [

Zlozonoscia czasowa drzewa decyzji jest jego wysokos¢ jako funkcja rozmiaru zada-
nia. Zwykle chcemy oszacowaé¢ maksimum liczby poréwnan, ktére trzeba wykonac,
by doj$é z korzenia do liscia. Zakladajac model drzewa decyzji (poréwnan), ozna-
czamy rzad wielkosci przez Oc. Liczba wierzchotkéw moze byé znacznie wieksza
od wysokoéci drzewa. Na przyktad drzewo decyzji, ktére sortuje n liczb, musi mieé¢
przynajmniej n! lidci, lecz wystarczy, ze ma wysokosé okoto nlogn.

Porzadek
a<bh<c

Porzadek
b<a<c

Porzadek Porzadek Porzadek Porzadek
a<c<b c<a<b b<c<a c<b<a

Rys. 1.18. Drzewo decyzji

"W sprawie definicji dotyczacych drzew patrz punkt 2.4.



34 Rozdziat 1. Modele obliczania

1.6. Pierwotny model obliczania: maszyna Turinga

By udowodnié, ze dana funkcja wymaga pewnego minimum czasu, potrzebujemy
modelu, ktéry jest rownie ogdlny, lecz bardziej pierwotny od rozpatrzonych. Reper-
tuar instrukcji ma by¢ jak najbardziej ograniczony, jednak model nie tylko musi
obliczaé to wszystko, co oblicza RAM, lecz czyni¢ to niemal réwnie szybko. Wedtug
definicji, ktérej uzyjemy, ,niemal” oznacza ,réwnowazno$é¢ wielomianows”.

Definicja. Méwimy, ze funkcje f1(n) i fa(n) sa réwnowazine wielomianowo,
jezeli istnieja wielomiany pq(z) 1 pa2(x) takie, ze dla wszystkich wartosci n,

fi(n) < pi(fa(n)) 1 f2(n) < p2(fi(n)).

Przyklad 1.7. Funkcje fi(n) = 2n% i fa(n) = n® sa réwnowazne wielomianowo;
niech na przyklad p;(x) = 2z, skoro 2n? < 2n°, i pa(z) = 22, skoro n® < (2n?)3.
Natomiast n? i 2" nie sa réwnowazne wielomianowo, gdyz nie istnieje wielomian
p(x), taki ze dla kazdego n, p(n?) > 2m. O

Obecnie jedynym zakresem, w ktéorym do dowodu dolnych ograniczen ztozono-
Sci obliczeniowej mozemy uzy¢ ogdlnych modeli, takich jak maszyna Turinga, jest
Swyzszy zakres”. Na przyklad w rozdziale 11. pokazemy, ze pewne problemy wy-
magaja wykladniczego czasu i pamieci. (f(n) jest funkcja wykladniczq, jezeli ist-
niejg stale ¢y > 0, k1 > 1, co > 01 ky > 1 takie, ze c1k] < f(n) < c2kl dla
wszystkich, procz skonczonej liczby wartosci n.) W wykladniczym zakresie funkcje
wielomianowo rownowazne sa zasadniczo tozsame, gdyz dowolna funkcja, ktora jest
réwnowazna wielomianowo z funkcja wykladnicza, jest funkcja wykladnicza.

Jest wiec powdd, by uzywaé pierwotnego modelu, w ktérym ztozono$é czasowa
probleméw jest réwnowazna wielomianowo ich zlozonosci w modelu RAM. Mo-
del, ktérego uzywamy — maszyna Turinga z wieloma taSmami — moze wymagaé
czasu® ([ f(n)]*), lecz nie wiecej, aby wykonaé to, co RAM z funkcja kosztu loga-
rytmicznego wykonuje w czasie f(n). Zlozonosé czasowa z uzyciem modelu RAM
i maszyny Turinga bedzie rownowazna wielomianowo.

Definicja. Maszyne Turinga z wieloma tasmami (TM) przedstawia rys. 1.19.
Sktada si¢ ona z pewnej liczby k nieskoniczonczonych w prawo tasm. Kazda
tasma jest podzielona na komorki, a kazda z nich zawiera jeden symbol spo-
$rod skoniczonej liczby symboli tasm. Jedna komorka na kazdej tasmie jest
czytana przez glowice tasmy; glowica moze czytaé i pisaé. Dziatanie maszyny
Turinga jest okreslone przez pierwotny program, zwany sterowaniem skornczo-
nym. Sterowanie skoriczone jest zawsze w jednym ze skonczonej liczby standw,
ktére mozna uznaé pozycje w programie.

Jeden krok obliczeniowy maszyny Turinga zbudowany jest nastepujaco. Zgodnie
z biezacym stanem sterowania skonczonego i symbolami tasm, ktére ustawione

8Mozna udowodnié dokladniejsze ograniczenie: O([ f(n)log f(n)loglog f(n)]?), lecz skoro nie
rozwazamy tu czynnikéw wielomianowych, wynik z czwarty potega wystarczy (patrz p. 7.5).
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Sterowanie skonczone

[
0\

( T\
\

ktasm <

pd

-

Rys. 1.19. Maszyna Turinga z wieloma tasmami

sa pod (sa czytane przez) kazda z glowic tadm, maszyna Turinga moze wykonaé
dowolna lub wszystkie z ponizszych operacji.

1. Zmieni¢ stan sterowania skonczonego.

2. Wydrukowaé¢ nowe symbole tasm na biezacych symbolach w dowolnej lub
kazdej z komorkek pod glowicami tasm.

3. Przesunadé niezaleznie dowolna lub kazda glowice o jedna komérke w lewo (L),
lub w prawo (R), lub pozostawié glowice bez ruchu (S).

Formalnie oznaczamy k-tasmowsg maszyne Turinga przez siédemke uporzadkowana:

(Q7 T7 Ia 67 bu q0, qf)a
gdzie:

1. @ jest zbiorem stanow.

T jest zbiorem symboli tasm.

I jest zbiorem symboli wejsciowych; I C T

b, element T — I, jest biatym znakiem.

qo jest stanem poczgtkowym.

gy jest stanem koricowym (lub akceptujgcym).

S, funkcja nastepnego ruchu, odwzorowuje podzbiér Q x T* w rodzine pod-
zbioréw Q x (T x L, R, S)*. Tj. dla pewnych (k + 1)-elementowych uktadéw
uporzadkowanych, ztozonych ze stanu i k symboli taém daje nowy stan oraz
k par uporzadkowanych, zlozonych z nowego symbolu tasm i kierunku dla
glowicy. Zalézmy, ze 0(q,a1,az,...,ar) = (¢, (a},d1),(a), d2),. .., (a,dy)
i maszyna Turinga jest w stanie ¢ i dla 1 < i < k, i-ta glowica czyta symbol
tagm a;. Wtedy w jednym ruchu maszyna Turinga wchodzi w stan ¢’, zmienia
symbol a; na a/ i przesuwa i-ta glowice w kierunku d; dla 1 <i <k.

Nk N
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qo q1
J_l \—l
of1f{1]1]ofb]|b of1f{1]1]0|b|b
b|b Xlof1]1[1]o|b|b
(a) (b)
9,

(©)

Rys. 1.20. Maszyna Turinga przetwarzajaca 01110

Maszyna Turinga moze rozpoznawadé jezyk. Symbole tasm maszyny Turinga obej-
muja alfabet jezyka, zwany symbolami wejsciowymi, specjalny bialy znak, oznaczony
przez b, i procz tego by¢ moze inne symbole. Poczatkowo pierwsza tasma zawie-
ra napis w symbolach wejéciowych, po jednym symbolu w komoérce, poczynajac
od komérki potozonej najbardziej na lewo. Wszystkie komoérki na prawo od ko-
moérek zawierajacych napis wejSciowy sa puste. Wszystkie inne tasmy sa zupelnie
puste. Napis w symbolach wejsciowych jest akceptowany wtedy i tylko wtedy, gdy
maszyna Turinga, zaczynajac od wyrdznionego stanu poczatkowego ze wszystkimi
glowicami na lewych koncach taém wykonuje ciag ruchéw, w ktérym przechodzi
kiedy$ w stan akceptujacy. Jezyk akceptowany przez maszyne Turinga jest zbiorem
akceptowanych w powyzszym sensie napisow w symbolach wejsciowych.

Przykltad 1.8. Na rysunku 1.20 maszyna Turinga z dwiema taémami rozpoznaje
palindromy® nad alfabetem {0, 1} w nastepujacy sposéb.

9Napis, ktéry od tytu mozna odczytaé, tak jak do przodu, np. 0100010, nazywa si¢ palindromem.
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(Nowy symbol,
Stan Symbol ruch glowicy) |Nowy
biezacy | Tasma 1 Tasma 2|Tasma 1 Tasma 2| stan Komentarze
qo 0 b 0,5 X,R q1 | Jezeli dana nie jest pusta, drukuj X
1 b 1,5 X,R g1 | na tasmie 2 i przesun glowice w pra-
b b b,S b,S gs wo; przejdz do stanu gi1. W przeciw-
nym razie przejdz do stanu gs.
q 0 b 0,R 0,R q Pozostawaj w stanie ¢1, kopiujac ta-
1 b 1,R 1,R q1 $me 1 na 2, az dotrzesz do b na ta-
b b b,S b,L g2 | $mie 1. Wtedy przejdz do stanu gs.
q2 b 0 b,S 0,L q2 Pozostaw bez ruchu glowice tasmy 1,
b 1 b,S 1,L q2 a 2 przesuwaj w lewo, az dotrzesz do
b X b,L X,R g3 X. Wtedy przejdz do stanu gs.
qs3 0 0 0,S O,R q4 Sterowanie na przemian w stanie g3
1 1 1,8 LR q4 i ga. W g3 poréwnaj symbole na obu
g 0 0 0L 0,8 a3 taémach,. prze.su,fl glowice tas’my' 2
0 1 0.L 1,8 a3 w prawo i przejdz do qa. W g4 przejdz
1 0 1:L 0,9 0 do ¢s5 i akceptuj, jezeli gtowica dotar-
1 1 1L 1.8 a3 ta do b na tasmie 2. W przeciwnym
0 b O,S b78 g razie przesun glowice tasmy 1 w le-
1 b 17S b7S g | WO i wréé do qs. Alternacja qs, g4 za-
’ ’ pobiega przekroczeniu lewego korica
tasmy przez glowice wejsciowa.
qs Akceptuj
Rys. 1.21. Funkcja nastepnego ruchu maszyny Turinga rozpoznajacej palindromy
1. Pierwsza komodrke na tasmie 2 oznaczona specjalny symbol X; dane sa kopio-
wane z tadmy 1, gdzie poczatkowo wystepuja (patrz rys. 1.20a), na tasme 2
(patrz rys. 1.20Db).
2. Nastepnie glowica tasmy 2 jest przesuwana na X (rys. 1.20c),
3. Glowica tasmy 2 jest wielokrotnie przesuwana o jedng komoérke w prawo,

glowica tasmy 1, o jedna komorke w lewo, i poréwnywane sa odpowiednie
symbole. Jezeli wszystkie symbole pasuja, dane tworza palindrom i maszyna
wchodzi w stan akceptujacy qs. W przeciwnym razie maszyna Turinga nie
bedzie mogta w pewnej chwili zrobi¢ zadnego poprawnego ruchu; zatrzyma
sie bez akceptowania.

Funkcje nastepnego ruchu tej maszynie Turinga podaje tablica z rysunku 1.21. O

Dzialanie maszyny Turinga mozna opisa¢ formalnie za pomoca ,chwilowych opi-

séw”.
ringa

Opis chwilowy (ID, od instantaneous description) k-taémowej maszyny Tu-
M jest to k-elementowy uklad uporzadkowany (a1, ae,...,ax), gdzie a; jest

napisem postaci zqy takim, ze xy jest napisem na i-tej tasmie M (pomijajac kon-
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(90010, qo) 70010, Xq1)
0110, X0g1)
01¢10, X01q,)

(

(

(

(010¢1, X010q;)
(010¢2, X01¢20)
(010¢s, X0g210)
(010¢s, Xq2010)
(010g2, ¢2X010)
(01¢30, Xq3010)
(01440, X0g410)
(0g310, X0g510)
(0g410, X01¢40)
(¢3010, X01¢30)
(¢4010, X010¢4)
(¢5010, X010gs)

T T T T T T T T T T

Rys. 1.22. Ciag pewnych ID maszyny Turinga

cowe biale znaki), a ¢ jest biezacym stanem M. Symbol bezposrednio na prawo od
i-tego ¢ jest symbolem obecnie czytanym na i-tej tasmie.

Gdy opis chwilowy D; staje si¢ opisem chwilowym Dy po jednym ruchu maszyny
Turinga M, piszemy Di [ Da. Jezeli Dy | Da |z -+ |7 Dn dla pewnego n > 2,
piszemy D1 H;[Dn. Jezeli D = D' lub D %[D’, piszemy D %D’. ( F czytaj ,prze-
chodzi w”.)

k-tasmowa maszyna Turinga M = (Q,T,1,0,b,qo,q¢) akceptuje napis ajas - - - an,
gdzie a-ki naleza do I, jezeli (qoaiaz---an,qo,qo;---,qo) %(al, ag,...,a), dla
pewnych a;, wéréd ktérych jest qy.

Przyktad 1.9. Ciag opiséw chwilowych, ktéry wyznacza maszyna Turinga z ry-
sunku 1.21, gdy otrzymuje dane 010, jest przedstawiony na rysunku 1.22. Skoro g5
jest stanem koncowym, ta maszyna Turinga akceptuje 010. O

Oprocz naturalnej interpretacji, przy ktérej maszyna Turinga akceptuje jezyk, moz-
liwa jest interpretacja, ze jest to urzadzenie do obliczania funkcji f. Argumenty tej
funkcji sa zakodowane na tasémie wejsciowej jako napis x, przy czym rozgranicza
je specjalny znacznik, taki jak #. Jezeli maszyna Turinga zatrzymuje sie z liczba
catkowita y (warto$é funkcji) zapisana na tasmie, ktéra jest wyrdézniona jako tasma
wyjéciowa, méwimy, ze f(x) = y. Stad proces obliczania funkcji jest nieco inny niz
akceptowania jezyka.
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Zlozonos¢ czasowa T(n) maszyny Turinga M jest to maksimum liczby ruchéw, kto-
re wykonuje M przy przetwarzaniu dowolnych danych o dtugosci n, dla wszystkich
danych o dtugosci n. Jezeli dla pewnych danych o dlugosci n maszyna Turinga nie
zatrzymuje sie, to T'(n) jest nieokreslona dla tej wartosci n. ZloZono$é pamieciowa
S(n) maszyny Turinga jest to maksimum odlegloéci od lewego kofica tasmy, na
ktéra dociera glowica tasmy przy przetwarzaniu dowolnych danych o dlugosci n.
Jezeli glowica tasmy przesuwa si¢ w prawo bez kofica, S(n) jest nieokreslona. Na
oznaczenie rzedu wielkosci, gdy modelem jest maszyna Turinga, uzywamy Ory.

Przyklad 1.10. Zlozonoscia czasowa maszyny Turinga z rysunku 1.21 jest T'(n) =
4n + 3, a zlozonoscia pamieciowa S(n) = n+ 2, jak mozna si¢ przekonaé, gdy dane
faktycznie sa palindromem. (Il

1.7. Zwigzek pomiedzy maszyng Turinga
i modelem RAM

Gléwnym zastosowaniem modelu maszyny Turinga (TM) jest wyznaczanie dolnych
ograniczen wiazacych czas lub pamieé, ktore sg konieczne do rozwigzania danego
problemu. W wiekszosci przypadkéw mozemy wyznaczyé dolne ograniczenia tylko
z doktadnoscia do funkcji réwnowaznej wielomianowo. Wyprowadzenie dokladniej-
szych ograniczen wymaga dalszych szczegétow danego modelu. Na szczescie obli-
czenia RAM i RASP sg réwnowazne wielomianowo z obliczeniami TM.

Rozwazmy zwiazek pomiedzy modelami RAM i TM. Rzecz jasna RAM moze symu-
lowaé k-tasmowa maszyne TM, przechowujac jedna komorke tasmy TM w kazdym
ze swoich rejestrow. W szczegélnodci i-ta komoérka tasmy j moze by¢ zapamieta-
na w rejestrze ki + j + ¢, gdzie c jest stala dobrang tak, by zapewni¢ maszynie
RAM pewna ,pamieé robocza”. Pamieé¢ robocza zawiera k rejestréw, w ktérych
przechowywane sa pozycje k glowic TM. Komoérki taémy TM moga byé¢ czytane
przez RAM dzieki adresowaniu posredniemu poprzez rejestry zawierajace pozycje
glowicy tej tasmy.

Zalézmy, ze TM ma zlozono$é czasowa T'(n) > n. Wtedy RAM moze przeczytad
dane, umiesci¢ je w rejestrach, ktore reprezentuja pierwsza tasme, i symulowaé
TM w czasie O(T(n)), jezeli uzywamy kryterium kosztu zuniformizowanego, lub
O(T(n)logT(n)), jezeli uzywamy funkeji kosztu logarytmicznego. W obu przypad-
kach czas na maszynie RAM jest ograniczony od géry przez wielomianows funkcje
czasu na TM, gdyz dowolna funkcja O(T(n)log T (n)) jest z pewnoscia O(T?(n)).

Odwrotne twierdzenie zachodzi tylko wtedy, gdy dla maszyn RAM obowiazuje koszt
logarytmiczny. Gdy obowiazuje koszt zuniformizowany program RAM o n krokach
bez wejécia moze obliczaé tak duze liczby, jak 22", co wymaga 2" komérek TM
juz przy zapisie i odczycie. Wobec tego gdy obowiazuje koszt zuniformizowany, nie
ma zadnej wyraznej zaleznosci wielomianowej pomiedzy maszynami RAM i TM
(éwiczenie 1.19).
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Riys. 1.23. Reprezentacja RAM w TM

Chociaz ze wzgledu na prostote wolimy uzywacé kosztu zuniformizowanego w ana-
lizie algorytméw, musimy go odrzuci¢ w dowodach dolnych ograniczen ztozonosci
czasowej. Model RAM z kosztem zuniformizowanym jest zupelnie rozsadny, gdy
liczby nie rosna nadmiernie wraz z rozmiarem zadania. Lecz, jak méwiliSmy wcze-
$niej, model RAM ,zamiata pod dywan” wielkos¢ tych liczb i tylko wyjatkowo
mozna otrzymac uzyteczne ograniczenia dolne. Dla kosztu logarytmicznego mamy
jednakze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.3. Niech L bedzie jezykiem akceptowanym przez program
RAM o zlozonosci czasowej T'(n) wedlug kryterium kosztu logarytmicznego.
Jezeli ten program RAM nie wykonuje mnozenia i dzielenia, to L na maszynie
Turinga z wieloma tasmami ma ztozonoé¢ co najwyzej O(T?(n)).

Dowdd. Wszystkie rejestry RAM, ktore nie zawieraja 0, reprezentujemy tak, jak
na rysunku 1.23. Tadma zawiera ciag par (i, ¢;), zapisanych w postaci binarnej bez
wiodgacych zer i rozgraniczonych znacznikami. Dla kazdego j, c; jest zawartoscig
rejestru 4; RAM. Zawarto$¢ akumulatora lezy w postaci binarnej na drugiej tasmie;
trzecia tasma shuzy jako pamieé robocza. Dwie inne tasmy zawieraja wejscie i wyj-
$cie RAM. Krok programu RAM jest reprezentowany przez skonczony zbiér stanéw
TM. Nie bedziemy opisywaé¢ symulacji dowolnej instrukcji RAM, lecz rozwazymy
tylko instrukcje ADD %20 i STORE 30, co wiele wyjasni. Dla ADD %20 mozemy
zbudowaé¢ TM do wykonania nastepujacych czynnosci.

1. Szukaj na tasmie 1 zapisu dla rejestru 20 RAM, tj. sekwencji ##10100#.
Jezeli jest taka, to nastepujaca po tej sekwencji liczbe catkowita, ktéra musi
byé¢ zawartoscia rejestru 20, umie$é na tasmie 3. Jezeli takiej nie ma, zatrzy-
maj sie. Zawartodcia rejestru 20 jest 0, wobec czego adresowanie posrednie
jest niemozliwe.

2. Szukaj na tasémie 1 zapisu dla rejestru RAM, ktérego numer jest umieszczony
na tasmie 3. Jezeli jest taki zapis, kopiuj zawartosé tego rejestru na tasme 3.
Jezeli nie ma, umie$é¢ tam 0.

3. Dodaj liczbe umieszczona na tasmie 3 w kroku 2. do zawartosci akumulatora,
ktoéry jest utrzymywany na tasmie 2.

Aby symulowaé instrukcje STORE 30, mozna zbudowa¢ TM do wykonania naste-
pujacych czynnosci:

1. Szukaj zapisu dla rejestru 30 RAM, tj. ##11110+#.

2. Jezeli jest taki, kopiuj wszystko, co znajduje sie na prawo od ##111104#,
précz liczby calkowitej bezposrednio na prawo (stara zawarto$é rejestru 30),
na tasme 3. Nastepnie kopiuj zawarto$é akumulatora (tasma 2) bezposrednio
na prawo od ##11110# i dopisz do niej napis skopiowany na tasme 3.
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3. Jezeli nie ma zapisu dla rejestru 30 na tasmie 1, przejdz w takim razie do
bialego znaku, polozonego najbardziej na lewo, drukuj ##11110#, dopisz
zawarto$é akumulatora, a nastepnie ##.

Po chwili namystu powinno by¢ jasne, ze mozna zbudowaé¢ TM do wiernej symu-
lacji RAM. Musimy pokazaé, ze obliczenia RAM, ktére maja koszt logarytmicz-
ny k, wymagaja co najwyzej O(k?) krokéw maszyny Turinga. Rozpoczynamy od
stwierdzenia, ze rejestr nie pojawia si¢ na tasmie 1, chyba ze wczesniej zostata
w nim umiesczona jego biezaca warto$¢. Kosztem zapamigtania ¢; w rejestrze j jest
1(¢;)+1(i), co z dokladnoscia do stalej oznacza dlugos$é reprezentacji ##i,;#c; #+.
Whrioskujemy, ze dlugos$é niepustej czesci tasmy 1 jest O(k).

Symulacja dowolnej innej instrukeji, réznej od STORE, jest rzedu dilugosci ta-
$my 1, czyli O(k), gdyz koszt dominujacy stanowi szukanie na tasmie. Podobnie
koszt STORE jest nie wiekszy niz koszt szukania na tasmie 1 plus koszt jej ko-
piowania, oba O(k). Stad jedna instrukcja RAM (poza mnéz i dziel) moze by¢
symulowana w co najwyzej O(k) krokach TM. Skoro instrukcja RAM wedlug kry-
terium kosztu logarytmicznego kosztuje przynajmniej jedna jednostke czasu, ogélny
czas zuzywany przez TM jest O(k?), co byto do udowodnienia. (Il

Jezeli program RAM zawiera instrukcje mnozenia i dzielenia, mozna napisaé proce-
dury TM, aby zaimplementowaé te instrukcje za pomocg dodawania i odejmowania.
Dowdd, ze koszt logarytmiczny tych procedur jest nie wiekszy niz kwadrat kosztu
logarytmicznego instrukcji, ktére symuluja, pozostawiamy Czytelnikowi. Nie trud-
no udowodnié nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.4. RAM i RASP z kosztem logarytmicznym oraz maszyna
Turinga sa modelami réwnowaznymi wielomianowo.

Dowdd. Nalezy skorzystaé¢ z twierdzen 1.1, 1.2 1 1.3, i wlasnej analizy procedur
mnozenia i dzielenia. O

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla zlozonosci pamieciowej, lecz wynik ten wy-
daje sie mniej ciekawy.

1.8. Pidgin ALGOL — jezyk wysokiego poziomu

Chociaz podstawowe miary zlozonosci zostaly okre$lone w sensie operacji RAM,
RASP lub maszyny Turinga, to przewaznie nie chcemy opisywaé algorytméw w sen-
sie tak prymitywnych maszyn, ani nie jest to wcale konieczne. Do jasniejszego opisu
algorytmoéw uzyjemy jezyka wysokiego poziomu, zwanego Pidgin ALGOL.

Program w jezyku Pidgin ALGOL moze byé latwo przetlumaczony na program
RAM lub RASP. W istocie jest to zadanie kompilatora Pidgin ALGOLu. Nie be-
dziemy jednak zajmowaé si¢ szczegbélami tlumaczenia Pidgin ALGOLu na kod
RAM lub RASP. Musimy uwzgledni¢ dla naszych celéw tylko czas i pamieé po-
trzebne do wykonania kodu, ktory odpowiada instrukcji jezyka Pidgin ALGOL.
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Inaczej niz konwencjonalne jezyki programowania Pidgin ALGOL pozwala na uzy-
cie dowolnego wyrazenia matematycznego, o ile jego znaczenie jest jasne, a przektad
na kod RAM lub RASP oczywisty. Jezyk ten nie ma stalego zbioru typéw danych.
Zmienne moga reprezentowad liczby catkowite, napisy lub tablice. Typy danych, ta-
kie jak zbiory, grafy, listy i kolejki mozna wprowadza¢ w miare potrzeb. Wszedzie,
gdzie to mozliwe, unika si¢ formalnych deklaracji typéw danych. Typ zmiennej i jej
zasieg!’ powinien by¢ jasny na podstawie jej nazwy lub kontekstu.

Pidgin ALGOL ma tradycyjne konstrukcje jezykowe, takie jak wyrazenia, warun-
ki, instrukcje i procedury. Nieformalny opis niektérych podajemy ponizej. Préba
Scislej definicji wykraczalaby znacznie poza zakres tej ksiazki. Trzeba zauwazyc,
ze z latwoscia mozna napisaé¢ programy, ktérych sens bedzie zalezeé od szczegd-
16w, jakich tutaj nie omawiamy, lecz tego nalezy unikaé, jak to (miejmy nadzieje
skutecznie) czynimy w tej ksiazce.

W jezyku Pidgin ALGOL program jest instrukcja jednego z nastepujacych typow:

1. zmienna < wyrazenie
2. if warunek then instrukcja else instrukcja't
3a. while warunek do instrukcja
b. repeat instrukcja until warunek
4. for zmienna «— wartos$é¢ poczatkowa step rozmiar kroku'? until wartosé kon-
cowa do instrukcja
5. etykieta: instrukcja

6. goto etykieta

7. begin
instrukcja
instrukcja
instrukcja
instrukcja

end

8a. procedure nazwa (lista parametréw): instrukcja
b. return wyrazenie

c. nazwa procedury (argumenty)
9a. read zmienna

b. write wyrazenie

10. comment komentarz

11. rézne inne instrukcje dodatkowe

10 Zasieg zmiennej jest otoczeniem, w ktérym ona ma sens. Na przyklad zasieg wskaznika sumo-
wania jest okreslony tylko wewnatrz sumowania i poza nim nie ma sensu.

1 Czeéé ,else instrukcja” jest nieobowiazkowa. Opcja ta prowadzi do znanej wieloznacznodci
chwiejnego” else (dangling else). Uciekniemy si¢ do tradycyji i zalozymy, ze else odpowiada
najblizszemu then bez pary.

12(Czeéé ,step rozmiar kroku” jest nieobowigzkowa, jezeli rozmiarem kroku jest 1.
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Przedstawimy krétki przeglad kazdego z tych typéw instrukeji.
1. Instrukcja przypisania
zmienna «— wyrazenie

powoduje, ze wyrazenie po prawej stronie «— ulega obliczeniu i jego wartos¢ jest
przypisywana zmiennej po lewej stronie. Ztozonosé czasowa instrukcji przypisania
jest czasem zuzytym na to, by obliczyé wartosé wyrazenia i przypisa¢ te wartosé
do zmiennej. Jezeli warto$¢ wyrazenia nie jest typu podstawowego, takiego jak typ
catkowity, to w pewnych przypadkach mozna obnizy¢ koszt za pomoca wskaznikéw.
Na przyklad przypisanie A <+ B, gdzie A i B sa macierzami wymiaru n xn, wymaga
na ogét czasu O(n?). Jezeli jednak nie uzywa si¢ dtuzej B, to mozna uzyskaé czas
skonczony i niezalezny od n, zwyczajnie zmieniajac nazwe tablicy.

2. W instrukeji if
if warunek then instrukcja else instrukcja

warunkiem nastepujacym po if moze byé dowolne wyrazenie, ktére ma wartosé
true lub false. Jezeli warunek ma warto$é¢ true, wykonana bedzie instrukcja na-
stepujaca po then. W przeciwnym razie bedzie wykonana instrukcja nastepujaca
po else (jezeli wystepuje). Koszt instrukcji if jest to suma kosztéw niezbednych,
by obliczy¢ i sprawdzi¢ warto$¢ wyrazenia, plus koszt instrukcji nastepujacej po
then, lub instrukcji nastepujacej po else, zaleznie od tego, ktéra z nich faktycznie
jest wykonana.

3. Celem instrukcji while
while warunek do instrukcja
oraz instrukcji repeat
repeat instrukcja until warunek

jest tworzenie petli. W insrukcji while obliczana jest warto$¢ warunku nastepujace-
go po while. Jezeli warunek ma wartos¢ true, wykonywana jest instrukcja zadana
po do. Proces ten jest powtarzany, az wartoscia warunku stanie si¢ false. Gdy
warunek ma poczatkowo wartos¢ true, to wykonanie zadanej instrukcji spowoduje
kiedy$, ze uzyska on wartos¢ false, jezeli wykonanie instrukcji while ma sie za-
koniczyé. Koszt instrukcji while jest to suma kosztow obliczania wartosci warunku
tylekroé, ilekroé¢ obliczana jest ta wrtosé, plus suma kosztéw wykonania zadanej
instrukeji tylekro¢, ilekro¢ jest wykonywana.

Instrukcja repeat jest podobna, wyjawszy to, ze instrukcja nastepujaca po repeat
jest wykonywana zanim warunek bedzie poddany obliczaniu.

4. W instrukcji for

for zmienna <« wartos¢ poczatkowa step rozmiar kroku until wartos¢ konicowa
do instrukcja
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warto$¢ poczatkowa, rozmiar kroku i warto$¢ koncowa sa wyrazeniami. W przy-
padku, gdy rozmiar kroku jest dodatni, wymienionej zmiennej (zwanej indeks)
nadaje sie warto$¢ réwna wartosci wyrazenia, wymienionego jako warto$¢ poczat-
kowa. Jezeli warto$c ta przewyzsza wartosé konicowa, to wykonanie ulega zakoncze-
niu. W przeciwnym razie wykonywana jest instrukcja nastepujaca po do, wartosé
zmiennej jest zwigkszana o rozmiar kroku, a potem poréwnywana z wartoscia kon-
cowa. Proces ten jest powtarzany, az warto$¢ zmiennej przewyzszy wartosé¢ kon-
cowa. W przypadku, w ktérym rozmiar kroku jest ujemny, dzieje sie podobnie,
lecz zakonczenie nastepuje, gdy warto$¢ zmiennej jest mniejsza niz warto$é kon-
cowa. Koszt instrukcji for powinien by¢ oczywisty w $wietle wczesniejszej analizy
instrukcji while.

Powyzszy opis pomija zupelnie takie szczegoly, jak to, kiedy obliczane sa wartosci
wyrazen na wartos¢ poczatkowa, rozmiar kroku i wartosé koncowa. Niewykluczone
réwniez, ze wykonanie instrukcji nastepujacej po do modyfikuje wartos¢ wyraze-
nia na rozmiar kroku, a wtedy obliczanie wartosci wyrazenia na rozmiar kroku za
kazdym razem, gdy zmienna jest zwiekszana, wywiera inny efekt, niz obliczenie
rozmiaru kroku raz na zawsze. Od obliczenia wartosci dla rozmiaru kroku moze
réwmiez zaleze¢ wartosé¢ wyrazenia na wartosé koncowa, a zmiana znaku rozmiaru
kroku zmienia warunek zakonczenia. '3 Problemy te rozwiazujemy, powstrzymu-
jac sie od pisania programéw, ktoérych sens moze staé sie niejasny wskutek takich
zjawisk.

5. Przez poprzedzenie instrukcji etykieta, po ktérej nastepuje dwukropek, mozna
z kazdej instrukcji utworzy¢ instrukcje z etykietqg. Gléwnym zadaniem etykiety jest
oznaczenie celu dla instrukcji goto. Z etykieta nie jest zwiazany zaden koszt.

6. Instrukcja goto
goto etykieta

powoduje, ze jako nastepna jest wykonywana instrukcja z dang etykieta. Oznaczo-
nej ta etykieta instrukcji nie wolno byé wewnatrz instrukcji-bloku (7), chyba ze
instrukcja goto nalezy do tej samej instrukcji-bloku. Kosztem instrukcji goto jest
jeden. Instrukcje goto powinny by¢ uzywane oszczednie, poniewaz zwykle powodu-
ja, ze programy sa trudne do zrozumienia. Instrukcje goto stuza przede wszystkim
do wyskakiwania z instrukcji while.

7. Sekwencja instrukcji rozgraniczonych érednikami i osadzonych pomiedzy sto-
wami kluczowymi begin i end jest instrukcja zwana blokiem. Skoro blok jest in-
strukcja, moze by¢ uzywany wszedzie tam, gdzie mozna uzy¢ instrukeji. Program
na og6l bedzie blokiem. Koszt bloku jest to suma kosztow instrukeji wystepujacych
wewnatrz bloku.

8. Procedury. W jezyku Pidgin ALGOL procedury moga by¢ definiowane, a nastep-
nie wywolane. Procedury sa definiowane przez intrukcje definicji procedury, ktora
ma postac:

13 Ang. test for termination; (z.— (wk.)) x sign(rk.) — przyp. tlum.
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procedure nazwa (lista parametréw): instrukcja

Lista parametréw jest to ciag zwanych parametrami formalnymi nazw zmiennych.
Przykladowo nastepujaca instrukcja definiuje procedure funkcji, nazwang MIN:

procedure MIN(z, y):
if > y then return y else return z

Argumenty z i y sa parametrami formalnymi.

Procedury sa uzywane na jeden z dwéch sposobéw. Po pierwsze jako funkcje. Gdy
procedura funkcji jest zdefiniowana, moze by¢é wywolana w wyrazeniu przez uzy-
cie jej nazwy z pozadanymi argumentami. W takim przypadku ostatnia instrukcja
wykonang w procedurze musi by¢ instrukcja return 8(b). Instrukcja return po-
woduje obliczenie wartos$ci wyrazenia nastepujacego po stowie kluczowym return
i zakonczenie wykonania procedury. Wartoscia funkcji jest wartos¢ tego wyrazenia.
Na przyktad:
A« MIN(2 + 3, 7)

powoduje, ze A otrzymuje warto$é¢ 5. Wyrazenia 2 4+ 31 7 nazywane sa parametrami
aktualnymi tego wywolania procedury.

Druga metoda uzycia procedury pozwala wywotaé ja przez instrukcje wywotania
procedury 8(c). Instrukcja ta jest tylko nazwa procedury, po ktérej nastepuje li-
sta parametréw aktualnych. Instrukcja wywolania procedury moze modyfikowaé (i
zwykle to czyni) dane wywolujacego programu. Wywolana w ten sposéb procedura
nie wymaga instrukcji return w swej definicji. Dokonczenie wykonania ostatniej in-
strukecji w procedurze konczy wykonanie instrukeji wywotania procedury. Przykta-
dowo nastepujaca instrukcja definiuje procedure, nazwanag INTERCHANGE:

procedure INTERCHANGE(z, y):
begin

t «— x;

T = y;

y — t
end

Aby wywolaé te procedure, mozemy napisaé instrukcje wywolania procedury, taka
jak:

INTERCHANGE(A[i], A[j])

Istnieja dwie metody, ktérymi procedura moze komunikowaé sie z innymi proce-
durami. Po pierwsze przez zmienne globalne. Zakladamy, ze zmienne globalne sa
deklarowane domy$lnie w pewnym uniwersalnym $rodowisku. W tym S$rodowisku
istnieje otoczenie (subenvironment), w ktérej definiowane sa procedury.
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Druga z metod komunikacji z procedurami jest uzycie parametréow. ALGOL 60
postuguje sie wywotaniem przez wartos¢ i wywotaniem przez nazwe. W wywola-
niu przez warto$¢ parametry formalne procedury sa traktowane jak zmienne lo-
kalne, ktére inicjuje sie warto$ciami parametréow aktualnych. W wywolaniu przez
nazwe parametry formalne stuza do oznaczania miejsc w programie, parametry ak-
tualne podstawia si¢ za kazde wystapienie odpowiednich parametréw formalnych.
Dla prostoty odstapimy od ALGOLu 60 i uzyjemy wywolania przez odniesienie.
W wywolaniu przez odniesienie parametry sa przekazywane poprzez wskazniki do
parametréw aktualnych. Jezeli parametr aktualny jest wyrazeniem (badz stala),
to odpowiedni parametr formalny traktowany jest jak zmienna lokalna, inicjowa-
na wartoscia wyrazenia. Wobec tego koszt funkcji lub procedury (procedure-call)
w implementacji RAM lub RASP jest suma kosztéw wykonania instrukeji, ktore
nalezg do definicji procedury. Koszt i implementacja procedury, ktéra wywoluje
inne procedury, badz siebie sama, jest oméwiony w rozdziale 2.

9. Instrukcja read oraz instrukcja write maja jasny sens. Instrukcja read ma
koszt 1. Instrukcja write ma koszt jeden plus koszt obliczenia wartosci wyrazenia
nastepujacego po stowie kluczowym write.

10. Instrukcja comment pozwala na wstawianie uwag, ktére maja poméc w zro-
zumieniu programu i ma koszt zero.

11. Dodatkowo procz konwencjonalnych instrukcji jezyka programowania dotacza-
my w punkcie ,rézne” kazda instrukcje, ktéra pomaga zrozumieé algorytm lepiej,
niz czyni to réwnowazna sekwencja instrukcji jezyka programowania. Instrukcje
tego rodzaju uzywane sa wtedy, gdy szczegély implementacji sa badz nieistotne,
badz oczywiste, albo gdy pozadany jest wyzszy poziom opisu. Przyktadami czesto
uzywanych instrukcji dodatkowych sa:

a) niech a bedzie najmniejszym elementem zbioru S

b) oznacz element a jako "stary” 14

c) without loss of generality (wlg) zaldz, ze ... otherwise ... in instrukcja.
Na przyktad:

wlg zaldz, ze a < b otherwise zamien ci d in instrukcja

znaczy, ze jezeli a < b, to nalezy wykonaé instrukcje w zapisanej postaci.
Jezeli a > b, to nalezy wykona¢ instrukcje w postaci, w ktorej role ¢ i d
uleglty zamianie.

Implementacja tych instrukcji przez konwencjonalne instrukcje jezyka programo-
wania albo kod RAM jest bezposrednia, lecz pracochlonna. Przypisanie kosztu
instrukcjom tego rodzaju zalezy od kontekstu, w ktérym wystepuja. Dalsze ich
przyklady mozna znalezé w programach Pidgin ALGOLu, ktére zawiera ksiazka.

14Zaktadamy tym samym, ze istnieje tablica STATUS taka, ze STATUS[a] jest 1, jezeli a jest
7stary”, i 0, jezeli a jest "nowy”.
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Poniewaz zmienne na ogot nie beda deklarowane, powinnismy przyja¢ pewna umo-
we, co do zasiegu zmiennych. W danym programie lub procedurze nie uzywamy tej
samej nazwy dla dwoch réznych zmiennych. Stad zwykle za zasieg zmiennej moz-
na wziaé caly procedure lub program, w ktérym ta zmienna wystepuje.'®> Wazny
wyjatek stanowi wspélna baza danych, na ktoérej operuje kilka procedur. W ta-
kim przypadku zmienne bazy danych uznawane sa za globalne, natomiast zmien-
ne wykorzystywane przez procedury jako pamieé¢ tymczasowa przy operacjach na
wspolnej bazie danych uznaje sie za zmienne lokalne tych procedur. Jesliby mogto
wystapi¢ kiedy$ nieporozumienie co do zasiggu zmiennych, zostanie dostarczona
wyrazna deklaracja.

Cwiczenia

1.1 Udowodnié, ze g(n) jest O(f(n)), jezeli (a) f(n) > e dla pewnego € > 0
i wszystkich n, précz pewnego skonczonego zbioru n, i (b) istnieja state ¢; > 0
ice >0 takie, ze g(n) < c1f(n) + ¢z dla prawie wszystkich n > 0.

1.2 Piszemy f(n) < g(n), jezeli istnieje dodatnia stala ¢ taka, ze f(n) < cg(n)
dla wszystkich n. Udowodnié, ze jezeli f1 < g1 1 fo < g2, to f1+ f2 < g1+ ¢go.
Jakie inne wlasnosci przystuguja relacji <?

1.3 Poda¢ programy RAM, RASP i Pidgin ALGOLu dla nastepujacych zadan.
a) Oblicz n! dla danego wejscia n.
b) Czytaj n liczb calkowitych dodatnich, po ktérych nastepuje znacznik
korica (0), a nastepnie drukuj owe n liczb w posortowanym porzadku
(ang. sorted order).
c¢) Akceptuj wszystkie wejscia o postaci 1m2n°(.
1.4 Zbadaé ztozonosé czasowa i pamieciowa swoich odpowiedzi w ¢wiczeniu 1.3,
jezeli obowiazuje (a) koszt zuniformizowany (b) koszt logarytmiczny. Wyrazié
swoja miare ,wielkosci” danych.

*1.5 Napisa¢ program RAM o zlozonosci czasowej O(logn) przy koszcie zunifor-
mizowanym do obliczania n™. Udowodnié, ze program jest poprawny.

*1.6 Pokazaé, ze dla kazdego programu RAM o zlozonosci czasowej T'(n) przy
funkcji kosztu zuniformizowanego istnieje réwnowazny program RAM o zlo-
zonoéci czasowej O(T2(n)), ktéry nie zawiera instrukeji MULT i DIV. Wska-
zowka: Zasymulowa¢ MULT i DIV przez podprogramy, ktére na pamieé ro-
bocza wykorzystuja rejestry o numerach parzystych. Dla MULT pokazaé, ze
jezeli trzeba pomnozy¢ i przez j, to kazdy z I(j) iloczynéw czesSciowych oraz
ich sume mozna obliczyé¢ w O(I(j)) krokach, przy czym kazdy krok wymaga
czasu O(I(7)).

15Zachodza, pewne niezbyt istotne wyjatki od tego postanowienia. Na przyktad procedura moze
mieé¢ dwie niezagniezdzone instrukcje for, obie z indeksem i. Méwiac Scisle, zasiegiem indeksu
instrukcji for jest instrukcja for, wiec kazde z tych ¢ jest inng zmienna.
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*1.7

**1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13
*1.14

*1.15

1.16

*1.17

1.18

1.19

Co stanie si¢ z moca obliczeniowa RAM lub RASP, jezeli MULT i ADD
zostang usuniete z repertuaru instrukcji? Jak wplynie to na koszt obliczen?

Pokazaé, ze dowolny jezyk, akceptowany przez RAM, moze byé akceptowany
przez RAM bez adresowania pos$redniego. Wskazowka: Pokazaé, ze cala tasme
TM mozna zakodowaé w postaci jednej liczby catkowitej. Zatem dowolna
maszyna Turinga moze by¢ symulowana w skonczonej liczbie rejestréw RAM.

Pokazaé, ze przy kosztcie (a) zuniformizowanym i (b) logarytmicznym, RAM
i RASP sa réwnowazne z dokladnoscia do czynnika stalego ze wzgledu na
zlozonos¢ pamigciows.

Znalez¢ program liniowy, ktéry oblicza wyznacznik macierzy wymiaru 3 x 3,
dla danych, ktérymi jest dziewieé skalarnych elementéw tej macierzy.

Napisa¢ sekwencje operacji bitowych do obliczania iloczynu dwéch dwubito-
wych liczb catkowitych

Pokazaé, ze uklad funkcji obliczanych przez dowolny program liniowy o n in-
strukcjach, z binarnymi wejsciami i operatorami boolowskimi moze by¢ zreali-
zowany przez uktad logiczno-kombinatoryczny z n elementami boolowskimi.

Pokazaé, ze kazda funkcje boolowska oblicza pewien program liniowy.

Zalézmy, ze graf o n wierzcholkach jest reprezentowany przez zbiér wektorow
bitowych v;, gdzie v; ma j-ty element 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje kra-
wedZ prowadzaca od wierzcholka i do wierzchotka j. Znalezé algorytm Opy (n)
wyznaczania wektora pp, ktory ma 1 na pozycji j wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje droga taczaca 1 z wierzchotkiem j. Mozna uzywaé bitowych opera-
cji logicznych na wektorach bitéw, operacji arytmetycznych (na zmiennych,
ktore sa ,typu caltkowitego”), instrukcji, ktére ustawiaja w pewnych bitach
pewnych wektoréw 0 lub 1, oraz instrukcji, ktéra przypisuje j do zmiennej a,
jezeli bit 1 potozny najbardziej na lewo w wektorze v, znajduje si¢ na pozycji
7, 1 ustawia a = 0, jezeli v sktada sie z samych 0.

Opisa¢ maszyne Turinga, ktéra, majac dane dwie binarne liczby calkowite na
tasmach 1 i 2, drukuje sume tych liczb na tasmie 3. Mozna zalozy¢, ze lewe
konice tasm sg oznaczone specjalnym symbolem #.

Podaé ciag konfiguracji, w ktéry wchodzi TM z rysunku 1.21 (str. 37), otrzy-
mujac dane (a) 0010, (b) 01110.

Podaé¢ TM, ktora:

a) drukuje 0" na tagmie 2, jezeli zaczyna dzialanie z 0" na tasmie 1,

b) akceptuje dane o postaci 0m10m".
Podaé¢ zbior stanéw TM i funkcje nastepnego ruchu, ktére pozwolag TM sy-
mulowa¢ instrukcje RAM LOAD 3 tak, jak w dowodzie twierdzenia 1.3.

Podaé program RAM w O(n) krokach, ktéry oblicza 22" dla danego n. Jaki
jest koszt (a) zuniformizowany i (b) logarytmiczny tego programu?
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*1.20 Definiujemy g(m,n) przez g(0,n) = n i g(m,n) = 29("=17) dla m > 0.
Podaé program RAM do obliczania g(n,n) dla danego n. Jak maja sie do
siebie koszt zuniformizowany i logarytmiczny tego programu?

1.21 Wykonaé procedure INTERCHANGE z punktu 1.8 z parametrami aktualny-
mi 4, A[i], uzywajac wywolania przez nazwe, a nastepnie przez odniesienie.
Czy wyniki sa takie same?

Problem badawczy

1.22 Czy gérne ograniczenie O(T?(n)) czasu wymaganego przez maszyne Turinga
do symulacji RAM, jak w twierdzeniu 1.3, mozna poprawi¢?

Noty bibliograficzne

RAM i RASP znalazly ujecie formalne w pracach Shepherdson i Sturgis [1963],
Elgot i Robinson [1964], oraz Hartmanis [1971]. Wiekszo$¢ przedstawionych tu-
taj wynikéw, dotyczacych maszyn RAM i RASP, jest wzorowana na pracy Cook
i Reckshow [1973].

Maszyne Turinga zawdzieczamy pracy Turing [ 1936 |. Bardziej szcegélowy wyklad
tego pojecia mozna znalezé w pracach Minsky [1967], oraz Hopcroft i Ullman
[1969], tak samo jak odpowiedZ do ¢wiczenia 1.8. Zlozono$é czasowa maszyn Tu-
ringa byla po raz pierwszy badana w pracy Hartmanis i Stearns [1965], a zlozo-
no$¢ pamieciowa w pracach Hartmanis, Lewis i Stearns [ 1965 ] oraz Lewis, Stearns
i Hartmanis [1965]. Pojeciu zlozonosci obliczeniowej poswiecono wiele badan teo-
retycznych, poczynajac od pracy Blum [1967]. Przeglad mozna znalezé w pracach
Hartmanis i Hopcroft [1971], oraz Borodin [1973a]

Praca Rabin [1972] przedstawia interesujace rozszerzenie obliczeniowego modelu
drzewa decyzji.



