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drugi
Pierwszy algorytm

Mojzesz szybko uczyt sie arytmetyki i geometrii.

[...] Wiedze te czerpat od Egipcjan,

ktdrzy przedkfadali nauke matematyki ponad wszystko.
Filon z Aleksandrii, Zywot Mojzesza

Algorytm jest skoficzonym ciggiem krokéw sktadajgcych sie na wykonanie zadania obli-
czeniowego. Algorytmy sg tak blisko zwigzane z programowaniem komputeréw, ze wielu
ludzi znajacych to pojecie przyjmuje zapewne, ze idea algorytmu pochodzi z informatyki.
Jednakze algorytmy istnieja od — dostownie — tysiecy lat. W matematyce jest mndstwo
algorytmow, a niektérymi z nich postugujemy sie na co dzien. Nawet sposéb dodawania
dlugich liczb, ktérego ucza si¢ dzieci w szkole, jest algorytmem.

Mimo swej dlugiej historii pojecie algorytmu nie istniato od zawsze; musialo zosta¢
wynalezione. Cho¢ nie potrafimy okredli¢, kiedy powstaly pierwsze algorytmy, wiemy, ze
niektoére byly znane w Egipcie juz przed co najmniej czterema tysigcami lat.

E A S

Cywilizacja starozytnych Egipcjan skupiala sie wzdtuz Nilu, a ich rolnictwo zalezalo od
uzyzniajacych glebe wylewow tej rzeki. Rodzilo to trudnoé¢ tego rodzaju, ze po kazdej
powodzi wszystkie oznakowania granic poszczegolnych pol byty zmywane przez wode.
Do mierzenia odleglosci Egipcjanie uzywali sznuréw i opracowali procedury umozliwia-
jace powracanie do stanu zapisanego w rejestrach nieruchomosci i odtwarzanie ich granic.
Za zadanie to odpowiadata wybrana grupa kaptanow biegltych w owych matematycznych
metodach; zwano ich ,rozciagaczami sznuréw”. W pdzniejszych czasach Grecy zaczeli ich
nazywaé geometrami, czyli ,mierniczymi Ziemi”.

Niestety, dysponujemy niewieloma zapisami dokumentujacymi matematyczna wiedze
Egipcjan. Z tego okresu przetrwaly tylko dwa zrédla. Jednym z nich, na ktérym sie skon-
centrujemy, jest matematyczny papirus Rhinda, nazywany tak od nazwiska XIX-wiecznego
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20 Rozdziat 2. Pierwszy algorytm

szkockiego kolekcjonera, ktory kupit go w Egipcie. Jest to dokument z okoto 1650 roku
przed nasza era napisany przez skrybe o imieniu Ahmes. Zawiera seri¢ probleméw arytme-
tycznych i geometrycznych oraz kilka tabel stuzacych do obliczen. W tym zwoju zapisano
pierwszy odnotowany algorytm, metode szybkiego mnozenia, a takze drugi — do szyb-
kiego dzielenia. Zacznijmy od przyjrzenia si¢ algorytmowi szybkiego mnozenia, ktéry
(jak zobaczymy w dalszej czesci ksigzki) az do dzisiaj jest wazng metoda obliczeniows.

2.1. Mnozenie po egipsku

W egipskim systemie liczbowym, tak jak we wszystkich uzywanych przez starozytne cywili-
zacje, nie postugiwano sie zapisem pozycyjnym i nie istnial sposdb reprezentowania zera.
Wskutek tego mnozenie byto niezwykle trudne i tylko niewielu wyéwiczonych rachmistrzéw
potrafito je wykonywaé. (Wyobrazmy sobie mnozenie duzych liczb, gdy mamy do dyspo-
zycji tylko co$ w rodzaju rzymskich liczebnikéw).

Jak definiujemy mnozenie? Nieformalnie jest to ,dodawanie czego$ do siebie pewna
liczbe razy”. Formalnie mozemy zdefiniowa¢ mnozenie, rozbijajac je na dwa przypadki: mno-
zenie przez 1 i mnozenie przez liczbe wieksza od 1.

Mnozenie przez 1 definiujemy w ten sposob:

la=a. (2.1)

Teraz mamy do czynienia z przypadkiem, w ktorym chcemy obliczy¢ iloczyn liczniejszy
o jeden od juz obliczonego. Niektorzy czytelnicy moga dopatrzy¢ sie w tym postepowania
indukcyjnego; pdzniej skorzystamy z tej metody bardziej formalnie.

(n+1a=na+a. (2.2)

Jednym ze sposobow mnozenia a przez n jest n-krotne dodanie a do siebie. Jednak
w wypadku duzych liczb moze to by¢ skrajnie zmudne, gdyz wymaga n — 1 dodawan.
W C++ taki algorytm wyglada jak nizej':
int mnozenieO(int n, int a) {

if (n == 1) return a;

return mnozenieO(n - 1, a) + a;

}

Te dwa wiersze kodu odpowiadajg rownaniom 2.1 i 2.2. Zaréwno g, jak i n musza by¢
dodatnie, tak jak to bylo za czaséw starozytnych Egipcjan.

Algorytm opisany przez Ahmesa, wsréd starozytnych Grekéw znany jako ,mnozenie
egipskie”, a przez wielu wspolczesnych autoréw okreslany mianem ,algorytmu rosyjskich
chlop6w”?, zasadza sie na nastepujacym spostrzezeniu:

' Dla wygody czytania stosujemy w przekladzie wersje kodu z polskimi nazwami w pelnym alfabecie,
odmienianymi w tekscie; po usunieciu z liter znakéw diakrytycznych kod mozna ¢wiczy¢ na kompu-
terze — przyp. thum.
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Mnozenie po egipsku 21

4a = ((a+a)+a)+a
=(a+a)+(a+a).

To udoskonalenie opiera si¢ na prawie facznosci dodawania:
a+(b+c)=(a+Db)+c.

Umozliwia ono jednokrotne obliczenie a + a i zmniejszenie liczby dodawan.

Pomysl polega na potowieniu 7 i podwajaniu a, co prowadzi do konstruowania sumy
wielokrotnosci poteg 2. W tamtych czasach w opisach algorytmoéw nie postugiwano sie
zmiennymi w rodzaju a i n; autor podalby przyklad i skwitowatby go tak: ,, Tedy postepuj tak
samo z innymi liczbami”. Ahmes nie byl wyjatkiem. Przedstawit algorytm, pokazujac naste-
pujaca tabele mnozenia n = 41 przez a = 59:

1 v 59
2 118
4 236
8 v 472
16 944
32 v 1888

Kazda pozycja po lewej jest potega 2. Kazda pozycja po prawej jest wynikiem podwojenia
poprzedniej pozycji (poniewaz dodawanie czego$ do siebie jest wzglednie fatwe). Zaznaczone
wartosci odpowiadaja bitom 1 w dwojkowej reprezentacji liczby 41. Tablica w gruncie rzeczy
oznajmia, ze

41 x 59 =(1x59) + (8 x 59) + (32 x 59),

gdzie kazdy z iloczynéw po prawej stronie moze by¢ obliczony przez podwojenie 59 wia-
$ciwg liczbe razy.

W algorytmie trzeba sprawdza¢, czy n jest parzyste, czy nieparzyste, mozemy wiec
domniemywac, ze Egipcjanom znane bylo to rozrdznienie, cho¢ nie mamy na to bezpo-
$redniego dowodu. Natomiast wiedzieli o tym z pewnoscig starozytni Grecy, ktory twier-
dzili, ze nauczyli sie matematyki od Egipcjan. Oto jak zdefiniowali® oni liczby parzyste i nie-

s - . . . n.on
parzyste, jesli wyrazi¢ to w notacji wspolczesnej*: n = ) + ) = parzyste(n),

? Wielu informatykéw zaczerpnelo te nazwe ze Sztuki programowania Knutha, gdzie jest podane, ze
podrézujacy po XIX-wiecznej Rosji spotykali chtopéw uzywajacych tego algorytmu. Jednakze pierwsza
wzmianka o tym pochodzi z wydanej w 1911 roku ksigzki Sir Thomasa Heatha, ktory tak zauwaza: ,,Powie-
dziano mi, Ze jest dzi$ w uzyciu sposob (niektorzy mowia, ze w Rosji, lecz nie zdotatem tego sprawdzic) [...]”.

? Ta definicja wystepuje w pracy z I wieku zatytutowanej Wstep do arytmetyki, ksiega I, rozdzial VII,
autorstwa Nikomachosa z Gerazy. Pisze on: ,,Parzyste jest to, co mozna podzieli¢ na dwie réwne czeéci
bez jednosci posrodku, a nieparzyste jest to, czego nie da sie podzieli¢ na dwie réwne czgéci z powodu wyzej
wspomnianego wtracenia jednosci”.

4 Symbol strzalki ,,=” czytamy jako ,implikuje”. Zob. dodatek A, ktory zawiera zestawienie notacji
matematycznej stosowanej w ksigzce.
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22 Rozdziat 2. Pierwszy algorytm

n-1 n-1 .
n= Ty + > +1 = nieparzyste(n).

My oprzemy sie rowniez na tym wymaganiu:
nieparzyste(n) = potowa(n) = potowa(n — 1)°.

Oto jak mozemy wyrazi¢ algorytm mnozenia po egipsku w jezyku C++:

int mnozeniel(int n, int a) {
if (n == 1) return a;
int wynik = mnozeniel(potowa(n), a + a);
if (nieparzyste(n)) wynik = wynik + a;
return wynik;

}

Funkcje nieparzyste(x) mozemy latwo zaimplementowa¢, badajac najmniej znaczacy bit x,
a potowe(x) przez przesuniecie o jeden bit w prawo:
bool nieparzyste(int n) { return n & 0x1; }

int potowa(int n) { return n >> 1; }

Ile dodawan bedzie wykonanych w mnozeniul? W kazdym wywotaniu funkcji musimy
wykona¢ dodawanie wskazywane przez + w a + a. Poniewaz w trakcie rekursji polowimy
wartoé¢, wywotamy funkgje log n razy’. Czasami bedziemy tez musieli wykona¢ inne doda-
wanie, wskazane przez + wwynik + a. Tak wiec faczna liczba dodawan wyniesie

#.(n) = Llog n]+ (v(n) - 1),

gdzie v(n) oznacza liczbe jedynek w dwdjkowej reprezentacji n (licznik populacji, inaczej
licznik pop). Zredukowalismy zatem algorytm [o ztozonosci] O(n) do O(logn).

Czy to jest algorytm optymalny? Nie zawsze. Gdybysmy na przyktad chcieli pomnozy¢
przez 15, poprzedni wzér datby taki wynik:

#.(15)=3+4—-1=6.

A przeciez przez 15 mogliby$Smy pomnozy¢ z uzyciem tylko pieciu dodawan, korzystajac
z nastepujacej procedury:

int mnozenie_przez_15(int a) {

int b = (a +a) + a; // b == 3*a
int ¢ = b + b; // ¢ == 6*a
return (c + c) + b; // 12*a + 3*a

}

Taki cigg dodawan jest nazywany fanicuchem dodawan. Odkrylismy tu optymalny fanicuch
dodawan dla 15. Niemniej algorytm Ahmesa jest w wigkszosci sytuacji wystarczajaco dobry.

* Potowa w sensie ,,przepolowienia” liczby naturalnej, z odrzuceniem reszty 1 — przyp. thum.
® Zapis ,,log” oznacza w catej ksigzce logarytm przy podstawie 2, chyba ze okreslono inaczej.
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Ulepszenie alyorytmu 23
Cwiczenie 2.1. Znajdz optymalne faricuchy dodawan dla 1 < 100.

W ktéryms$ momencie czytelnik mogt zauwazy¢, ze niektére z tych obliczen datoby sie
wykonac jeszcze szybciej, gdybysmy w sytuacji gdy pierwszy argument jest wiekszy niz
drugi, odwrocili najpierw ich kolejnos¢ (na przykiad znacznie fatwiej byloby obliczy¢ 3 x 15
niz 15 % 3). To prawda, Egipcjanie tez o tym wiedzieli. Nie bedziemy jednak dodawa¢ tu tej
optymalizacji, poniewaz — jak zobaczmy w rozdziale 7 — zechcemy na koniec uogélni¢
nasz algorytm na przypadki, w ktérych argumenty sg réznych typow i kolejnos¢ argumen-
tow jest istotna.

2.2. Ulepszenie algorytmu

Nasza funkcja mnozeniel wypada dobrze, jezeli bierzemy pod uwage liczbe dodawan, jednak
wykonuje ona réwniez | log 1] rekurencyjnych wywotar. Poniewaz wywotania funkgji sa
kosztowne, chcieliby$my przeksztalci¢ program tak, aby unikna¢ tego wydatku.

Zasada, z ktorej tu skorzystamy, brzmi nastepujaco. Czesto latwiej jest wykonad wiecej
pracy niz mniej. W szczegdélnosci zamierzamy oblicza¢

r+ na,

gdzie r jest biezacym wynikiem, ktéry gromadzi czgsciowe iloczyny na. Inaczej mowiac,
zamierzamy wykona¢ mnozenie akumulacyjne zamiast samego mnozenia. Ta zasada
okazuje si¢ stuszna nie tylko w programowaniu, lecz réwniez w projektowaniu sprzetu
i w matematyce, gdzie czesto tatwiej jest udowodni¢ wynik ogélny niz konkretny.
Oto jak wyglada nasza funkcja mnozenie_akumulacyjne:
int mnozenie_akumulacyjneO(int r, int n, int a) {
if (n == 1) return r + a;
if (nieparzyste(n)) {
return mnozenie_akumulacyjneO(r + a, potowa(n), a + a);
} else {
return mnozenie_akumulacyjneO(r, pofowa(n), a + a);

}
}

Zachowuje ona niezmiennikr +na =r, +nya,, gdzie r,, n, i a, s poczatkowymi warto-
$ciami tych zmiennych.

Mozemy to jeszcze ulepszy¢, upraszczajac rekursje. Zauwazmy, ze dwa rekurencyjne
wywolania réznig si¢ tylko pierwszym argumentem. Zamiast dwdch rekurencyjnych wywo-
tan — dla przypadku parzystego i nieparzystego — po prostu zmodyfikujemy warto$¢ r,
zanim wykonamy nawroét, w taki oto sposéb:
int mnozenie_akumulacyjnel(int r, int n, int a) {

if (n == 1) return r + a;

if (nieparzyste(n)) r = r + a;

return mnozenie_akumulacyjnel(r, potowa(n), a + a);

}
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Obecnie nasza funkcja jest rekursja ogonows (ang. tail-recursive), tzn. wywotanie reku-
rencyjne wystepuje w niej tylko w wartosci zwracanej. Wkrétce zrobimy z tego uzytek.
Zauwazmy dwie rzeczy:

e nrzadko jest rowne 1;

e jesli n jest parzyste, nie ma sensu sprawdzaé, czy jest rowne 1.

Mozemy zatem dwukrotnie zmniejszy¢ liczbe poréwnan z 1, sprawdzajac najpierw nie-
parzystosc:
int mnozenie akumulacyjne2(int r, int n, int a) {
if (nieparzyste(n)) {
r=r+a;
if (n == 1) return r;

}

return mnozenie_akumulacyjne2(r, potowa(n), a + a);

}

Niektdrzy programisci sadza, ze w procesie optymalizacji wykonywanej przez kompilator
tego rodzaju przeksztalcenia zostana zrobione za nas, jednak nieczgsto jest to zgodne z prawdg;
kompilatory nie zamieniaja jednego algorytmu na inny.

To, co zrobiliémy do tej pory, jest calkiem niezle, lecz dazymy do calkowitego wyeli-
minowania rekursji, aby unikna¢ nakladéw zwiazanych z wywolywaniem funkgji. Jest to
tatwiejsze do osiagniecia, jesli rekursja w funkcji jest $cisle ogonowa.

Definicja 2.1. Procedura rekurencyjna z rekursja $cisle ogonowa to taka, w ktorej wszystkie
ogonowe wywolania rekurencyjne sa wykonane z parametrami formalnymi procedury
w roli odpowiednich argumentow.

To réwniez mozemy osiagnaé w prosty sposob, przypisujac pozadane wartosci zmien-
nym, ktére bedziemy przekazywa¢, zanim spowodujemy rekursje:

int mnozenie akumulacyjne3(int r, int n, int a){
if (nieparzyste(n)) {
r=r+a;
if (n == 1) return r;
}
n = potowa(n);
a=a+ta;
return mnozenie_akumulacyjne3(r, n, a);

}

Teraz juz fatwo to zamieni¢ na program iteracyjny przez zastapienie rekursji ogonowej
konstrukejg while(true):

int mnozenie akumulacyjne4(int r, int n, int a) {
while (true) {
if (nieparzyste(n)) {
r=r+a;
if (n == 1) return r;
}
n

= potowa(n);
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a=a+a;
}
}

Korzystajac z tak zoptymalizowanej funkcji mnozenia akumulacyjnego, mozemy napisac
nowa wersje mnozenia. Ta nowa wersja bedzie wywolywa¢ naszg pomocnicza funkcje
mnozenie_akumulacyjned:
int mnozenie2(int n, int a) {

if (n == 1) return a;

return mnozenie_akumulacyjne4(a, n - 1, a);

}

Zauwazmy, ze pomijamy jedng iteracje mnozenia_akumulacyjnego4, wywolujac je z wyni-
kiem juz ustawionym na a.

Wszystko to wyglada bardzo fadnie z wyjatkiem sytuacji, gdy # jest potega 2. Pierwsze,
co wykonujemy, to odjecie 1, co oznacza, ze mnozenie_akumulacyjne4 bedzie wywolywane
z liczbg, ktéra ma w rozwinieciu dwoéjkowym same jedynki — jest to najgorszy przypadek
w naszym algorytmie. Unikniemy tego, wykonujac zawczasu nieco pracy, gdy n jest parzy-
sta, polowiac ja (i podwajajac a) dopoty, dopdki nie stanie sie nieparzysta:
int mnozenie3(int n, int a) {

while (!nieparzyste(n)) {

a=a+a;
n = potowa(n);

1
if (n == 1) return a;
return mnozenie akumulacyjne4(a, n - 1, a);

}

Teraz jednak zauwazamy, ze zmuszamy funkcje mnozenie_akumulacyjne4 do wykonania
jednego niepotrzebnego sprawdzenia nieparzystosci n, poniewaz wywotujemy ja z liczbg
parzysta. Wykonamy wiec na argumentach jedno polowienie i podwojenie przed jej wywo-
taniem, dochodzac w ten sposdb do wersji ostatecznej:
int mnozenie4(int n, int a) {

while (!nieparzyste(n)) {

a=a+a;
n = potowa(n);

1

if (n == 1) return a;

// parzyste(n-1) = n-1=#1

return mnozenie akumulacyjne4(a, potowa(n - 1), a + a);

Przepisywanie kodu

Jak mozna bylo zobaczy¢ na przyktadzie wykonanych przez nas przeksztalcen, przepisywa-
nie kodu jest wazne. Nikt nie pisze dobrego kodu za pierwszym razem. Znalezienie najefek-
tywniejszego lub ogélnego sposobu wykonania czego$ wymaga wielu iteracji. Zaden progra-
mista nie powinien mie¢ jednoprzebiegowej mentalnosci.
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W czasie tego postepowania w ktoryms$ momencie mogta Ci przyjs¢ do gtowy taka mysl:
»Jedna operacja wigcej nie zrobi duzej réznicy”. Moze sie jednak okaza¢, ze Twoj kod bedzie
wykorzystywany ponownie wiele razy przez wiele lat. (Rzeczywisto$¢ dowodzi, ze prowi-
zorki w kodzie potrafig egzystowac catymi latami). Ponadto te taniutka operacje, ktorej w tej
chwili zaoszczedzasz, w przysztej wersji kodu ktos moglby zastapic¢ bardzo kosztowna.

Inng korzyscia z dgzenia do efektywnosci jest to, ze takie postepowanie wymusza na Tobie
glebsze zrozumienie problemu. Z kolei owo glebsze zrozumienie prowadzi do efektywniejszej
implementacji — dziata tu efekt spirali.

2.3. Przemyslenia zwiazane z rozdziatem

Uczacy si¢ elementarnej algebry maja upraszczaé wyrazenia tak dlugo, jak diugo sie da.
W naszych kolejnych realizacjach algorytmu mnozenia po egipsku przeszlismy podobny
proces, przeformutowujac kod w celu uczynienia go przejrzystszym i sprawniejszym. Kazdy,
kto programuje, musi nabra¢ nawyku podejmowania prob przeksztalcania kodu w dazeniu
do otrzymania ostatecznej jego postaci.

Zobaczyli$my, jak powstawata matematyka w starozytnym Egipcie i jak dzigki niej zyska-
li$my pierwszy znany algorytm. Nieco dalej w ksigzce powrdcimy do niego, aby go rozsze-
rzy¢. Na razie jednak przeskoczymy o tysiac lat do przodu, zeby przyjrze¢ si¢ odkryciom
matematycznym z czasow starozytnej Grecji.
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