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ROZDZIAL 3
Dopasowywanie funkgji do danych

Dzisiaj wszystko pasuje. Co bedzie jutro?

—H.

W tym rozdziale przedstawie podstawowe pojecia matematyczne lezace u podstaw wielu apli-
kacji sztucznej inteligencji, w tym matematycznych silnikow sieci neuronowych. Moim celem
jest zaprezentowanie czytelnikom nastepujacej struktury czesci problemu sztucznej inteli-
gencji, na ktdra sklada sie uczenie maszynowe:

Identyfikacja problemu

Problem zalezy od konkretnego przypadku uzycia: klasyfikowanie obrazéw, klasyfiko-
wanie dokumentéw, przewidywanie cen doméw, wykrywanie oszustw lub anomalii, re-
komendowanie nastepnego produktu, przewidywanie prawdopodobienstwa ponownego
popelnienia przestepstwa, przewidywanie wewnetrznej struktury budynku na podstawie
zewnetrznych zdje¢, konwertowanie mowy na tekst, generowanie dzwieku, generowanie
obrazéw, generowanie wideo itp.

Pozyskiwanie odpowiednich danych

Chodzi o szkolenie modeli tak, by postepowaty wlasciwie. Moéwimy, ze modele uczg sig
na podstawie danych. Nalezy zadba¢ o to, aby dane byly czyste, kompletne a w razie po-
trzeby, w zalezno$ci od konkretnego modelu, przeksztalcone (znormalizowane, ustanda-
ryzowane, z agregacja niektdrych cech itp.). Ten krok jest zwykle znacznie bardziej cza-
sochlonny niz implementacja i szkolenie modeli uczenia maszynowego.

Tworzenie funkcji hipotezy
Terminéw funkcja hipotezy, funkcja uczenia sig, funkcja przewidywania, funkcja szkolenia
imodel uzywamy zamiennie. Gléwnym zalozeniem jest to, ze funkcja matematyczna wej-
$cia-wyjécia wyjasnia obserwowane dane i mozna jg pozniej wykorzysta¢ do przewidy-
wania nowych danych. Przekazujemy modelowi okreslone cechy, np. codzienne nawyki
osoby, a model zwraca prognoze, np. prawdopodobienstwo bezproblemowej splaty po-
zyczki przez te osobe. W tym rozdziale przekazemy modelowi dltugo$¢ ryby, a on zwrdci

jej wage.
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Znalezienie liczbowych wartosci wag

Istnieje wiele modeli (wlacznie z sieciami neuronowymi), w ktérych funkcja szkoleniowa
ma nieznane parametry zwane wagami. Celem jest znalezienie na podstawie danych war-
toéci liczbowych tych wag. Po znalezieniu wartoéci wag mozna uzy¢ przeszkolonej funkeji
do tworzenia prognoz. Wystarczy przekaza¢ do wzoru przeszkolonej funkcji cechy no-
wego punktu danych.

Utworzenie funkcji bledu

Aby znalez¢ wartoéci nieznanych wag, tworzymy kolejng funkcje zwana funkcjg bledu,
funkcjg kosztu, funkcjg celu lub funkcjg straty (w dziedzinie sztucznej inteligencji kazde
pojecie ma trzy lub wigcej nazw). Taka funkcja powinna mierzy¢ pewien rodzaj odleglosci
miedzy Zrédtem prawdy a wygenerowanymi prognozami. Naturalnie chcemy, aby pro-
gnozy byly jak najblizej prawdy, wiec szukamy wartosci wag, ktére minimalizuja funkcje
straty. Z perspektywy matematyki rozwigzujemy problem minimalizacji. W istocie dzie-
dzina optymalizacji matematycznej jest dla sztucznej inteligencji niezbedna.

Wybdr wzordéw matematycznych

W tym procesie to my jeste$my inzynierami, wiec to my decydujemy o wzorach matema-
tycznych dla funkgji szkoleniowych, funkeji strat, metod optymalizacji i komputerowych
implementacji. R6zni inzynierowie stosuja rdzne procesy i maja rézne wyniki wydajnosci.
Nie ma w tym niczego niewlasciwego. Ostatecznie sedzig jest wydajnos¢ wdrozonego
modelu, a wbrew powszechnemu przekonaniu modele matematyczne s elastyczne i gdy
zajdzie potrzeba, mozna je dostosowywaé i modyfikowa¢d. Kluczowe znaczenie ma mo-
nitorowanie wydajnoéci po wdrozeniu.

Znajdz sposob na wyszukiwanie minimalizatoréow

Poniewaz celem jest znalezienie warto$ci wag, ktére minimalizujg bfad miedzy przewidy-
waniami modelu a prawda, trzeba znalez¢ skuteczny matematyczny sposéb wyszukiwania
minimalizatorow: specjalnych wartosci wag, ktore generuja najmniejszy btad. Kluczowa
role w tym procesie odgrywa metoda zstepowania gradientowego. Jest to prosta metoda
polegajaca na obliczeniu pierwszej pochodnej funkcji btedu. Daje to jednak spore mozli-
wosci. Jest to jeden z powoddw, dla ktorych spedzilismy potowe zaje¢ z rachunku réz-
niczkowego na obliczaniu pochodnych (i gradientu — jest to pierwsza pochodna w wyzszych
wymiarach). Istnieja réwniez inne metody, ktére wymagaja obliczenia dwoch pochod-
nych. Spotkamy si¢ z nimi w dalszej czg$ci ksigzki. Kiedy to nastgpi, wymienie korzysci
i wady korzystania z metod wyzszego rzedu.

Wykorzystanie algorytmu propagacji wstecznej
Kiedy zbiory danych sg ogromne, a model jest warstwowg siecig neuronows, trzeba zna-
lez¢ skuteczny sposob na obliczenie tej jednej pochodnej. Do tego celu mozna wykorzy-
sta¢ algorytm wstecznej propagacji. Zagadnienia zwigzane ze zstepowaniem gradiento-
wym i propagacja wsteczng omdéwie w rozdziale 4.

Regularyzacja funkcji
Jesli funkcja uczenia zbyt dobrze pasuje do danych, to nie bedzie dobrze dziata¢ na nowych
danych. Funkcja o zbyt dobrym dopasowaniu do danych wykrywa szumy w danych razem
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z sygnatem (na przyktad funkcja po lewej stronie na rysunku 3.1). Dazymy do tego, aby nie
wykrywa¢ szuméw. Do tego celu potrzebna jest regularyzacja. Istnieje wiele matema-
tycznych sposobdw na regularyzacje funkcji, co oznacza jej wygtadzenie oraz wyelimino-
wanie oscylacji i nieregularnosci. Ogoélnie rzecz biorac, funkcja, ktéra podaza za szumami
w danych, ma zbyt wiele oscylacji. Potrzebne sg bardziej regularne funkcje. Techniki regula-
ryzacji omowie w rozdziale 4.

0.20 020

0.15 015

0.10 010

0.05 0.05

Rysunek 3.1. Po lewej: funkcja dopasowania idealnie pasuje do danych; nie jest to jednak dobra funkcja
prognozowania, poniewaz dopasowuje szumy w danych zamiast gléwnego sygnatu. Po prawej: bardziej
regularna funkcja dopasowana do tego samego zbioru danych. Uzycie tej funkcji zamiast funkcji z lewej
czesci wykresu zapewni lepsze prognozy, nawet jesli funkcja po lewej lepiej pasuje do punktow danych

W kolejnych podrozdziatach zbadamy strukture problemu sztucznej inteligencji z wykorzy-
staniem rzeczywistych, ale prostych zestawéw danych. W kolejnych rozdziatach przekonamy
sie, jak te same pojecia uogélniajg sie na znacznie bardziej skomplikowane zadania.

Tradycyjne i bardzo przydatne modele
uczenia maszynowego

Wszystkie dane uzyte w tym rozdziale sa oznaczone etykietami z wykorzystaniem Zrédet
prawdy, a celem tworzonych modeli jest przewidywanie etykiet nowych (niezaobserwowa-
nych) i nieoznaczonych danych. Jest to uczenie nadzorowane.

W kilku kolejnych podrozdziatach sprébuje dopasowa¢ funkcje szkoleniowe do oznaczonych
danych przy uzyciu wymienionych ponizej popularnych modeli uczenia maszynowego. Chociaz
wiele styszy si¢ o najnowszych i najlepszych osiagnieciach w dziedzinie sztucznej inteligencji,
w typowym Srodowisku biznesowym najlepiej zacza¢ od nastepujacych, bardziej tradycyj-
nych modeli:
Regresja liniowa

Prognozowanie wartosci liczbowych.
Regresja logistyczna

Przyporzadkowanie do dwoch klas (klasyfikacja binarna).
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Regresja softmax
Przyporzadkowanie do wielu klas.

Maszyny wektoréw nosnych

Przyporzadkowanie do dwoch klas lub regresja (przewidywanie wartoéci liczbowej).

Drzewa decyzyjne

Przyporzadkowywanie do dowolnej liczby klas lub regresja (przewidywanie warto$ci
liczbowej).

Lasy losowe

Przyporzadkowywanie do dowolnej liczby klas lub regresja (przewidywanie warto$ci
liczbowej).

Zespoty modeli

Laczenie wynikéw wielu modeli poprzez uérednianie wartosci prognoz, glosowanie na
najpopularniejsza klase lub zastosowanie innego mechanizmu aczenia.

Klasteryzacja k-$rednich
Przyporzadkowywanie do dowolnej liczby klas lub regresja.

W celu poréwnania wydajnoséci wyprobowujemy wiele modeli na tych samych zestawach da-
nych. W rzeczywistym $wiecie rzadko sie zdarza, aby jakikolwiek model zostat wdrozony bez
uprzedniego poréwnania go z wieloma innymi modelami. Taka jest natura branzy sztucznej
inteligencji. Obliczenia wymagaja duzej mocy obliczeniowej, dlatego trzeba korzystaé z obli-
czen rownoleglych, ktére pozwalajg na szkolenie wielu modeli jednocze$nie (z wyjatkiem mo-
deli, ktore s3 budowane i ulepszane na podstawie innych modeli, jak w przypadku stackingu;
w takiej sytuacji nie mozna korzystac z obliczen réwnoleglych).

Zanim zaglebimy sie w jakiekolwiek modele uczenia maszynowego, chce zwréci¢ uwage, ze
wedlug relacji wielu oséb zaledwie 5% czasu analitykéw danych czy badaczy sztucznej inteli-
gencji zajmuje szkolenie modeli uczenia maszynowego. Wiekszo$¢ czasu pochlaniajg czyn-
nosci wykonywane przed wprowadzeniem danych do modeli uczenia maszynowego: pozy-
skiwanie danych, oczyszczanie ich, organizowanie, tworzenie odpowiednich potokéw dla
danych itp. Uczenie maszynowe jest zatem tylko jednym z etapéw procesu produkcyjnego
i gdy dane s3 gotowe do szkolenia modelu, jest to tatwy krok. W dalszej czesci tej ksigzki pokaze,
jak dzialaja modele uczenia maszynowego: wigkszo$¢ matematyki, ktdrej trzeba uzy¢, dotyczy
wlasnie tych modeli. Badacze sztucznej inteligencji zawsze staraja si¢ ulepsza¢ modele ucze-
nia maszynowego i automatycznie dopasowywac je do potokéw produkcyjnych. Dlatego
wazne jest dokladne poznanie calego potoku, poczawszy od surowych danych (wlacznie
z magazynowaniem, sprzetem, protokotami zapytan itp.), a skonczywszy na wdrozeniu i mo-
nitorowaniu. Zapoznanie si¢ z uczeniem maszynowym to tylko czes¢ wiekszej i bardziej in-
teresujacej historii.

Zaczne od regresji, poniewaz idee regresji maja podstawowe znaczenie dla wigkszosci omo-
wionych pdzniej modeli sztucznej inteligencji i ich zastosowan. W przypadku regresji liniowej
minimalizujace wagi znajdujemy przy uzyciu metody analitycznej. W ten sposob wyznacza sie
wyrazny wzor na pozadane wagi bezposrednio w kategoriach zestawu danych szkoleniowych
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i jego docelowych etykiet. Takie jednoznaczne rozwigzanie analityczne jest mozliwe dzigki
prostocie modelu regresji liniowej. Wigkszo$¢ innych modeli nie ma tak jednoznacznych roz-
wigzan, a znalezienie minimalizatoréw wymaga zastosowania metod numerycznych, wséréd
ktérych niezwykle popularne jest zstepowanie gradientowe.

W regresji i wielu innych modelach, wlacznie z sieciami neuronowymi, ktérymi zajme si¢
w kilku nastepnych rozdziatach, nalezy zwrdci¢ uwage na nastepujaca sekwencje procesu mo-
delowania:

1. Funkgja szkoleniowa.
2. Funkgja straty.
3. Optymalizacja.

Rozwigzania numeryczne a rozwigzania analityczne

Nalezy zda¢ sobie sprawe z réznic miedzy rozwigzaniami numerycznymi i analitycznymi pro-
bleméw matematycznych. Problemem matematycznym moze by¢ cokolwiek, np.:

e Znalezienie minimalizatora okreslonej funkcji.

e Znalezienie najlepszego sposobu na podréz z miejsca A do miejsca B przy ograniczonym
budzecie.

o Znalezienie najlepszego sposobu zaprojektowania i odpytywania hurtowni danych.

o Znalezienie rozwigzania réwnania matematycznego (gdzie lewa strona wyrazenia mate-
matycznego jest rowna jego prawej stronie). Moga to by¢ réwnania algebraiczne, réwna-
nia rézniczkowe zwyczajne, réwnania rézniczkowe czastkowe, réwnania catkowo-roz-
niczkowe, uktady réwnan lub dowolne réwnania matematyczne. Ich rozwigzania moga
by¢ statyczne lub moga ewoluowa¢ w czasie. Mozna w nich modelowa¢ wszystko ze $wiata
fizycznego, biologicznego, spoleczno-ekonomicznego lub naturalnego.

Oto slownictwo:

Numeryczne

Dotyczy liczb.

Analityczne
Dotyczy analizy.

Z reguly rozwigzania numeryczne sg znacznie tatwiejsze do uzyskania i znacznie bardziej do-
stepne niz rozwigzania analityczne, pod warunkiem ze dysponujemy wystarczajacg mocg ob-
liczeniowg do symulacji i obliczenia tych rozwigzan. Aby uzyskaé rozwigzanie numeryczne,
zazwyczaj wystarczy zdyskretyzowaé pewne ciggle przestrzenie i (lub) funkgje, czyli zamieni¢
kontinuum na zbiér punktéw (co czasami wymaga zastosowania do$¢ wymyslnych sposobow)
i obliczy¢ warto$¢ funkcji na podstawie tych dyskretnych wielkosci. Jedynym problemem
zwigzanym z rozwigzaniami numerycznymi jest to, ze s3 one jedynie rozwigzaniami przybli-
zonymi. Jesli nie sa poparte oszacowaniami dotyczacymi tego, jak mocno réznig si¢ od
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rzeczywistych rozwigzan analitycznych i jak szybko zbiegaja si¢ do tych rzeczywistych roz-
wigzan (co z kolei wymaga matematycznego zaplecza i analizy), rozwigzania numeryczne nie
sg dokladne. Dostarczaja jednak niezwykle przydatnych informacji zwigzanych z rzeczywi-
stymi rozwigzaniami. W wielu przypadkach rozwigzania numeryczne sg jedynymi dostepnymi,
a wiele dziedzin nauki i inzynierii w ogole nie posuneloby si¢ do przodu, gdyby nie polegaty
na numerycznych rozwigzaniach ztozonych probleméw. Gdyby w tych obszarach czekano na
rozwigzania analityczne i dowody — lub méwiac inaczej: az teoria matematyczna nadrobi
zaleglo$ci — postep w nich bylby bardzo powolny.

Z drugiej strony rozwigzania analityczne sg dokladne, solidne i poparte rozbudowang teorig
matematyczng. Towarzyszg im twierdzenia i dowody. Gdy dostepne sa rozwigzania anali-
tyczne, sg one bardzo wydajne. Nie s3 one jednak tatwo dostepne, czasem wrecz niemozliwe
do zdobycia, a ponadto wymagaja glebokiej wiedzy i doswiadczenia w takich dziedzinach jak
rachunek rézniczkowy, analiza matematyczna, algebra, teoria réwnan rézniczkowych itp.
Metody analityczne sa jednak niezwykle cenne w opisywaniu waznych wlasciwosci rozwigzan
(nawet jesli rozwigzania jawne nie sa dostepne), sterowaniu technikami numerycznymi i do-
starczaniu podstawowych prawd do poréwnywania przyblizonych metod numerycznych
(w tych szczgsliwych przypadkach, gdy te rozwigzania analityczne s3 dostepne).

Niektdrzy badacze sa $cisle analityczni i teoretyczni, inni $cisle numeryczni i obliczeniowi,
a najlepszg postawg jest zajecie miejsca gdzie$ pomiedzy, kiedy mamy przyzwoite rozumienie
analitycznych i numerycznych aspektéw probleméw matematycznych.

Regresja — przewidywanie wartosci liczbowe;j

Szybkie wyszukiwanie w witrynie Kaggle (https://www.kaggle.com/) zestawéw danych do re-
gresji zwraca wiele doskonatych zbioréw danych i powigzanych z nimi notatnikéw. Losowo
wybratam prosty zestaw danych Fish Market (https://www.kaggle.com/datasets/vipullrathod/
fish-market), ktérego uzyjemy do wyjasnienia zastosowanych ponizej regul matematycznych.
Naszym celem jest zbudowanie modelu, ktéry przewiduje wage ryby na podstawie pieciu réz-
nych pomiaréw jej dlugosci lub cech, oznaczonych w zestawie danych jako Lengthl (dtugo$¢),
Length2, Length3, Height (wysoko$¢) i Width (szeroko$¢) — patrz rysunek 3.2. Dla uprosz-
czenia zdecydowaltam si¢ nie wlaczaé do tego modelu cechy kategorialnej, Species (gatunek),
mimo ze mozna by to zrobi¢ (wplynetoby to na lepsze prognozy, poniewaz gatunek ryby jest
dobrym predyktorem jej wagi). Gdybym zdecydowala si¢ uwzgledni¢ ceche Species, musieliby$my
przekonwertowac jej warto$ci na wartosci liczbowe z wykorzystaniem kodowania one-hot,
co oznacza dokladnie to, na co wyglada: przypisanie kazdemu gatunkowi ryby kodu sktada-
jacego sie z jedynek i zer. Cecha Species obejmuje siedem kategorii: Perch (okon), Bream (leszcz),
Roach (plo¢), Pike (szczupak), Smelt (stynka), Parkki i Whitefish (sieja). Zatem szczupaka za-
kodowaliby$my jako (0,0,0,1,0,0), natomiast leszcza jako (0,1,0,0,0,0). Oczywiscie dodatoby
to siedem dodatkowych wymiaréw do przestrzeni cech modelu i siedem dodatkowych wag
do przeszkolenia.
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Species Weight Length1 Length2 Length3 Height Width
0 Bream 242.0 23.2 254 30.0 11.5200 4.0200
1 Bream 290.0 24.0 26.3 31.2 12.4800 4.3056
2 Bream 340.0 23.9 26.5 31.1 12.3778 4.6961
3 Bream 363.0 26.3 29.0 33.5 12.7300 4.4555
4 Bream 430.0 26.5 29.0 34.0 12.4440 5.1340

Rysunek 3.2. Pierwsze piec wierszy zestawu danych Fish Market pobranych z serwisu Kaggle. Kolumna
Weight (waga) jest cechg docelowg. Chcemy zbudowac model, ktory przewiduje wage ryby na podstawie
pomiaréw jej dtugosci

Aby zaoszczedzi¢ pisania, oznaczymy pie¢ cech jako xi, x2, x3, x4 1 Xs, @ nastepnie zapiszemy
wage ryb jako funkcje tych pieciu cech, y = f(x1, %2, X3, x4, X5). W ten sposéb po ustaleniu
akceptowalnego wzoru dla funkgji trzeba jedynie wprowadzi¢ wartosci cech dla okre$lone;j
ryby, a funkcja wyéwietli przewidywang wage tej ryby.

Ten podrozdzial buduje fundament dla pozostalej jego czesci, nalezy zatem zwrdci¢ baczng
uwage na to, jak jest zorganizowany:

Funkcja szkoleniowa

o Modele parametryczne kontra modele nieparametryczne.

Funkcja straty
o Warto$¢ przewidywana a warto$¢ rzeczywista.
o Odleglos¢ wartosci bezwzglednej w stosunku do odleglosci podniesionej do kwadratu.
o Funkgje z osobliwo$ciami (punktami krytycznymi).
o W przypadku regresji liniowej funkcjg straty jest blad sredniokwadratowy.
o Wektory w tej ksigzce sa zawsze wektorami kolumnowymi.
 Podzbiory szkoleniowe, walidacyjne i testowe.
o Gdy dane szkoleniowe majg wysoce skorelowane cechy.
Optymalizacja
 Krajobrazy wypukle kontra krajobrazy niewypukte.
« Jak zlokalizowa¢ minimalizatory funkgji?
» Rachunek w pigulce.
o Przyktad optymalizacji jednowymiarowej.
o Czesto uzywane pochodne wyrazen algebry liniowej.

» Minimalizacja funkgji straty btedu $redniokwadratowego.
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» Uwaga: mnozenie duzych macierzy przez siebie jest bardzo kosztowne obliczeniowo —

zamiast tego nalezy mnozy¢ macierze przez wektory.

o Uwaga: nigdy nie nalezy zbyt $cisle dopasowywaé danych szkoleniowych.

Funkcja szkoleniowa

Szybka eksploracja danych, jak w przypadku wykreslania wagi wzgledem réznych cech dtu-
godci, pozwala zatozy¢ model liniowy (chociaz w tym przypadku model nieliniowy méglby
by¢ lepszy). Oznacza to, ze przyjelismy zalozenie, Ze waga zalezy liniowo od cech dlugosci
(rysunek 3.3).
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Rysunek 3.3. Wykresy rozrzutu numerycznych cech zbioru danych Fish Market. Wiecej szczegotow
mozna znaleZ¢ na stronie GitHub ksigzki (https://github.com/halanelson/Essential-Math-For-AI) lub
w niektorych publicznych notatnikach w serwisie Kaggle (https://www.kaggle.com/aungpyaeap/

fish-market/code) powigzanych z tym zbiorem danych
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Oznacza to, ze wage ryby, y, mozna obliczy¢ za pomoca liniowej kombinacji jej pieciu réz-
nych pomiaréw dlugosci, plus wyraz bledu systematycznego wo, co daje nastepujaca funkcje
szkoleniowy:

Y = Wy + w1Xq + WoyXy + W3X3 + WyXy + W5Xs

Gdy po podjeciu gtéwnej decyzji w procesie modelowania chce sie uzy¢ liniowej funkeji szko-
leniowej flx1,%2,%3,%4,%s), trzeba jedynie znalez¢ odpowiednie warto$ci parametrow wo, wi, wo,
w3, w4 1 ws. Najlepsze wartosci dla parametréw w poznamy na podstawie danych. Proces ko-
rzystania z danych w celu znalezienia odpowiednich warto$ci w nazywany jest szkoleniem
modelu. Przeszkolony model to taki, w ktdrym znaleziono wartosci w.

Ogolnie rzecz biorac, funkcje szkoleniowe, zaréwno liniowe, jak i nieliniowe, w tym te repre-
zentujace sieci neuronowe, maja nieznane parametry w, ktérych model musi sie nauczy¢ na
podstawie danych. W przypadku modeli liniowych kazdy parametr nadaje kazdej z cech okre-
$long wage w procesie przewidywania. Jesli wiec warto$¢ w, jest wieksza niz warto$¢ ws, to przy
zalozeniu, ze druga i pigta cecha maja poréwnywalne skale, druga cecha odgrywa w przewi-
dywaniu wazniejsza role niz piata. Jest to jeden z powod6w, dla ktorych przed przystapieniem
do uczenia modelu nalezy skalowa¢ lub normalizowa¢ dane. Z drugiej strony, jesli warto$¢ w;
zwigzana z trzecig cechg zaniknie, czyli stanie sie zerowa lub nieistotna, to trzecig ceche
w zbiorze danych mozna pomina¢, poniewaz nie odgrywa ona w przewidywaniu zadnej roli.
Dlatego uczenie si¢ parametréw w na podstawie danych pozwala matematycznie obliczy¢
wkiad kazdej cechy w prognozy (albo znaczenie kombinacji cech, jesli przed szkoleniem, na
etapie przygotowania danych, niektdre cechy zostaly polaczone). Inaczej méwiac, modele
ucza sie, w jaki sposdb cechy danych oddziatuja na siebie i jak silne s te interakcje. Wniosek
jest taki, ze dzieki przeszkolonej funkeji uczenia mozna ilosciowo okresli¢, w jaki sposdb cechy
tacza sie ze sobg w celu uzyskania zaréwno zaobserwowanych, jak i jeszcze niezaobserwowa-
nych wynikéw.

Modele parametryczne kontra modele nieparametryczne

Model, ktéry ma wbudowane we wzdr parametry (nazywamy je wagami), takie jak w w bie-
zacym modelu regresji liniowej:

Y = wo+ w1X; + WXy + W3X3 + WaXy + WsXg

(a pdzniej w w sieciach neuronowych), nazywany jest modelem parametrycznym. Oznacza
to, ze wzdr funkgji szkoleniowej ustalamy przed faktycznym szkoleniem, a cate szkolenie
polega na wyszukaniu parametréw wykorzystywanych we wzorze. Ustalenie wzoru z wy-
przedzeniem to analogiczne dziatanie do okre$lenia rodziny, do ktdrej nalezy funkcja szko-
leniowa, a znalezienie warto$ci parametréw okresla czlonka tej rodziny, ktory najlepiej wy-
jasnia dane.

Modele nieparametryczne, takie jak drzewa decyzyjne i lasy losowe, ktére omoéwie w dalszej
czedci tego rozdzialu, nie okre$laja z wyprzedzeniem wzoru na funkcje szkoleniows wraz
z jej parametrami. Kiedy wiec szkolimy model nieparametryczny, nie wiemy, ile parametréw
bedzie miat przeszkolony model. Model dostosowuje si¢ do danych i okresla wymagana
liczbe parametréw w zaleznosci od danych. Ostroznie, juz stycha¢ dzwony nadmiernego
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dopasowania! Przypomne, ze zbytnie dopasowanie modeli do danych jest niekorzystne, po-
niewaz takie modele moga nie by¢ wlasciwie uogélnione w odniesieniu do danych niezaob-
serwowanych. Modelom nieparametrycznym zwykle towarzysza techniki, ktére pomagaja
unikng¢ nadmiernego dopasowania.

Zaréwno modele parametryczne, jak i nieparametryczne majg inne parametry zwane hiper-
parametrami, ktore réwniez trzeba dostroi¢ podczas procesu uczenia. Nie sa one jednak
wbudowane we wzor funkgji szkoleniowej (i nie s rowniez czescig wzoru w modelu niepa-
rametrycznym). W tej ksigzce spotkamy si¢ z wieloma hiperparametrami.

Funkgja straty

Przekonali$my sie, ze nastepnym logicznym krokiem jest znalezienie odpowiednich wartosci
dla parametréw w pojawiajacych si¢ w funkeji szkoleniowej (liniowego modelu parametrycz-
nego) przy uzyciu danych, ktére posiadamy. Aby to zrobic, trzeba zoptymalizowac odpowiednig
funkcje straty.

Wartos¢ przewidywana a wartos¢ rzeczywista

Zalézmy, ze przypisujemy losowe wartosci liczbowe dla kazdej z nieznanych wartosci wo, wi,
w>, W3, ws 1 ws — na przyklad wo = -3, w1 = 4, w2 = 0,2, w3 = 0,03, ws = 0,4 i ws = 0,5. W takim
przypadku wzoér na liniowa funkcje szkoleniowa y = wo + wiX1 + waXxz + WaXs + WXy + WsXs
przyjmuje nastepujaca postac:
y =—=3+4x; + 0,2x, + 0,03x3 + 0,4x, + 0,5x5

a model jest gotowy do prognozowania. Aby uzyska¢ przewidywang warto$¢ wagi ryby i,
wystarczy podstawi¢ wartosci liczbowe dla cech dlugosci tej ryby. Na przyklad pierwsza ryba
w zestawie danych to leszcz, dla ktérego pomiary dlugosci wynoszg x{ = 23,2, x5 = 25,4,
x3 =30,x} = 11,52,ix¢ = 4,02. Po podstawieniu tych wartosci do funkcji szkoleniowej
otrzymujemy prognoze wagi tej ryby:

yplrognoza = Wy + wlxll + wa% + (1)3X§ + 0.)4_Xi + (L)5X51
—3 + 4(23,2) + 0,2(25,4) + 0,03(30) + 0,4(11,52) + 0,5(4,02)
= 102,4 grama

Ogolnie rzecz biorac, wzor na wagg i-tej ryby jest nastepujacy:
ylfzeczywista =wo t+ (1)1Xi. + w2x§ + a)3x§ + w4x4il— + wsxé

Analizowana ryba ma jednak pewna prawdziwg wage, yfzeczywista , ktéra w przypadku przyna-
leznosci do oznaczonego zbioru danych jest jej etykieta. W przypadku pierwszej ryby w ze-
stawie danych rzeczywista waga wynosi yrizeczywista = 242 gramy. Model liniowy z losowo wy-
branymi warto$ciami w przewidywal wage 102,4 grama. Prognozowana warto$¢ jest oczywiscie
doé¢ odlegta od rzeczywistej, poniewaz w ogole nie skalibrowaliémy wartoéci w. W kazdym
przypadku mozna zmierzy¢ btad miedzy waga przewidziana przez model a waga rzeczywista,
a nastepnie znalez¢ sposob na uzyskanie lepszych wartoéci parametréw w.
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Odlegtos¢ bezwzgledna a odlegtos¢ podniesiona do kwadratu

Jedna z interesujacych wlasnosci matematyki jest istnienie wielu sposobéw mierzenia odle-
glo$ci miedzy przedmiotami, z wykorzystaniem réznych miar odleglosci. Na przyktad mozna
naiwnie zmierzy¢ odlegto$¢ miedzy dwiema wielko$ciami jako 1, jedli sg rozne, i 0, jesli sg
takie same, poprzez zakodowanie stow: rézne = 1, podobne = 0. Oczywiscie, gdy skorzystamy
z takiej naiwnej metryki, stracimy mnostwo informacji, poniewaz odlegto$¢ miedzy takimi
wielko$ciami jak 2 i 10 bedzie réwna odleglosci miedzy 2 a 1 milionem, czyli bedzie wynosita 1.

W uczeniu maszynowym istnieje kilka popularnych metryk odlegloéci. Najpierw przedsta-
wimy dwie najczesciej uzywane:

o Odlegto$¢ bezwzgledna: |ypmgnoza — yrzeczywism| wynikajaca z funkcji wartoéci bez-
wzglednej |x|.

o Odlegto$¢ kwadratowa: | Yprognoza — yrzeczywism|2 wynikajaca z funkeji rachunku réz-
niczkowego |x|? (ktora dla wartosci skalarnych jest rGwnowazna funkeji x2). Oczywiscie
spowoduje to rowniez podniesienie jednostek do kwadratu.

Wystarczy spojrze¢ na wykresy funkgji |x| i ¥* na rysunku 3.4, aby zauwazy¢ duza réznice
w gtadkosci funkcji w punkcie (0, 0). Funkcja |x| zalamuje si¢ w tym punkcie, co czyni ja
nier6zniczkowalng w punkcie x = 0. Ta osobliwos¢ funkgji |x| w punkcie x = 0 powoduje, ze
wiele 0s6b (i matematykéw!) odrzuca mozliwo$¢ uwzglednienia tej funkeji lub funkeji z po-
dobnymi osobliwo$ciami w swoich modelach. Nalezy jednak zapamieta¢ ponizsza zasade.

Modele matematyczne sq elastyczne. Kiedy napotkasz przeszkode, sprobuj
przeanalizowa¢ problem dokladniej, aby zrozumie¢, co si¢ dzieje, a nastepnie
obejdz te przeszkode.

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X X

Rysunek 3.4. Po lewej: wykres funkcji |x| zatamuje si¢ w punkcie x = 0, przez co jego pochodna jest
w tym punkcie niezdefiniowana. Po prawej: wykres funkcji |x|* w punkcie x = 0 jest gladki, wigc nie ma
probleméw z wyznaczeniem w tym punkcie pochodnej

Oprocz roznicy w regularnosei funkeji |x| 1 |x*| (co oznacza mozliwo$¢ lub brak mozliwosci
wyznaczenia pochodnej we wszystkich punktach) przed podjeciem decyzji o wlaczeniu kté-
rejkolwiek z tych funkcji do wzoru na blad trzeba uwzglednic jeszcze jedna kwestie: jesli liczba
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ma duzg wartosé, to jej kwadrat jest jeszcze wigkszy. Z tej prostej obserwacji wynika, ze jesli
zdecydujemy sie¢ zmierzy¢ btad za pomoca kwadratéw odlegloéci miedzy warto$ciami rzeczy-
wistymi a przewidywanymi, to taka metoda bedzie bardziej wrazliwa na wartoéci odstajace
w danych. Jedna warto$¢ odstajaca moze przechyli¢ cala funkcje predykcji w kierunku tej
warto$ci, a tym samym z dala od bardziej poprawnych wzorcéw w danych. Bytoby idealnie,
gdyby bylo mozna zaja¢ sie wartosciami odstajacymi i zdecydowad, czy powinny by¢ zacho-
wane, czy nie, na etapie przygotowywania danych, jeszcze przed ich wprowadzeniem do mo-
delu uczenia maszynowego.

Ostatnia r6znica miedzy funkcjg x| (i podobnymi funkcjami liniowymi) a |x|* (i podobnymi
funkcjami nieliniowymi, ale rézniczkowalnymi) polega na tym, ze pochodna funkcji x| jest
bardzo prosta:

1dla x> 0; -1dlax <0 (i niezdefiniowana dla x = 0)

W modelu obejmujacym miliardy krokéw obliczeniowych cecha polegajaca na braku ko-
niecznosci oceny czegokolwiek w przypadku korzystania z pochodnej |x| okazuje sie niezwykle
cenna. Pochodne funkgcji, ktére nie sg ani liniowe, ani czgéciowo liniowe, zwykle wymagaja
obliczen (poniewaz réwniez maja x we wzorach, a nie tylko stale, jak w przypadku funkcji
czesciowo liniowych), co w przypadku duzych zbioréw danych moze wigzaé si¢ z kosztami
obliczeniowymi.

Funkcje z osobliwosciami

Ogolnie rzecz biorgc, wykresy funkgji rézniczkowalnych nie majg wcieé, zataman, naroznikéw
ani zadnych elementéw spiczastych. Jesli maja takie osobliwosci, to funkcja w tych punktach
nie ma pochodnej. Wynika to z faktu, Ze w punkcie spiczastym mozna narysowaé dwie rézne
linie styczne do wykresu funkeji, w zaleznosci od tego, czy zdecydujemy sie narysowac linie
styczna po lewej, czy po prawej stronie punktu (rysunek 3.5). Przypomne, ze pochodng funkcji
w punkcie jest nachylenie linii stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie. Je$li dla okreslonego
punktu istniejg dwa rézne nachylenia, to w takim punkcie nie mozna zdefiniowa¢ pochodne;j.
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Rysunek 3.5. W punktach osobliwych pochodna nie istnieje. W takich punktach istnieje wigcej niz jedno
mozliwe nachylenie stycznej
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Nieciaggto$¢ w nachyleniu stycznej stwarza problem dla metod, ktdre opieraja si¢ na ocenie

pochodne;j funkgji, takich jak metoda zstepowania gradientowego. Wystepuja tu dwa problemy:

Niezdefiniowana pochodna
Jakiej warto$ci pochodnej nalezy uzy¢? Jesli zdarzy Ci sie znalez¢ dziwny, spiczasty punkt
na wykresie, metoda nie bedzie wiedziala, co zrobi¢, poniewaz nie bedzie w tym punkcie
zdefiniowanej pochodnej. Niektorzy przypisuja warto$¢ pochodnej w tym punkcie (zwana
subgradientem lub subroznica) i przechodza dalej. Jakie sg szanse, ze pechowo bedziemy
szuka¢ wartoéci funkcji doktadnie w tym jednym, niewygodnym punkcie? O ile krajobraz
funkgji nie wyglada jak trudny teren Alp (w rzeczywistoéci wiele z nich tak wyglada),
metoda numeryczna moze oming¢ wszystkie trudne punkty.

Niestabilnosé

Innym problemem jest niestabilnoé¢. Poniewaz podczas analizowania punktéw na wy-
kresie funkcji wokot punktu osobliwego wartoé¢ pochodnej gwattownie skacze, metoda
wykorzystujaca pochodng réwniez gwaltownie zmienia wartoé¢, co w przypadku poszu-
kiwania zbiezno$ci spowoduje niestabilno$¢. Wyobraz sobie, ze wedrujesz po szwajcar-
skich Alpach pokazanych na rysunku 3.6 (krajobraz funkcji straty), a Twoim celem jest
to fadne miasteczko, ktore mozna zobaczy¢ w dolinie (miejsce o najnizszej wartoéci bledu).
Nagle zostajesz przeniesiony przez jakiegos$ kosmite (kosmitg jest matematyczna metoda
wyszukiwania wykorzystujaca nagle zmieniajacg si¢ pochodna) na drugg strong gory,
gdzie nie widzisz juz swojego celu. Teraz widzisz w dolinie tylko pare brzydkich krzewéw
i bardzo waski kanion, ktéry moze Ci¢ uwiezié, jesli Twoja metoda Cie tam zaprowadzi.
Zbiezno$¢ z pierwotnym celem jest teraz niestabilna, a by¢ moze calkiem jg utracites.

Rysunek 3.6. Szwajcarskie Alpy. Optymalizacja przypomina wedréwke po wykresie funkcji

Niemniej jednak funkcje z osobliwo$ciami takimi jak opisana powyzej ciagle s3 wykorzysty-
wane w uczeniu maszynowym. Spotykamy je we wzorach niektérych funkeji szkoleniowych
sieci neuronowych (rektyfikowana liniowa funkcja jednostkowa; kto wymysla takie nazwy?),
w niektérych funkcjach strat (odleglos¢ wartosci bezwzglednej) i w niektérych wyrazeniach
regularyzujacych (regresja lasso; znéw te nazwy).
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W przypadku regres;ji liniowej funkcja straty jest btad sredniokwadratowy

Wracajac do gltéwnego celu tego podrozdzialu: skonstruowania funkcji bledu, zwanej réw-
niez funkcjg straty, ktéra koduje liczbe btedow popelnianych przez model podczas dokony-
wania prognoz i musi mie¢ niskie warto$ci.

W przypadku regresji liniowej uzywamy funkcji bledu §redniokwadratowego. Wspomniana
funkcja oblicza $rednig bledéw kwadratéw odlegtosci miedzy wartoscia prognozowang a rze-
czywistg dla m punktéw danych (wkrétce wskaze te punkty danych, ktore nalezy uwzglednic):

. 1 2 2
Sredni bh}d kwadratow)’ = E (ly];r"ognoza,l - yf;éczywista,l | + |y15'1:ognoza,2 - yf;éczywista,Z | + e

- 2
+|y15E6gHOZa,m ~ Vrzeczywistam | )

Sprébujmy zapisaé powyzsze wyrazenie w bardziej zwiezty sposob z wykorzystaniem notacji
sumy:

m
i 1 - 5
Sredni biad kwadratowy = = > [¥ignomi = Vst
i=1
Nabieramy nawyku uzywania jeszcze bardziej kompaktowej notacji algebry liniowej wekto-
réw i macierzy. Ten nawyk okazuje si¢ niezwykle przydatny w praktycznych zadaniach (nie
chcemy utong¢ przy probie $ledzenia indekséw). Indeksy moga wkras¢ si¢ w nasze beztroskie
sny, w ktorych wszystko jest zrozumiale, i szybko przeksztalci¢ je w przerazajace koszmary.
Innym waznym powodem, dla ktdrego warto uzywaé kompaktowej notacji algebry liniowej,
jest to, ze zaréwno oprogramowanie, jak i sprzet zbudowany dla modeli uczenia maszynowego
sg zoptymalizowane pod katem obliczert macierzowych i tensorowych (pomysl o obiekcie
zbudowanym z warstwowych macierzy jak o tréjwymiarowym pudetku, a nie jak o ptaskim
kwadracie). Co wiecej, pigkna dziedzina numerycznej algebry liniowej rozwiazala wiele po-
tencjalnych probleméw i utorowata droge do korzystania z szybkich metod wykonywania
wszelkiego rodzaju obliczent macierzowych.

Jesli skorzystamy z notacji algebry liniowej, bedziemy mogli zapisa¢ $redni btad kwadratowy
nastepujaco:

A . 1 - - tr, -

Sredni blqd kwadratow}’ = E (yprognoza ~ Yrzeczywista ) (yprognoza — Yrzeczywista )
1. . 2

= E " Yprognoza — ereczywista”lz

W ostatnim réwnaniu wprowadziliémy norme I wektora, ktéra z definicji to po prostu pier-

wiastek z sumy kwadratéw jego sktadowych.

Pomyst na przyszto$¢: funkcja straty, ktorg skonstruowalismy, koduje réznice miedzy przewi-
dywaniami a prawdg dla punktow danych wykorzystanych w procesie uczenia, mierzong z wy-
korzystaniem pewnej normy — jednostki matematycznej, ktéra spetnia role odlegltosci. Mozna
byto skorzysta¢ z wielu innych norm, ale norma I* jest doé¢ popularna.
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Notacja — wektory w tej ksigzce zawsze sa kolumnowe

Aby zachowa¢ spdjnos¢ notacji w calej ksigzce, wszystkie wektory sa kolumnowe. Zatem jesli
U1
V2
3
Uy

wektor ¥ ma cztery sktadowe, symbol ¥ oznacza

Transpozycja wektora U jest wiec zawsze wektorem wierszowym. Transpozycjg powyzszego
wektora z czterema sktadowymi jest U = (vi v v va).

Mozemy réwniez skorzysta¢ z notacji iloczynu kropkowego (zwanego réwniez iloczynem
skalarnym, poniewaz mnozymy dwa wektory, ale wynik jest warto$cia skalarna). Iloczyn ska-

larny dwéch wektoréw @ - b jest tym samym co @th. W gruncie rzeczy w zapisie @*b wektor
kolumnowy oznacza macierz o ksztalcie dhugos¢ wektora x 1, a jego transpozycja to macierz
o ksztalcie I x dtugos¢ wektora.

Zatozmy teraz, ze d i b maja cztery sktadniki. W takim przypadku:

. 4
ati; = (al az a3 a4—) bz = a1b1 + azbz + a3b3 + a4b4 = Z albl
—
Ponadto:
I dl%=d'd = a? + a? + a% + a}
Podobnie:
I b %= b'b = b? + b? + b3 + b}

W ten spos6b uzywamy notacji macierzowej. Strzatka nad literg oznacza, ze mamy do czy-
nienia z wektorem kolumnowym.

Podzbiory szkoleniowe, walidacyjne i testowe

Ktoére punkty danych uwzgledniamy w funkcji straty? Czy uwzgledniamy caly zestaw danych,
niektdre jego male partie, czy nawet tylko jeden punkt? Czy mierzymy $redni btgd kwadra-
towy dla punktéw danych w podzbiorze szkoleniowym, podzbiorze walidacyjnym, czy pod-
zbiorze testowym? Czym wlasciwie sg te podzbiory?

W praktyce zestaw danych dzielimy na trzy podzbiory:

Podzbior szkoleniowy
Podzbioér danych, ktérego uzywamy do dopasowania funkcji szkoleniowej. Oznacza to,
ze punkty danych w tym podzbiorze sg uwzgledniane w funkcji straty (poprzez uwzgled-
nienie warto$ci ich cech i etykiet w wyrazach Yprognoza 1 Yrzeczywista funkcji straty).
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Podzbiér walidacyjny
Punkty danych nalezace do tego podzbioru sg wykorzystywane na wiele sposobow:

o Powszechnie spotyka si¢ opis, zgodnie z ktdrym uzywamy tego podzbioru do dostro-
jenia hiperparametréw modelu uczenia maszynowego. Hiperparametry to wszelkiego
rodzaju parametry w modelu uczenia maszynowego niebedgce parametrami w funkcji
szkoleniowej, ktérg probujemy rozwigzaé. W uczeniu maszynowym jest ich wiele, a ich
warto$ci wplywaja na wyniki i wydajno$¢ modelu. Wérédd przykladéw hiperparame-
trow znajdujg si¢ nastepujace elementy, ktore warto poznaé (chod nie musisz jeszcze
wiedzie¢, czym dokladnie sg):

o Szybko$¢ uczenia si¢ w metodzie zstepowania gradientowego.

o Hiperparametr okreslajacy szeroko$¢ marginesu w metodach maszyny wektorow
nosénych.

¢ Procentowy udzial danych wejsciowych podzielonych na podzbiory szkoleniowy,
walidacyjny i testowy.

o Rozmiar partii przy stosowaniu metody randomizowanego zstepowania gradien-
towego z losowymi partiami.

 Hiperparametry zwigzane z rozkladem wag, jakie stosuje si¢ w regresji grzbieto-
wej, lasso i elastycznej sieci.

 Hiperparametry towarzyszace metodom z wykorzystaniem pedu, takim jak zste-
powanie gradientowe z pedem (ang. gradient descent with momentum) i ADAM
(ang. Adaptive Moment Estimation). Te metody zawierajg elementy przyspiesza-
jace zbieganie metody do minimum. Wspomniane elementy s3 mnozone przez
hiperparametry, ktére nalezy dostroi¢ przed faza testowania i wdrozenia.

o Liczba epok w procesie optymalizacji, czyli liczba przebiegéw przez caly podzbiér
szkoleniowy obserwowana przez optymalizator.

o Architektura sieci neuronowej, w tym liczba warstw oraz szeroko$¢ kazdej warstwy.

 Podzbiér walidacyjny pomaga takze ustalié, kiedy nalezy przerwaé optymalizacje,
aby nie dopusci¢ do nadmiernego dopasowania podzbioru szkoleniowego.

o Spetnia takze role zbioru testowego do poréwnywania wydajnosci réznych modeli
uczenia maszynowego na tym samym zbiorze danych, na przykltad poré6wnywania
wydajnoéci modelu regresji liniowej z metoda losowego lasu i siecig neuronowa.

Podzbior testowy

Po zdecydowaniu o najlepszym modelu do wykorzystania (lub usrednieniu badz zagre-
gowaniu wynikéw wielu modeli) i przeszkoleniu modelu uzywamy tego nietknietego
podzbioru danych jako testu wykonywanego na ostatnim etapie przed wdrozeniem mo-
delu do produkcji. Poniewaz model nie obserwowal wczeéniej zadnego z punktéw da-
nych z tego podzbioru (co oznacza, Ze nie uwzglednit Zzadnego z nich w procesie optyma-
lizacji), mozna go uzna¢ za najblizsza analogie rzeczywistej sytuacji. Pozwala to oceni¢
wydajno$¢ modelu przed zastosowaniem go do zupelnie nowych rzeczywistych danych.
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Podsumowanie
Zanim przejde dalej, sprobuje podsumowacé wiedzg, ktdra zaprezentowatam dotychczas:
« Biezgcy model uczenia maszynowego nazywamy regresjg liniowg.
o Funkgcja szkoleniowa jest liniowa, zgodnie ze wzorem:
Y = wg + w1X] + WXy + W3X3 + WeXy + WsXs
Wyrazy x w tym wzorze to cechy, natomiast w to nieznane wagi, czyli parametry.

o Je$li podstawimy do wzoru funkgji szkoleniowej wartoéci cech konkretnego punktu da-
nych — na przyktad dziesigtego — otrzymamy prognozy modelu dla tego punktu:

Yorognora = Wo + @161 + 0%3° + w3x3° + w,x3° + wsxs°

Indeks gérny 10 wskazuje, ze s to wartoéci odpowiadajace dziesigtemu punktowi danych.
o W roli funkgji straty wykorzystamy funkcje btedu sredniokwadratowego o nastepujacym

wzorze:

s 1., . tr .

Sredni blqd kWﬁdratOWY = E (yprognoza ~ Vizeczywista ) (yprognoza — Yrzeczywista )

1

T m

o Chcemy znalez¢ wartosci w, ktére minimalizuja t¢ funkcje straty. Nastepnym krokiem
musi by¢ wiec rozwigzanie problemu minimalizacji (optymalizacji).

||5;prognoza - }_;rzeczywista ||l22

Aby znacznie utatwi¢ optymalizacje, po raz kolejny zastosujemy wygodna notacje algebry li-
niowej (z wykorzystaniem wektoréw i macierzy). Dzigki temu mozna uwzgledni¢ we wzorze
funkgji straty caly podzbiér danych szkoleniowych jako macierz i natychmiast wykona¢ obli-
czenia na catym podzbiorze szkoleniowym, w przeciwienstwie do obliczen na kazdym punkcie
danych z osobna. Ten prosty manewr pozwala unikng¢ wielu bledéw, probleméw i zmud-
nych obliczen z wieloma komponentami, ktére s3 trudne do sledzenia na bardzo duzych zbio-
rach danych.

Po pierwsze zapiszemy prognoze modelu odpowiadajaca poszczegélnym punktom danych
z podzbioru szkoleniowego:

yplrognoza = 1(‘)0 + wlxll + wZX% + (1)3X31, + (1)4_3(} + wsxé
ypzrognoza = le + wlxlz + wa% + 0.)3X3% + (.U4XZ + wng
Yotognora = 1o + W1 X" + Wox7" + w3x3" + waxi" + wsxg'

Powyzszy uklad réwnan mozna z fatwoscig zapisa¢ w postaci:

1
yprognoza 1 xll x11 x% xi xé \
2 1 2 2 2 2 2
X X X X, X
yprognom =, Jwot| ot | TF ot TE s+ T o, + K > / wWs
m m m m m m
yprognoza 1 X1 X2 X3 X4 Xs5
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Albo jeszcze lepiej:

Wo
yplrognoza 1 X11 x% x% Xi xé w1
ypzrognoza — 1 x12 x% x?% XZ Xg W2

s . w3
\ygxr’lognoza/ 1 xIn x;n x§n le-n x;n 34
5

Wektor po lewej stronie tego réwnania to ﬁprognoza , macierz po prawej stronie to podzbiér
szkoleniowy X powigkszony o wektor jedynek, a ostatni wektor po prawej stronie zawiera
wszystkie nieznane wagi. Oznaczmy ten wektor przez &. Nastepnie mozemy kompaktowo
2apisywac Yorognoza W kategoriach podzbioru szkoleniowego i & w nastepujacy sposob:

yprognoza =XwT

Teraz wzér funkgji straty btedu sredniokwadratowego, ktory wczeéniej zapisalismy jako:

s 1. . tr .
Sredni blqd kwadfatOWY = E (yprognoza ~ Vrzeczywista ) (yprognoza ~ Yrzeczywista )
1

= E ||5;prognoza - y)rzeczywista "122

przyjmie postac:
‘o 1., . troo o
Sredni bl@d kwadratowy = E (XO.) - yrzeczywista ) (Xw - yrzeczywista )
1 Ny — - n2
= E ||XOJ ~ Yrzeczywista "lz

Jeste$my teraz gotowi do znalezienia wartosci @, ktora minimalizuje zgrabnie zapisang funkcje
straty. W tym celu musimy odwiedzi¢ bogata i piekng matematyczng dziedzine optymalizacji.

Gdy dane szkoleniowe maja wysoce skorelowane cechy
Gdy przyjrzymy sie macierzy szkoleniowej (powi¢kszonej o wektor jedynek):

1.1 .1 o1 o1
1 x7 x3 X3 X3 Xs
y= |12t xF x3 xf x¢
1 2 xFt xF xt x
ktéra pojawia si¢ w wektorze iprognoza = X&, wzorowi funkgji straty btedu $redniokwadrato-
wego, a nastepnie wzorowi okreslajgcemu niewiadoma & (zwanemu réwniez réwnaniem

normalnym):
a_j = (XtX)_lxt}_;rzeczywista

zauwazymy, ze model moze mie¢ problem w przypadku, gdy miedzy dwiema lub wigksza liczbg
cech (kolumn x) danych wystepuja silne korelacje. Oznacza to, ze istnieje silna liniowa zalez-
no$¢ miedzy cechami, dzieki czemu jedng z tych cech mozna obliczy¢ za pomocg liniowej
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kombinacji pozostatych. W zwigzku z tym odpowiednie kolumny cech nie sg liniowo nieza-
lezne (czyli sg bliskie bycia liniowo zaleznymi). W przypadku macierzy jest to problem, po-
niewaz oznacza, ze macierz albo nie moze by¢ odwrécona, albo jest Zle uwarunkowana. Zle
uwarunkowane macierze powoduja duze niestabilnosci w obliczeniach, poniewaz niewielkie
zmiany w danych szkoleniowych (co nalezy zatozy¢) powoduja duze zmiany w parametrach
modelu, a tym samym sprawiaja, Ze jego prognozy staja si¢ niewiarygodne.

Macierze wykorzystywane w obliczeniach powinny by¢ dobrze uwarunkowane, wiec trzeba
sie pozby¢ zrddel ztego uwarunkowania. W przypadku wysoce skorelowanych cech jedng
z mozliwosci jest uwzglednienie w modelu tylko jednej z nich, poniewaz pozostale nie wpro-
wadzajg zbyt wielu informacji. Innym rozwigzaniem jest zastosowanie technik redukcji wy-
miaru, np. analizy gléwnych skladowych, z ktérymi spotkamy sie w rozdziale 11. Zbiér danych
Fish Market zawiera cechy wysoce skorelowane, a towarzyszacy mu Jupyter Notebook sie
do nich odnosi.

Trzeba jednak pamietad, ze na niektére modele uczenia maszynowego, np. drzewa decyzyjne
i losowe lasy (ktére oméwie wkrotce), skorelowane cechy nie maja wplywu, podczas gdy na
inne, np. model regresji liniowej oraz inne modele regresji logistycznej i maszyny wektoréw
no$nych, maja one negatywny wplyw. W przypadku modeli sieci neuronowych, nawet jesli
moga one nauczyc sig korelacji powigzanych z cechami danych podczas szkolenia, to dzialaja
lepiej, gdy takie nadmiarowosci zostana uwzglednione z wyprzedzeniem. Nie bez znaczenia
sa takze oszczednosci kosztow obliczeniowych i czasu.

Optymalizacja

Optymalizacja oznacza znalezienie optymalnego, najlepszego, maksymalnego, minimalnego
lub ekstremalnego rozwigzania.

Zapisaliémy liniowg funkcje szkoleniowa:
Y = Wy + w1Xq + WXy + W3X3 + WyXy + Wg5Xs

i pozostawiliémy nieznane warto$ci jej szeciu parametréw wo, w1, w2, w3, W4 i ws. Celem op-
tymalizacji jest znalezienie warto$ci, dzieki ktérym funkcja szkoleniowa bedzie najlepiej pa-
sowaé do podzbioru danych szkoleniowych, przy czym stowo ,najlepiej” jest okreslone ilo-
$ciowo za pomocy funkgji straty. Funkcja ta zapewnia miare okre$lajaca, jak daleko odbiegaja
od prawdy prognozy wykonane przez funkcj¢ szkoleniowa modelu. Chcemy, aby ta funkcja
straty byta jak najmniejsza, wiec rozwigzujemy problem minimalizacji.

W tym celu nie zamierzamy jednak wyprobowywac kazdej mozliwej wartosci w, dopdki nie
znajdziemy kombinacji, ktéra zapewni najmniejsze straty. Nawet gdyby$my tak zrobili, nie
wiedzieliby$my, kiedy przesta, poniewaz nie wiedzielibysmy, czy istniejg inne lepsze warto$ci.
Musimy mie¢ wczeéniejsza wiedze na temat wykresu funkeji straty i wykorzystaé jej wlasci-
wosci matematyczne. Analogia moze by¢ wedrowka po szwajcarskich Alpach z opaska na
oczach w poréwnaniu do wedréwki bez opaski i ze szczegélowa mapa (trudny teren szwaj-
carskich Alp przedstawiono na rysunku 3.7). Zamiast przeszukiwaé wykres funkcji straty
w poszukiwaniu minimalizatoréw z opaska na oczach, wykorzystamy techniki optymalizacji.

Regresja — przewidywanie wartosci lizchowej | 97

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/maszin
https://helion.pl/rt/maszin

Optymalizacja to piekna dziedzina matematyki, dostarczajaca réznych metod skutecznego
wyszukiwania i lokalizowania optymalizatoréw funkcji oraz odpowiadajacych im optymal-
nych wartoéci.

Rysunek 3.7. Szwajcarskie Alpy. Optymalizacja przypomina wedréwke po wykresie funkcji.
Miejscem docelowym jest dno najnizszej doliny (minimalizacja) lub szczyt najwyzszego wzniesienia
(maksymalizacja). Potrzebujemy dwich rzeczy: wspotrzednych punktow minimalizacji

lub maksymalizacji oraz wysokosci wykresu w tych punktach

Problem optymalizacyjny w tym rozdziale i w kilku nastepnych mozna sformulowaé naste-
pujaco:

mingfunkcja straty
W przypadku obecnego modelu regresji liniowej funkcje optymalizacji mozna zapisaé naste-
pujaco:

o1, teo R
ming Z (Xw — Yrzeczywista ) (Xw - yrzeczywista) = ming ; "Xw ~ Vizeczywista "122

Kiedy zajmujemy si¢ matematyka, nigdy nie powinni$my traci¢ z oczu tego, co wiemy i czego
szukamy. W przeciwnym razie ryzykujemy wpadniecie w pulapke logiki cyklicznej. We wspo-
mnianym wzorze znamy nastepujace informacje:
m

Liczba egzemplarzy w podzbiorze szkoleniowym.
X

Podzbidr szkoleniowy uzupelniony o wektor jedynek.

}_’) rzeczywista
Wektor etykiet odpowiadajacy podzbiorowi szkoleniowemu.
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Szukamy nastepujacych informacji:
o Warto$¢ @, przy ktorej funkcja osigga minimum.

o Warto$¢ funkgji straty przy wartoéci & gwarantujacej osiggniecie minimum.

Wykresy wypukte kontra wykresy niewypukte

Najlatwiejszymi funkcjami i réwnaniami do rozwiazania sg funkcje liniowe. Niestety, wiek-
szo$¢ funkgji (i réwnan), z ktérymi mamy do czynienia, jest nieliniowa. Jednoczesnie nie jest
to takie zte, poniewaz liniowe Zycie jest plaskie, nudne, pozbawione inspiracji i wydarzen.
Gdy funkgcja, ktorg analizujemy, jest w pelni nieliniowa, czasami linearyzujemy ja w poblizu
okre$lonych punktéw, na ktérych nam zalezy. Chodzi o to, ze nawet je$li pelny obraz funkcji
jest nieliniowy, mozemy aproksymowac go funkeja liniowa w miejscu, na ktorym sie skupiamy.
Moéwigc inaczej, w ograniczonym sgsiedztwie funkcja nieliniowa moze wygladac i zachowy-
wac sie liniowo, cho¢ wspomniane sgsiedztwo moze by¢ nieskonczenie mate. W ramach ana-
logii pomysl o tym, jak wyglada Ziemia (i jak zachowuje si¢ w kategoriach obliczania odle-
glosci itp.). Z lokalnej perspektywy wydaje sie ptaska, a jej nieliniowy ksztalt mozna zauwazy¢
tylko z wysoka. Gdy chcemy zlinearyzowac¢ funkcje w poblizu punktu, przyblizamy ja za po-
mocy jej przestrzeni stycznej w poblizu tego punktu (jest to linia styczna, gdy méwimy
o funkgji jednej zmiennej, plaszczyzna styczna, gdy mamy do czynienia z funkcja dwdch zmien-
nych i hiperplaszczyzna styczna, jesli jest to funkcja trzech lub wiecej zmiennych). W tym
celu trzeba obliczy¢ jedng pochodng funkcji wzgledem wszystkich jej zmiennych, poniewaz
w ten sposob mozemy wyznaczy¢ nachylenie (ktére mierzy inklinacje) przyblizonej plaskiej
przestrzeni.

Niestety linearyzacja w poblizu jednego punktu moze nie wystarczy¢ i moze wystapi¢ ko-
nieczno$¢ zastosowania liniowych przyblizen w wielu miejscach. Na szczeécie jest to wyko-
nalne, poniewaz w tym celu wystarczy jedynie oszacowac jedng pochodng w kilku punktach.
Prowadzi to nas do kolejnych najlatwiejszych funkcji (po funkcjach liniowych): funkcji od-
cinkowo liniowych, ktdre sa liniowe, ale tylko w pewnych fragmentach lub liniowe z wyjatkiem
odizolowanych punktéw badz lokalizacji. Takimi funkcjami zajmuje sie dziedzina programo-
wania liniowego, w ktdrej funkcje do optymalizacji sa liniowe, a granice dziedzin, w ktorych jest
wykonywana optymalizacja, sg fragmentarycznie liniowe (s przecieciami poéiprzestrzeni).

Najlepsze do optymalizacji sa funkcje liniowe (wtedy mozna skorzysta¢ z technik programo-
wania liniowego) lub wypukle (wtedy nie musimy obawia¢ si¢ utknigcia w lokalnych mini-
mach i mozemy skorzysta¢ z nieréwnoéci, ktore pomagaja w procesie analizy).

Jednym z waznych typéw funkcji, o ktérym nalezy pamietaé, a ktory wystepuje w uczeniu
maszynowym, jest funkcja bedagca maksimum dwdch lub wigkszej liczby funkcji wypuktych.
Takie funkcje zawsze sg wypukle. Przypomne, ze funkcje liniowe sg plaskie, wiec sa jedno-
cze$nie wypukte i wklesle. Jest to przydatne, poniewaz niektére funkcje s zdefiniowane jako
maksima funkeji liniowych: nie ma gwarancji, ze sa liniowe (s3 fragmentarycznie liniowe),
ale jest gwarancja, Ze s3 wypukte. Oznacza to, ze nawet gdy podczas wyznaczania maksimum
funkcji liniowych tracimy liniowos¢, to rekompensujemy to wypukloscia.
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Przykladem funkcji zdefiniowanej jako maksimum dwdch funkgji liniowych jest funkcja
ReLU (ang. Rectified Linear Unit), wykorzystywana jako nieliniowa funkcja aktywacji w sie-
ciach neuronowych: ReLU (x) = max (0,x). Innym przykladem jest funkcja straty zawiasowej
(ang. hinge loss function) stosowana w maszynach wektoréw noénych: H(x) = max(0,1 - tx),
gdzie t wynosi 1 lub -1.

Nalezy pamieta¢, ze minimum rodziny funkcji wypuklych nie musi by¢ wypukte; moze mie¢
forme¢ podwojnej studni. Jednak ich maksimum jest zdecydowanie wypukle.

Istnieje jeszcze jeden zwigzek miedzy liniowo$cia a wypukloécia. Jesli mamy funkcje wypukla
(nieliniowg, poniewaz liniowa bytaby trywialna), to maksimum wszystkich funkeji liniowych,
ktdre pozostajg ponizej tej funkcji, jest dokladnie réwne wartosci tej funkcji. Méwigc inaczej,
wypuklos¢ zastepuje liniowos¢ w tym sensie, ze gdy liniowoé¢ nie jest dostepna, ale jest do-
stepna wypukto$¢, mozna zastapi¢ funkcje wypukla maksimum wszystkich funkgji liniowych,
ktérych wykres lezy ponizej wykresu funkgji (rysunek 3.8). Przypomne, ze wykres funkeji
wypuklej lezy powyzej wykresu jej stycznej w dowolnym punkcie, a styczne sg liniowe. Daje
to bezpo$redni sposob wykorzystania prostoty funkeji liniowych, gdy analizujemy funkcje
wypukle. Gdy rozwazamy maksimum wszystkich stycznych, mamy réwnanie, natomiast gdy
rozwazamy maksimum stycznych w kilku punktach, mamy jedynie przyblizenie.

Linear F3

LinearF2

LinearF1

Rysunek 3.8. Funkcja wypukta jest rowna maksimum wszystkich swoich stycznych

Na rysunkach 3.9 3.10 przedstawiono ogdlne wykresy nieliniowych funkcji wypuktych i nie-
wypuklych. Ogélnie rzecz biorac, wykres funkcji wypuklej dobrze si¢ nadaje do rozwigzywa-
nia probleméw minimalizacji. Nie trzeba si¢ obawia¢ utkniecia w lokalnych minimach, po-
niewaz dla funkeji wypuktej kazde lokalne minimum jest réwniez minimum globalnym.
Wrykres funkcji niewypuklej obejmuje szczyty, doliny i punkty siodlowe. Problem minimali-
zacji na takim wykresie wigze si¢ z ryzykiem utkniecia w minimach lokalnych. Wtedy minima
globalne mogg nigdy nie zosta¢ znalezione.

Na koniec warto zda¢ sobie sprawe z réznicy pomiedzy funkcja wypukta, zbiorem wypuktym
i problemem optymalizacji funkcji wypuklej, ktéry optymalizuje funkcje wypukla w zbiorze
wypuklym.

100 | Rozdziat 3. Dopasowywanie funkgji do danych

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/maszin
https://helion.pl/rt/maszin

Rysunek 3.9. Wykres funkcji wypuklej jest dobry do rozwigzywania probleméw minimalizacji.
Nie obawiamy si¢ utkniecia w lokalnych minimach, poniewaz w przypadku funkcji wypuklej kazde
lokalne minimum jest rowniez minimum globalnym.

Jak zlokalizowa¢ minimalizatory funkji?

Ogodlnie rzecz biorac, istniejag dwa podejécia do lokalizowania minimalizatoréw (lub maksy-
malizatoréw) funkcji. Zazwyczaj wiaze si¢ to z wykorzystaniem nastepujacych sposobow:

1. Obliczenie tylko jednej pochodnej i powolna zbieznos¢ do minimum (cho¢ istniejg me-
tody pozwalajace przyspieszy¢ zbieznoé¢). Sa to tak zwane metody gradientowe. Gradient
jest pierwszg pochodng funkcji wielu zmiennych. Na przyktad funkcja straty jest funkcja
kilku parametréw w (lub jednego wektora @).

2. Obliczanie dwoch pochodnych (znacznie wyzsze koszty obliczeniowe, co jest duzym
utrudnieniem, zwlaszcza gdy mamy tysigce parametréw) i szybsza zbiezno$¢ do mini-
mum. Koszty obliczeniowe mozna nieco obnizy¢ dzieki wykorzystaniu przyblizenia dru-
giej pochodnej zamiast obliczania jej doktadnie. Metody drugiej pochodnej sa nazywane
metodami Newtona. W tych metodach pojawia si¢ hesjan (macierz drugich pochodnych)
lub jej przyblizenie.
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Rysunek 3.10. Wykres funkcji niewypuklej obejmuje szczyty, doliny i punkty siodtowe. Problem
minimalizacji na takim wykresie wigze si¢ z ryzykiem utkniecia w minimach lokalnych i nieznalezienia
miniméw globalnych

Nigdy nie trzeba oblicza¢ wiecej niz dwdch pochodnych.

Dlaczego pierwsza i druga pochodna funkgji sg tak wazne dla zlokalizowania jej optymaliza-
torow? Zwiezla odpowiedz brzmi: pierwsza pochodna zawiera informacje o tym, jak szybko
funkcja rosnie lub maleje w danym punkcie (wiec jesli podazasz za jej kierunkiem, mozesz
wznie$¢ sie do maksimum lub zej$¢ do minimum). Z kolei druga pochodna zawiera informacje
o ksztalcie krzywizny funkcji — czy funkcja zakrzywia sie w gore, czy w dot.

Podstawowe znaczenie ma w tym przypadku kluczowe pojecie rachunku rézniczkowego: mi-
nimalizatory (lub maksymalizatory) wystepuja w punktach krytycznych (zdefiniowanych jako
punkty, w ktorych jedna z pochodnych funkgji jest rowna zero lub nie istnieje) lub w punk-
tach granicznych. Aby zlokalizowa¢ te optymalizatory, trzeba przeszukaé zaréwno punkty
graniczne (jesli przestrzen wyszukiwania ma granice), jak i wewnetrzne punkty krytyczne.

Jak zlokalizowa¢ punkty krytyczne wewnatrz przestrzeni poszukiwan?
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Podejscie 1.
Nalezy wykona¢ nastepujace czynnosci:

e Znajdz pierwsza pochodna funkgji (nie jest Zle, wszyscy robilismy to w szkole).

o Przyréwnaj ja do zera (wszyscy potrafig zapisa¢ symbol réwnosci i zero).

o Rozwigz réwnanie wzgledem wartoéci w, przy ktérych pochodna przyjmie warto$¢

zero (to jest zty krok!).

W przypadku funkgji, ktérych pochodne sa liniowe, takich jak funkcja straty bledu $rednio-
kwadratowego, znalezienie rozwiazania dla tych warto$ci w jest fatwe. Dziedzina algebry linio-
wej zostala specjalnie stworzona w celu rozwiazywania liniowych ukladéw réwnan. Dziedzineg
numerycznej algebry liniowej stworzono, aby pomdc w rozwigzywaniu realistycznych i du-

zych ukfadéw réwnan liniowych, w ktérych dominujg zte warunki. Do rozwigzywania linio-
wych ukladéw réwnan mamy wiele narzedzi (i pakietéw oprogramowania).

Z drugiej strony znajdowanie rozwigzan dla réwnan nieliniowych to zupelnie inna historia.
Staje sie ono gra typu chybit trafil z przewagg chybien! Oto krétki przyklad ilustrujacy réznice
miedzy rozwigzywaniem réwnan liniowych i nieliniowych:
Rozwigzywanie réwnan liniowych
Znajdz takie w, ze 0,002w - 5= 0.
Rozwigzanie: Po przeniesieniu 5 na drugg strone rdwnania, a nastepnie podzieleniu przez
0,002 otrzymujemy w = 5/0,002 = 2500. Gotowe.
Rozwigzywanie réwnan nieliniowych
ZnajdZ w takie, ze 0,002 sin(w) - 5w* + ¢* = 0.
Rozwigzanie: Nie ma prostej metody. Potrzebna jest metoda numeryczna! (Graficzne
przyblizenie rozwigzania tego réwnania nieliniowego mozna znalez¢ na rysunku 3.11).

w

Rysunek 3.11. Rozwigzywanie réwna nieliniowych jest trudne. W tym przypadku wykreslamy funkcje
flw) = 0,002 sin(w) - 5w? + e* | wyznaczamy przyblizenie jej trzech pierwiastkéw (punktow, w ktérych
na wykresie flw) = 0)
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Jest wiele metod numerycznych pos$wieconych wylacznie znajdowaniu rozwigza réwnan
nieliniowych (oraz cale dziedziny poswiecone numerycznemu rozwigzywaniu nieliniowych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych). Metody te pozwalajg znalezé przybli-
zone rozwiazania, a nastepnie ustali¢ granice okreglajace, jak daleko rozwigzania numeryczne
odbiegaja od dokladnych rozwigzan analitycznych. Zazwyczaj polegaja one na skonstruowaniu
sekwencji, ktéra pod pewnymi warunkami zbiega si¢ do rozwigzania analitycznego. Niektdre
metody zapewniajg szybsza zbiezno$¢ niz inne i s3 lepiej dostosowane do okreslonych pro-
bleméw niz inne.
Podejscie 2.
Inng opcja jest podazanie za kierunkiem nachylenia, ktére opada w strone minimum lub
wznosi sie w strone maksimum.

Aby zrozumie¢ te metody gradientowe, pomysl o wedréwce w dot gory (lub zjezdzaniu z gory
na nartach dla metod z akceleracja). Zaczynamy od losowego punktu w przestrzeni poszuki-
wan, co ustawia nas na poczatkowym poziomie wysokoséci na wykresie funkeji. Nastepnie
przechodzimy do nowego punktu w przestrzeni wyszukiwania w nadziei, ze w tej nowej lo-
kalizacji znajdziemy si¢ na nowym poziomie wysokosci, ktory bedzie nizszy niz poziom wy-
sokosci, z ktorego wyszlismy. W takim przypadku bedzie to oznaczaé, ze schodzimy. Czynnos¢
te powtarzamy. W idealnym przypadku, jesli wykres funkcji odpowiednio wspotpracuje, se-
kwencja punktéw zbiega sie w kierunku minimalizatora funkgji, ktérego szukamy.

Oczywiscie, w przypadku funkcji z wykresami obejmujacymi wiele szczytow i dolin miejsce
rozpoczecia — lub moéwiac inaczej, sposoéb inicjalizacji — ma znaczenie, poniewaz mozna
zej$¢ w dot zupelnie innej doliny niz ta, do ktérej dazymy. Mozemy znalez¢ minimum lokalne
zamiast globalnego.

Funkgje, ktore sa wypukle i ograniczone ponizej, majg ksztalt miski do satatki, zatem w ich
przypadku nie trzeba si¢ martwi¢ o utknigcie w minimach lokalnych i oddalenie od miniméw
globalnych. W przypadku funkcji wypuktych mozemy mie¢ inne Zrédto zmartwien: gdy
ksztalt czaszy funkgji jest zbyt waski, zbiezno$¢ metody moze by¢ bardzo wolna. Problem ten
omowie szczegdtowo w rozdziale 4.

Przydatne i popularne s zaréwno podejécie 1., jak i podejscie 2. Czasami nie ma innego wyjscia,
jak uzycie jednej lub drugiej metody, w zaleznosci od tego, jak szybko kazda z nich zbiega sie
dla konkretnego ustawienia, jak regularna jest funkcja, ktérg probujemy zoptymalizowa¢ (ile
ma dobrze zachowanych pochodnych), itp. W innych przypadkach jest to po prostu kwestia
indywidualnych preferencji. W przypadku funkgji straty regresji liniowej — bledu $rednio-
kwadratowego — sprawdzaja si¢ oba typy metod. Sprobujemy uzy¢ podejscia 1. tylko dlatego,
ze bedziemy uzywa¢ metod zstgpowania gradientowego dla wszystkich innych funkgji straty
wykorzystanych w tej ksigzce.

Trzeba wspomnie¢, ze analogia do wedréwki w dot gory dla metod poszukiwania minimum
jest doskonata, ale nieco mylaca. Kiedy my, ludzie, schodzimy z gory, fizycznie znajdujemy si¢
w tej samej tréjwymiarowej przestrzeni, w ktorej istnieje gorski krajobraz, co oznacza, ze znaj-
dujemy si¢ na pewnej wysokosci i mozemy zejé¢ do miejsca znajdujacego sie na nizszej wyso-
kosci nawet z opaska na oczach, a nawet wtedy, gdy jest mglisto i mozemy zej$¢ tylko o jeden
maly krok na raz. Wyczuwamy wzniesienie, a nastepnie poruszamy sie w do. Z drugiej strony,
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numeryczne metody zstepowania nie szukaja minimum w tym samym wymiarze przestrzeni,
w ktérym osadzony jest krajobraz funkcji. Zamiast tego szukajg na poziomie podstawy, o jeden
wymiar ponizej wykresu (rysunek 3.12). Z tego powodu schodzenie w kierunku minimum
jest znacznie trudniejsze. Na poziomie podstawy mozna przejs¢ z dowolnego punktu do do-
wolnego innego bez wiedzy o tym, jaki poziom wysokosci znajduje si¢ nad nami. Dowiemy si¢
o tym dopiero wtedy, gdy ocenimy wartos¢ funkeji w punkcie i znajdziemy te wysokos¢. Zatem
wykorzystana metoda numeryczna moze przypadkowo przenie$¢ nas z jednego punktu o pew-
nej wysokosci nad podstawa do innego punktu o wigkszej wysokosci, a wiec dalej od minimum.
Dlatego wazne jest, aby na poziomie podstawy zlokalizowa¢ kierunek, ktéry powoduje szybkie
zmniejszanie wysoko$ci funkgji, i ustalié, jak daleko mozna si¢ porusza¢ w tym kierunku na
poziomie podstawy (jaka jest wielko$§¢ kroku), ktora zapewni zmniejszanie wysokosci funkcji
nad podstawg. Rozmiar kroku jest nazywany réwniez hiperparametrem szybkosci uczenia sie.
Bedziemy si¢ z nim spotykaé kazdorazowo podczas wykorzystywania metody zstepujacej.

Wré¢my do gtownego celu: chcemy znalezé najlepszg warto$¢ & dla funkgji szkoleniowe;j.
Chcemy zminimalizowa¢ funkgje straty btedu $redniokwadratowego przy uzyciu podejécia 1.,
czyli oblicz pierwsza pochodng funkgji straty i przyréwnaj ja do zera, a nastepnie rozwiaz dla
wektora &. W tym celu trzeba opanowaé rachunek wyrazen algebry liniowej. Wréémy do
pierwszych lekeji z analizy matematycznej.

Rysunek 3.12. Wyszukiwanie minimum odbywa si¢ na poziomie podstawy, a nie bezposrednio
na wykresie funkcji
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Analiza matematyczna w pigutce

Na podstawowym kursie analizy matematycznej poznajemy funkcje jednej zmiennej (f(w)),
ich wykresy oraz o obliczaniu warto$ci funkcji w okreslonych punktach. Nastepnie poznajemy
najwazniejsza operacje w analizie matematycznej: wyznaczanie granic. Na podstawie pojecia
granicy definiujemy ciaglo$¢ i niecigglos¢ funkcji, pochodng w punkcie f(w) (granica nachy-
lenia siecznych przechodzacych przez punkt) oraz calke w dziedzinie (granica sum miniob-
szaréw wyznaczonych przez funkcje w dziedzinie). Kurs koniczy si¢ na prezentacji podstawo-
wego twierdzenia rachunku rézniczkowego, odnoszacego si¢ do calkowania i rézniczkowania
jako operacji odwrotnych. Jedna z kluczowych wtasciwoséci pochodnej jest to, ze okre$la ona,
jak szybko funkcja roénie lub maleje w okreslonym punkcie. Z tego powodu pochodna od-
grywa kluczowa role w lokalizowaniu minimum i (lub) maksimum funkcji wewnatrz jej dzie-
dziny (punkty graniczne sg traktowane oddzielnie).

Na kursie rachunku rézniczkowego wielu zmiennych, ktéry jest zwykle trzecim kursem ra-
chunku rézniczkowego, wiele poje¢ przenosi sie z rachunku pojedynczej zmiennej. Dotyczy
to takze pochodnej, obecnie nazywanej gradientem, poniewaz dotyczy kilku zmiennych i jej
roli w lokalizowaniu wewnetrznych miniméw i (lub) maksiméw. Gradient V(f (®)) z f (@)
jest pochodng funkcji wzgledem wektora & zmiennych.

W uczeniu gltebokim nieznane wagi s3 zorganizowane w macierze, a nie w wektory, wiec
trzeba obliczy¢ pochodng funkcji (W) wzgledem macierzy zmiennych W.

Dla celéw w sztucznej inteligencji funkeja, ktérej pochodng trzeba obliczy¢, jest funkgja straty,
ktéra ma wbudowana funkcje szkoleniowq. Zgodnie z regulg taricuchowg dla pochodnych
trzeba réwniez obliczy¢ pochodng funkcji szkoleniowej wzgledem w.

Spréobujmy to zademonstrowaé na prostym przykladzie z rachunku jednej zmiennej, a na-
stepnie przejdziemy do obliczania pochodnych wyrazen algebry liniowe;.

Przyktad optymalizacji jednowymiarowej

Problem: znajdZ minimalizatora(y) i warto$¢ minimalng (jeli istnieje) funkdji flw) = 3 + (0,50 - 2)
w przedziale [-1, 6].

Jednym z bardzo czasochtonnych sposobdw jest wyprébowanie nieskonczenie wielu wartosci
w pomiedzy -1 a 6 i wybranie takiej wartoéci parametru w, dla ktérej funkeja f przyjmuje
najmniejszg warto$¢. Innym sposobem jest wykorzystanie wiedzy z algebry, zgodnie z ktdra
optymalizatory (minimalizatory lub maksymalizatory) wystepuja albo w punktach krytycz-
nych (gdzie pochodna nie istnieje badZ wynosi zero), albo w punktach granicznych. Zilustro-
wano to na rysunku 3.13.

Punkty graniczne w tym przykladzie to -1 i 6, wigc najpierw oszacujemy funkcje w tych punk-
tach: f(—1)= 3 +(0,5(-1) - 2)* = 9,251 f(6) = 3 + (0,5(6) - 2)* = 4. Oczywiscie -1 nie jest
minimalizatorem, poniewaz f(6)<f(-1), wiec ten punkt graniczny odpada z rywalizacji i teraz
z wewnetrznymi punktami krytycznymi konkuruje tylko punkt graniczny 6. Aby znalez¢ punkty
krytyczne, sprawdzamy pochodng funkeji wewnatrz przedziatu [- 1,6]: f(w) = 0 + 2(0,5w - 2) - 0,5
= 0,25(0,5w - 2). Gdy przyréwnamy te pochodng do zera, otrzymamy 0,25 (0,5w —2) = 0,
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Rysunek 3.13. Minimalna wartos¢ funkcji flw) = 3 + (0,50 - 2)* w przedziale [-1, 6] wynosi 3
i wystepuje w punkcie krytycznym w = 4. W tym punkcie krytycznym pochodna funkcji wynosi zero,
co oznacza, ze jesli narysujemy linie styczng, bedzie ona pozioma

co oznacza, ze w = 4. W ten sposob wewnatrz przedziatu [-1, 6] znalezlismy tylko jeden punkt
krytyczny w = 4. W tym szczegolnym punkcie warto$¢ funkcji wynosi f(4) = 3 + (0,5(4) - 2)*
= 3. Poniewaz warto$¢ fjest tutaj najmniejsza, to oczywiscie znalezliémy zwyciezce konkursu
minimalizacji, a mianowicie w = 4 z minimalng wartoscig f réwna 3.

Pochodne czesto uzywanych wyrazen algebry liniowej

Najskuteczniejsze jest obliczanie pochodnych bezposrednio na wyrazeniach obejmujgcych
wektory i macierze, bez koniecznosci rozktadania ich na czynniki. Popularne sa nastepujace
dwa podejscia:
1. Gdy a i w s3 skalarami, a a jest state, pochodng funkgji flw) = aw jest f(w) = aw. Gdy d
i & s3 wektorami (o tej samej dtugosci), a elementy wektora d sg stale, to gradient f (@) =
@t=% wynosi Vf (@) = d. Podobnie gradient f (@) = d‘a wynosi Vf (@) = d
2. Gdy s jest skalarne i stale, a w jest skalarne, to pochodng funkcji kwadratowej flw) = sw?
jest f(w) = 2sw. Analogiczny przypadek dla funkcji wielowymiarowej to sytuacja, gdy S
jest macierza symetryczng o statych elementach, funkcja f (@) = @S jest kwadratowa,
a jej gradient wynosi Vf (@) = 2S®.

Minimalizacja funkgji straty btedu sredniokwadratowego

W koncu mozemy zminimalizowa¢ funkcje straty bledu $redniokwadratowego:

R ~ .
L(w) = (X(U - yrzeczywista )t (Xw - yrzeczywista )
m

Przed wyznaczeniem gradientu wyrazenia i przyréwnaniem go do zera sprébujmy je prze-
ksztakcié:
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L(—>)=l((X—->)t_ >t ) )(X_)— - . )
w w Y rzeczywista w Y rzeczywista
m

1., . .
= E ((U tXt - yrtzeczywista )(Xw - yrzeczywista )

1
— —tyty —tyts St Pt St 4
- m ((U XX —w'X Vrzeczywista — Yrzeczywista Xo~ + Vrzeczywista Yrzeczywista )

1
_ —t o= —t = St — >t -
- E (0.) Sw—-wa—aw+ Vrzeczywista Vrzeczywista )'

gdzie w ostatnim kroku podstawiamy X'X =i X* irzeczywista = d. Nastepnie obliczamy gradient
ostatniego wyrazenia wzgledem @ i przyréwnujemy je do zera. Podczas obliczania gradientu
wykorzystujemy to, czego wlasnie nauczyliémy si¢ o rézniczkowaniu wyrazen algebry liniowej:
1
VL(w) =—2Sw—d—a+0)
m
=0
Teraz znalezienie rozwigzania dla @ jest tatwe:
1 -
—(2Sw—2a)=0
— (256 - 24)
zatem:
2§ =2a
otrzymujemy wiec:
w=S5"1d
Przypomne, Ze uzyliémy podstawien S = X'X i d = X" ¥,yecspwista- SProbujmy zatem przepisac

funkcje minimalizacji & w kategoriach zbioru szkoleniowego X (rozszerzonego o jedynki)
i odpowiadajacego mu wektora etykiet ﬁrzeczywism .

6 = (XtX)_lxt}-;rzeczywista

W przypadku zestawu danych Fish Market (patrz zalgczony notatnik Jupyter) otrzymujemy:

an —475.19929130109716

w; 82.84970118
o N —28.85952426

3 ~28.50769512

on 29.82981435

s 30.97250278

Whasnie zlokalizowalismy wektor wag &, ktory daje najlepsze dopasowanie miedzy danymi
szkoleniowymi a funkcjg szkoleniowg regresji liniowej:

f(CT)), f) = Wy + w1Xq + WXy + W3X3 + WyXy + Ws5Xs
Aby uzyskaé rozwigzanie okreslone przez réwnanie normalne, zastosowali$my metode ana-
lityczna (obliczenie gradientu funkgji straty i przyréwnanie go do zera). Jest to jeden z bardzo

rzadkich przypadkéw, w ktorych jesteémy w stanie wyprowadzi¢ rozwigzanie analityczne.
Wszystkie inne metody znajdowania minimalizacji & beda numeryczne.
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Mnozenie duzych macierzy przez siebie jest bardzo kosztowne
obliczeniowo. Zamiast tego mnéz macierze przez wektory

Za wszelkg ceng staraj sie unika¢ mnozenia macierzy przez siebie; zamiast tego
mnoéz macierze przez wektory. Na przyklad w rownaniu @ = (X*X) ™ X Yyecpmistas
. . . t - . . . . . t _1 .

najpierw oblicz X* Y, ecppyista 1 Unikaj obliczania (X*X)™". Sposobem na obej-
o : . L o - _ o

$cie tego problemu jest rozwigzanie rownania liniowego X@ = Yecrpwista Z WY-
korzystaniem pseudoinwersji X (zobacz dofaczony notatnik Jupyter). Pseudo-
inwersje omowie w rozdziale 11. Na razie zapamietaj, ze jest to dzialanie, ktdre
pozwala odwraca¢ macierze (co jest rownowazne dzieleniu przez nie), ktére

nie majg odwrotnosci.

Nie nalezy zbytnio dopasowywac danych szkoleniowych

Rownanie @ = (X*X) ™' X Yyecrywista POzWala wyznaczyé wartodci w, przy kto-
rych funkcja szkoleniowa najlepiej pasuje do danych szkoleniowych, ale w przy-

padku zbyt $cistego dopasowania funkcja szkoleniowa moze zamiast sygnatu
w danych przechwytywaé rowniez szum. Zatem aby nie uzyskac zbyt dobrego
dopasowania, wspomniane rozwiazanie, a nawet sam problem minimalizacji,
trzeba zmodyfikowaé. W tym przypadku pomocna jest regularyzacja lub weze-
sne zatrzymanie (ang. early stopping). Tym zagadnieniom poswiecimy troche
czasu w rozdziale 4.

To byta dtuga droga do regresji. Po drodze musieliémy przejs¢ przez rachunek rézniczkowy
i algebre liniows, bo to s3 podstawy. Prezentowanie trudniejszych modeli uczenia maszyno-
wego — regresji logistycznej, maszyn wektoréw nosnych, drzew decyzyjnych i laséw loso-
wych — bedzie szybsze, poniewaz zadania te sprowadzaja si¢ do stosowania doktadnie tych
samych pomystéw do réznych funkgji.

Regresja logistyczna — klasyfikacja do dwdch klas

Regresja logistyczna jest uzywana gléwnie do zadan klasyfikacyjnych. Najpierw wyjasnie,
w jaki spos6b mozna wykorzysta¢ ten model do zadan klasyfikacji binarnej (klasyfikowania
do dwoch klas, np. rak — nie rak, bezpieczny dla dzieci — niebezpieczny, prawdopodobnie
splaci pozyczke — prawdopodobnie jej nie splaci itp.) Nastepnie uogélni¢ ten model do kla-
syfikowania na wiele klas (na przyklad przyporzadkowywanie odrecznych rysunkéw cyfr do
wartoséci 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 lub 9). W tym przypadku réwniez mamy te samg konfiguracje
matematyczng:

1. Funkgja szkoleniowa.
2. Funkgja straty.
3. Optymalizacja.
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Funkcja szkoleniowa

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej, funkcja szkoleniowa regresji logistycznej oblicza
kombinacje liniowa cech i dodaje staty wyraz odchylenia. Jednak zamiast wyprowadza¢ wynik
w takiej postaci, przekazuje go do funkcji logistycznej, ktorej wykres przedstawiono na ry-
sunku 3.14 i ktéra ma nastepujacy wzor:

o(s) = 1+es

10

08

06

o(s)

04

0z

0.0

1
1+e~s
dla dowolnego s i zawsze uzyskamy wynik z przedziatu od 0 do 1. W zwigzku z tym wynik funkcji
mozna interpretowad jako prawdopodobieristwo

Rysunek 3.14. Wykres funkcji logistycznej o(s) = Nalezy zauwazy(, ze funkcje te mozna obliczyé

Jest to funkcja, ktora przyjmuje tylko wartosci od 0 do 1, wiec jej wynik mozna interpretowac
jako prawdopodobienstwo przynaleznosci punktu danych do okreslonej klasy. Jesli wynik
jest mniejszy niz 0,5, to klasyfikujemy przynaleznoé¢ punktu danych do pierwszej klasy, a jesli
wynik przekracza 0,5, to klasyfikujemy jego przynaleznos¢ do drugiej klasy. Liczba 0,5 to prdg,
przy ktéorym podejmujemy decyzje o sklasyfikowaniu punktu danych.

Tak wigc funkcja szkoleniowa jest liniowa kombinacja cech plus odchylenie, ztozong z funkcji
logistycznej w polaczeniu z funkcja progowa:

y = Prég(o(a)o +wix, + o+ a)nxn))

Podobnie jak w przypadku regresji liniowej, parametry w s3 niewiadomymi, dla ktérych
trzeba zoptymalizowa¢ funkcje straty. Tak samo jak jest w przypadku regresji liniowej, liczba
tych niewiadomych jest réwna liczbie cech danych plus jedna dla wyrazu okreélajacego sys-
tematyczny blad. W przypadku takich zadan jak klasyfikacja obrazéw kazdy piksel jest cecha,
wiec moze ich by¢ tysigce.

Funkgja straty

Sprébujmy zaprojektowac dobra funkgje straty dla klasyfikacji. Jeste$my inzynierami i chcemy
»kara¢” blednie sklasyfikowane punkty danych szkoleniowych. Jesli punkt danych w oznako-
wanym zestawie danych nalezy do klasy, t0 jego Vrzeczymista = 1, @ jeSli nie, t0 jego Vrzeczywista = 0.
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Chcemy, aby funkcja szkoleniowa zwracala wynik Yprognoza = 1 dla punktéw szkoleniowych
nalezacych do klasy dodatniej (dla ktérych yrzeczpwista rOWniez wynosi 1). Skuteczne wartoéci w
powinny gwarantowal przekazywanie do funkcji logistycznej wysokiej wartosci t (wynik
kroku kombinacji liniowej), a tym samym przypisanie wysokiego prawdopodobienstwa dla
dodatnich punktéw danych i przekazanie progu 0,5, aby uzyskac yprognoza = 1. W zwigzku
z tym, jesli suma kombinacji liniowej i stronniczo$ci daje niska warto$¢ ¢, podczas gdy
Yrzeczywista = 1, Nalezy ukara¢ model.

Na podobnej zasadzie skuteczne warto$ci wag powinny gwarantowac przekazywanie niskich
wartosci t dla punktéw szkoleniowych, ktére nie nalezg do klasy (ich yrzeczywista = 0). Dlatego
jesli suma kombinacji liniowej i stronniczosci daje wysoka warto$¢ ¢, podczas gdy Vrzeczywista = 0,
nalezy ukara¢ model.

Jak wiec znalez¢ funkgje straty, ktora karze blednie sklasyfikowany punkt danych szkolenio-
wych? Karane powinny by¢ zaréwno wyniki fatszywie dodatnie, jak i fatszywie ujemne. Przy-
pomne, ze wynik tego modelu klasyfikacji to 1 lub 0:

» Pomysl o funkcji algebraicznej —log(s), ktéra nagradza jedynki i karze zera (rysunek 3.15).

 Pomysl o funkgji algebraicznej —log(1-s), ktora karze jedynki i nagradza zera (rysunek 3.15).

40

s s

Rysunek 3.15. Po lewej: wykres funkcji f(s) = - log(s). Ta funkcja przypisuje wysokie wartosci liczbom
bliskim 0 i niskie wartosci liczbom bliskim 1. Po prawej: wykres funkcji f(s) = - log(1 - s). Ta funkcja
przypisuje wysokie wartosci liczbom bliskim 1 i niskie wartosci liczbom bliskim 0

Skupmy sie teraz na wyniku funkgji logistycznej o(s) dla biezacego zestawu parametréow w:

o Jesli o(s) jest mniejsze niz 0,5 (prognoza modelu to Yyrogmoza = 0), ale rzeczywiste Yrzecopmista = 1
(wynik falszywie ujemny), trzeba natozy¢ na model kare w wysokosci — log (o(s)). Jesli
z kolei a(s) > 0,5, prognoza modelu wWynosi Yprognoza = 1) (Wynik prawdziwie dodatni), to
warto$¢ — log(o(s)) jest mala, wiec model nie bedzie ukarany.

« Na podobnej zasadzie, jesli o(s) jest wigksze niz 0,5, ale rzeczywista warto$¢ Yyzeczywista = 0
(wynik fatszywie dodatni), na model zostanie natozona kara w wysokosci - log(1 - o(s)).
Tak jak w przypadku wyniku prawdziwie dodatniego, rdwniez za wynik prawdziwie ujemny
model nie ponosi wysokiej kary.
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W zwigzku z tym koszt btednej klasyfikacji jednego szkoleniowego punktu danych
(x4, XL, -+, X3 Yesecrywista ) MOZNA zapisac nastepujaco:

—lOg (O'(S)) Jeéll Vizeczywista — 1
kOSZty - {_10g (1 _ O'(S)) jes’li yrzeczywista =0 - _yrzeczywista 10g (0‘(5)) - (1 - yrzeczywista)

log (1 —a(s))
Na koniec funkgcja straty oznacza $redni koszt dla m szkoleniowych punktéw danych. W ten
sposob mozemy uzyskaé wzor na popularna funkcje straty w entropii krzyzowej:

m
L(5)=—l Vlyecrwista 108 (o(w + wxl + o+ w xi))+
m rzeczywista 0 141 n+n
i=1

(1 - yrizeczywista )10g (1 - O-((‘)O + (1)1X{ + et wnxril))

Optymalizacja

Jedli zdecydujemy si¢ zminimalizowaé funkcje straty poprzez ustawienie VL(w) = 0, to
w przeciwienstwie do przypadku regresji liniowej nie bedziemy mie¢ analitycznego wzoru
rozwigzania dla parametréw w. Dobrg wiadomoscia jest to, ze funkcja ta jest wypukla, wiec
zastosowanie metody zstepowania gradientowego omoéwionej w rozdziale 4. (lub zstepowa-
nia gradientowego stochastycznego badz z wykorzystaniem minipartii) gwarantuje znalezie-
nie minimum (o ile szybkos¢ uczenia nie jest zbyt duza i o ile czekamy wystarczajaco diugo).

Regresja softmax — przyporzadkowanie do wielu klas

Pojecie regresji logistycznej mozna tatwo uogdlni¢ do klasyfikacji na wiele klas. Znanym
przykladem takiego zadania klasyfikacji niebinarnej jest przyporzadkowanie obrazéw 10 od-
recznie zapisanych cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 1 9 za pomocg zestawu danych MNIST
(https://yann.lecun.com/exdb/mnist/)*. Ten zbiér danych zawiera 70 000 obrazéw odrecznie
zapisanych cyfr (probki tych obrazéw zaprezentowano na rysunku 3.16), podzielonych na
podzbidr szkoleniowy zlozony z 60 000 obrazéw i podzbidr testowy zfozony z 10 000 obrazéw.
Kazdy obraz oznaczono klasg, do ktorej ten obraz nalezy, czyli jedna z 10 cyfr.

Wspomniany zbiér danych zawiera réwniez wyniki wielu modeli klasyfikacyjnych, w tym
klasyfikatoréw liniowych, k-najblizszych sgsiadow, drzew decyzyjnych, maszyn wektoréw no-
Snych z réznymi jgdrami i sieci neuronowych o réznych architekturach, wraz z odwotaniami
do odpowiednich artykutéw i latami ich publikacji. Warto zwrdci¢ uwage na postepy w wy-
dajnoéci na przestrzeni lat i ewolucje stosowanych metod.

! W chwili pisania tego tekstu ta strona wymagata poswiadczen, ale mozna uzyska¢ do niej dostep za pomoca
instrukeji zamieszczonych w serwisie Hacker News (https://news.ycombinator.com/item?id=31077780).
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Rysunek 3.16. Przykladowe obrazy ze zbioru danych MNIST (rédto obrazu: https://en.wikipedia.org/
wiki/MNIST_database)

Nie nalezy myli¢ klasyfikacji do wielu klas z modelami wielowyjsciowymi

Regresja softmax prognozuje jedna klase na raz, wigc nie mozna jej wykorzysta¢
do sklasyfikowania na przyklad pieciu 0sob na tym samym zdjeciu. Zamiast
tego mozna jej uzy¢ do sprawdzenia, czy okreslone zdjecie na Facebooku jest
zdjeciem moim, mojej siostry, mojego brata, mojego meza lub mojej corki.
Zdjecie przekazane do modelu regresji softmax moze przedstawia¢ tylko jedno
z nas pieciorga. W przeciwnym razie klasyfikacja modelu bylaby mniej oczywista.
Oznacza to, ze klasy w tego rodzaju zadaniu muszg si¢ wzajemnie wykluczac.
Jesli zatem na zdjeciu na Facebooku zostanie automatycznie oznaczonych pie¢
0s6b, oznacza to, ze uzyto modelu wielowyjsciowego, a nie modelu regresji
softmax.

Zat6zmy, ze znamy cechy punktu danych i chcemy wykorzysta¢ te informacje w celu przypo-
rzagdkowania punktu danych do jednej z k mozliwych klas. Zaprezentowane ponizej funkcja
szkoleniowa, funkgja strat i proces optymalizacji nie powinny teraz budzi¢ watpliwosci.

Cechy danych zdjec

W przypadku zdje¢ w skali szaroéci kazdy piksel intensywnosci jest cecha, wiec
zdjecia zwykle maja tysigce cech. Obrazy w skali szarosci sg zwykle reprezen-
towane jako dwuwymiarowe macierze liczb, gdzie poszczegolne elementy ma-
cierzy reprezentuja intensywnos¢ pikseli. Zdjecia kolorowe sg reprezentowane
za pomocg trzech kanalow: czerwonego, zielonego i niebieskiego, przy czym
kazdy kanat jest reprezentowany jako dwuwymiarowa macierz liczb, a kanaly
sg ulozone jeden na drugim, co tworzy trzy warstwy dwuwymiarowych macierzy.
Taka struktura jest nazywana tensorem. Sposoby przetwarzania zdje¢ w skali
szaro$ci i kolorowych w Pythonie zaprezentowano w notatniku po$wieconym
tej tematyce na stronie GitHub repozytorium powiazanego z ta ksigzka
(https://github.com/halanelson/Essential-Math-For-Al).
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Funkcja szkoleniowa

Pierwszy krok jest zawsze taki sam: liniowe wyrazenie z wykorzystaniem cech zsumowane ze
stalym wyrazem reprezentujacym biad systematyczny. W regresji logistycznej, gdy mielismy
tylko dwie klasy, przekazywaliémy wynik do funkgji logistycznej o nastepujacym wzorze:

11 et et
a(s)_1+e‘5_1+l_1+es_e°+es
eS

Wiyniki tej funkgji interpretowaliémy jako prawdopodobienstwo przynaleznosci punktu da-
nych do interesujacej nas klasy. Zwrd¢ uwage, ze w celu podkreslenia, iz uwzglednia ona dwa
prawdopodobienstwa, po jednym dla kazdej klasy, przepisaliémy wzoér funkgji logistyczne;j

do postacio(s) = # Moéwiac inaczej, o(s) okresla prawdopodobienstwo, ze punkt danych

nalezy do interesujacej nas klasy,a 1 — o (s) = eoe—:es okresla prawdopodobienstwo, ze punkt
danych nie nalezy do tej klasy.

Gdy zamiast tylko dwéch mamy wiele klas, to dla tego samego punktu danych powtarzamy
ten sam proces wiele razy: jeden raz dla kazdej klasy. Kazda klasa charakteryzuje si¢ wlasnym
bledem i zbiorem wag, ktore tworza liniowa zaleznos¢ pomiedzy cechami. W zwiazku z tym
dla punktu danych o wartosciach cech xi, x3,..., 1 X, obliczamy k réznych kombinacji linio-
wych plus odchylenia:

st = w} + wlx; + wlx, + -+ wix,

s? = w2 + wix + wix, + -+ wix,

N

wk + w¥fx; + 0¥x, + - + wkx,

Dobre nawyki

Warto wyrobi¢ sobie dobry nawyk $ledzenia liczby niewiadomych wartoéci w

wystepujacych we wzorze funkgji szkoleniowej. Przypomnijmy, ze s3 to wartosci
w, ktére znajdujemy poprzez minimalizacje funkgji straty. Innym dobrym na-
wykiem jest zastosowanie skutecznego i spéjnego sposobu organizowania ich
w calym modelu (w wektorze, macierzy itp.). W przypadku funkcji softmax,
gdy mamy k klas i n cech dla kazdego punktu danych, otrzymujemy k x n pa-
rametréw w dla kombinacji liniowych oraz k odchylen, co daje Iacznie k x n + k
nieznanych parametréw w. Na przyklad, jesli uzywamy modelu regresji softmax
do klasyfikacji obrazéw w zbiorze danych MNIST (https://en.wikipedia.org/
wiki/MNIST_database) odrecznie zapisanych cyfr, kazdy obraz ma 28x28 pikseli,
co oznacza 784 cechy. Chcemy przyporzadkowac je do 10 klas, wigc ostatecz-
nie musimy wykona¢ optymalizacje dla 7850 warto$ci w. W przypadku za-
réwno modelu regresji liniowej, jak i logistycznej mieli$my tylko n + 1 niezna-
nych wartosci w, ktdre trzeba bylto zoptymalizowac.

Nastepnie przekazujemy kazdy z tych k wynikéw do funkcji softmax, ktéra uogdlnia funkeje
logistyczng z dwdch do wielu klas i jej wyniki takze interpretujemy jako prawdopodobienstwo.
W2zér na funkcje softmax wyglada nastepujaco:

114 | Rozdziat 3. Dopasowywanie funkgji do danych

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/maszin
https://helion.pl/rt/maszin

Jj
es

est +es? 4+ e
W ten sposéb dla tego samego punktu danych otrzymamy k wynikéw prawdopodobienstwa,

po jednym wyniku odpowiadajacym kazdej klasie. Na koniec klasyfikujemy punkt danych
jako nalezacy do tej klasy, w ktorej uzyskaliémy najwiekszy wynik prawdopodobienstwa.

o(s)) =

Podsumowujac wszystko, co napisatam powyzej, otrzymujemy ostateczny wzér funkeji szko-
leniowej, ktérag mozna teraz wykorzysta¢ do klasyfikacji (tzn. po znalezieniu optymalnych
warto$ci w poprzez minimalizacje odpowiedniej funkgji straty):

y = j takie, ze a(wé + w{ Xy + -+ w,{xn) ma warto$¢ maksymalna

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku tej funkeji szkoleniowej trzeba jedynie wprowadzi¢ cechy
danych (wartoéci x), a w wyniku otrzymujemy jeden numer klasy: j.

Funkcja logistyczna i funkcja softmax a mechanika statystyczna

Czytelnicy znajacy dziedzing mechaniki statystycznej by¢ moze zauwazyli, ze

A funkgje logistyczna i softmax obliczaja prawdopodobieristwa w ten sam sposéb,
w jaki funkcja partycji z dziedziny mechaniki statystycznej oblicza prawdopo-
dobienstwo znalezienia si¢ systemu w okres§lonym stanie.

Funkgja straty

Funkgje straty entropii krzyzowej w przypadku regresji logistycznej mozna zapisaé nastepujgco:

m
~ 1 . . , .
L((‘)) = _EZ yrlzeczywista 10g (U(wo + (1)1Xi + ot (‘)nxrll)) + (1 - yrlzeczywista)
i=1

log (1 —o(wo + wyxt + -+ wnx,il))

Mozna ja wyprowadzi¢ z nastepujacych zaleznosci:
{ _log (O'(S)) ifyrzeczywista =1

cost = .

_log (1 - O'(S)) lf:yrzeczywista =0
log (1 —a(s))
Spréobujmy uogolni¢ te sama logike na wiele klas. Uzyjemy notacji yrzeczpwista, i = 1, jeSli dany
punkt danych nalezy do i-tej klasy, w przeciwnym razie ¥rzeczywista, i = 0. Nastepnie mozemy
okresli¢ koszt zwigzany z bledng klasyfikacja okre$lonego punktu danych jako:

(_log (U(sl)) Jeéll yrzeczywista,l = 1]

} = _yrzeczywista lOg (O'(S)) - (1 - yrzeczywista)

_log (0(52)) ]eéll yrzeczywista,Z =1
koszt = { _log (0-(53)) jeéli Vrzeczywista,3 = 1 }
—lOg (O-(Sk)) ]eéll yrzeczywista,k =1
= _yrzeczywista,llog (0(51)) - yrzeczywista,k
log (a(s%))
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Po obliczeniu $redniej wszystkich m punktéw danych w zestawie szkoleniowym otrzymamy
uogblniong funkcje straty entropii krzyzowej, ktora opisuje przypadek wielu klas:

m
L(5)=—l Eecrmwisa 1108 (0(@§ + wixt + -+ wlxl)) + ¥iecmmi
m y rzeczywista,1 g 0 141 n-'n y rzeczywista,2
i=1

log (U(w(z) + w%xi + ot w%xrll)) + et yrizeczywista,klog (O—(wlg + wllcx{ + ot wrlilel))

Optymalizacja

Po wyprowadzeniu wzoru na funkcje straty mozemy poszukaé wartosci w, przy ktorych ta
funkcja osigga minimum. Podobnie jak w przypadku wiekszosci funkgji straty, z ktérymi sie
spotykamy, nie ma jawnego wzoru na minimalizatory tej funkcji straty w odniesieniu do zbioru
szkoleniowego i zwigzanych z nim docelowych etykiet. Z tego wzgledu zadowolimy si¢ zna-
lezieniem minimalizatoréw za pomocg metod numerycznych. W szczegdlnosci zastosujemy
zstepowanie gradientowe, stochastyczne zstepowanie gradientowe lub zstepowanie gradien-
towe z wykorzystaniem minipartii (patrz rozdzial 4.). Trzeba pamigta, ze uogdlniona funkcja
straty miedzy entropiami ma swoja wypukto$¢, ktéra w procesie minimalizacji dziata na nasza
korzys¢, zatem mamy gwarancje znalezienia poszukiwanych wartosci w.

' Entropia krzyzowa a teoria informacgji

‘ Pojecie entropii krzyzowej zostato zapozyczone z teorii informacji. Omowig to
! dokladniej przy okazji opisywania drzew decyzyjnych w dalszej czesci tego roz-
dziatu. Na razie nalezy pamigta¢ o ponizszej wielkoéci, w ktorej p oznacza praw-
dopodobienstwo wystapienia zdarzenia:

log (%) = —log (»)

Wielkos¢ ta jest duza, gdy p jest male, dlatego okresla ilosciowo wigksze zasko-
czenie dla mniej prawdopodobnych zdarzen.

Wykorzystanie oméwionych modeli do ostatniej
warstwy sieci neuronowej

Model regresji liniowej pozwala generowa¢ prognozy poprzez odpowiednie liniowe pofaczenie
cech danych, a nastepnie dodanie odchylenia. Modele regresji logistycznej i regresji softmax
dokonuja klasyfikacji poprzez odpowiednie liniowe potaczenie cech danych, dodanie odchy-
lenia, a nastepnie przekazanie wyniku do funkcji oceny prawdopodobienstwa. W tych pro-
stych modelach cechy danych s3 faczone tylko liniowo, dlatego wymienione modele stabo
sprawdzajg si¢ w zadaniach wychwytywania potencjalnie waznych nieliniowych interakcji
miedzy cechami danych. Modele sieci neuronowych uwzgledniaja w swoich funkcjach szko-
leniowych nieliniowe funkcje aktywacji. Robia to w wielu warstwach, a zatem s lepiej przy-
gotowane do wykrywania relacji nieliniowych i bardziej zlozonych. Ostatnig warstwa sieci
neuronowe;j jest jej warstwa wyjsciowa. Warstwa tuz przed ostatnia warstwa generuje pewne
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cechy wyzszego rzedu i wprowadza je do ostatniej warstwy. Jesli chcemy, aby sie¢ neuronowa
przyporzadkowywata dane do wielu klas, mozemy przeksztalci¢ ostatniag warstwe w warstwe
softmax. Jesli chcemy, aby klasyfikowata do dwoch klas, to ostatnig warstwa moze by¢ warstwa
regresji logistycznej. Z kolei gdy sie¢ ma prognozowaé wartoéci liczbowe, mozemy uczyni¢
jej ostatnig warstwe warstwa regresji. Przyktady takich rozwigzan zaprezentuje w rozdziale 5.

Inne popularne techniki i zestawy technik
uczenia maszynowego

Po omoéwieniu regresji i regresji logistycznej przedstawie pojecia dotyczace niektérych naj-
popularniejszych technik klasyfikacji i regresji. Maszyny wektoréw nosnych, drzewa decyzyjne
i lasy losowe oferuja duze mozliwoéci i mozna je wykorzysta¢ zaréwno do wykonywania zadan
Klasyfikacji, jak i regresji. Powstaje wiec naturalne pytanie, kiedy uzywamy konkretnej metody
uczenia maszynowego, w tym regresji liniowej i logistycznej, a pozniej sieci neuronowych?
Skad mamy wiedzie¢, ktorej metody uzy¢ i na ktérej oprze¢ uzyskane wnioski i przewidywania?
W celu uzyskania odpowiedzi na te pytania warto skorzysta¢ z technik analizy matematycznej
modeli uczenia maszynowego.

Analiza matematyczna kazdej metody, w tym rodzajow zestawdw danych, dla ktorych jest
ona zwykle najlepsza, zyskala powazng uwage dopiero niedawno, po zwiekszeniu przydziatu
zasobow na badania w dziedzinie sztucznej inteligencji, uczenia maszynowego i nauki o danych.
Obecna praktyka polega na probowaniu kazdej metody na tym samym zestawie danych i na
uzyciu tej z najlepszymi wynikami. Oznacza to, ze o ile mamy wymagane zasoby obliczeniowe
i czasowe, powinni$my wyprobowa¢ rézne techniki uczenia maszynowego. Co wiecej, jesli
masz czas i zasoby na szkolenie réznych modeli uczenia maszynowego (idealne sg tutaj obli-
czenia rownolegle), dobrze jest wykorzysta¢ metody zespolowe (ang. ensemble methods). Lacza
one wyniki réznych modeli uczenia maszynowego poprzez usrednianie lub glosowanie. Nieco
zaskakujace, cho¢ matematycznie uzasadnione, jest to, ze czgsto w ten sposob uzyskuje si¢
lepsze wyniki w poréwnaniu ze stosowaniem najlepszych modeli pojedynczo, a nawet wtedy,
gdy wyniki tych najlepszych modeli sq stabe!

Jednym z przyktadéw metody zespolowej jest las losowy, czyli zesp6t drzew decyzyjnych.

Przy generowaniu prognoz z metod zespolowych pojawiajg sie terminy branzowe, takie jak
bagging (czyli agregacja bootstrapowa), pasting, boosting (np. ADA boost lub boosting gradien-
towy), stacking oraz losowe tatki (ang. random patches). W metodach bagging i pasting szkolimy
ten sam model uczenia maszynowego na réznych losowych podzbiorach zbioru szkoleniowego.
Punkty danych w metodzie baggingu sa probkowane ze zbioru szkoleniowego z powtorze-
niami, natomiast w metodzie pastingu punkty danych sg prébkowane ze zbioru szkolenio-
wego bez powtorzen. W metodzie losowych tatek probkowanie dotyczy rowniez przestrzeni
cech, a model uczenia maszynowego jest szkolony na losowym podzbiorze cech w danym
momencie. Jest to bardzo pomocne w przypadku, gdy zbiér danych obejmuje bardzo wiele
cech. Przykladem s3 obrazy (gdzie kazdy piksel jest cecha). Stacking uczy si¢ mechanizmu
przewidywania zespolu zamiast stosowania prostego gtosowania lub usredniania.
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Maszyny wektoréw nosnych

Maszyna wektoréw nosnych to niezwykle popularna metoda uczenia maszynowego, ktéra
pozwala na wykonywanie zadan klasyfikacji i regresji zaréwno z liniowymi (ptaskimi), jak
i nieliniowymi (zakrzywionymi) granicami decyzyjnymi.

W przypadku zadan klasyfikacji metoda ta ma na celu oddzielenie oznaczonych danych przy
uzyciu mozliwie najszerszego marginesu, co skutkuje optymalna autostradg podziatu, w prze-
ciwienstwie do cienkiej linii podziatu. Sprobuje wyjasni¢, w jaki sposéb maszyny wektoréw
no$nych klasyfikujg oznakowane egzemplarze danych w kontekscie opisanej w tym rozdziale
struktury funkcji szkoleniowej, funkgji straty i optymalizacji.

Funkgja szkoleniowa

Ponownie faczymy liniowo cechy punktu danych z nieznanymi wagami w i dodajemy odchy-
lenie w,. Nastepnie przekazujemy odpowiedz przez funkcje¢ znaku. Jesli liniowa kombinacja
cech plus odchylenie jest liczba dodatnig, funkcja zwraca 1 (czyli przyporzadkowuje do pierw-
szej klasy), a jedli jest liczbg ujemna, zwraca -1 (czyli przyporzadkowuje do drugiej klasy).
Tak wiec wzor na funkcje szkoleniowg przyjmuje taka oto postac:

f(@; %) = znak(®'X + w,)

Funkgja straty

Trzeba zaprojektowa¢ funkgje straty, ktora karze blednie sklasyfikowane punkty. W przypadku
regresji logistycznej wykorzystalismy funkcje straty entropii krzyzowej. W przypadku ma-
szyn wektor6w nosnych funkcja straty opiera sie na funkcji zwanej zawiasowg funkcjg straty:

max (0!1 ~ Vrzeczywista (atf + wo))

Zobaczmy, w jaki sposdb zawiasowa funkcja straty karze bledy w klasyfikacji. Po pierwsze
przypomnijmy, ze w zaleznoéci od tego, czy punkt danych nalezy do klasy dodatniej, czy
Wjemnej, Yrzeczywista Wynosi 1 lub 1.

o Jesli dla pewnego punktu danych yr.ecywisa Wynosi 1, ale @tX + wq < 0, funkcja szkole-
niowa sklasyfikuje go blednie i uzyskamy yprognoze = —1, @ warto$¢ zawiasowej funkcji straty
wyniesie 1 — (1)(0'X + wy) > 1, co w przypadku, gdy celem jest minimalizacja, jest
wysoka kara.

o Z drugiej strony, jesli yzeczywista Wynosi 1, a @*% + wq > 0, funkcja szkoleniowa sklasyfi-
kuje go poprawnie i uzyskamy wynik Yprognoza = 1. Zawiasowa funkcja straty jest jednak
zaprojektowana w taki sposob, ze nadal bedzie nas kara¢, jesli @'X + w, < 1, a jej wartos¢
bedzie wynosi¢ 1 — (1)(&*X + wy). Teraz jest ona mniejsza od 1, ale nadal wigksza od 0.

o Tylko wtedy, gdy Vrzecopwisa Wynosi 11 @*X + wy > 1 (funkcja szkoleniowa nadal popraw-

nie sklasyfikuje ten punkt i zwroci wynik yprognoza = 1), warto$¢ zawiasowej funkeji straty
bedzie wynosi¢ 0, poniewaz bedzie to maksimum miedzy 0 a wartoscig ujemna.
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o Ta sama logika ma zastosowanie w przypadku, gdy Vizeczwisa Wynosi —1. Zawiasowa funkcja
straty nalozy wysoka kare za btedna prognoze i niezbyt wysoka za poprawng prognoze,
gdy nie bedzie wystarczajacego marginesu od dzielnika 0 (margines wigkszy niz 1).
Zawiasowa funkgja straty zwrdci 0 tylko wtedy, gdy prognoza bedzie prawidlowa, a punkt
danych bedzie si¢ znajdowal w odlegloéci wigkszej niz 1 od dzielnika 0.

o Zauwazmy, ze dzielnik 0 ma réwnanie &*X + w, = 0, a krawedzie brzegowe maja réw-
nania @'X + wy = —1i@'% + wy = 1. Odlegtos¢ miedzy krawedziami marginesu mozna
tatwo obliczy¢ jako ol Jesli wiec chcemy zwigkszy¢ te szeroko$¢ marginesu, musimy

2
zmniejszy¢ |lwll,; zatem ten wyraz musi wej$¢ do funkgji straty wraz z zawiasowsa funkeja
straty, ktéra karze zaréwno blednie sklasyfikowane punkty, jak i punkty w granicach
marginesu.

Gdy teraz usrednimy strate zawiasowa dla wszystkich m punktéw danych w zbiorze szkole-
niowym i dodamy || w |3, otrzymamy wz6r na funkgje straty, ktéra jest powszechnie stoso-

wana w maszynach wektoréw noénych:
m

1 - .
L@) = — > max (01 = Yisecnwisa @7+ 00)) + 21 @ 1

i=1

Optymalizacja

Celem jest znalezienie wektora &, ktéry minimalizuje funkcje straty. Przyjrzyjmy sie tej funkcji
straty nieco dokladnie;j:

o Funkcja sklada sie z dwoch wyrazéow: %Zﬁl max (0,1 - yrizeczywista (@B + wo)) il
@ |3 . Tlekro¢ w problemie optymalizacyjnym wystepuje wiecej niz jeden wyraz, naj-
prawdopodobniej s3 to wyrazy konkurujace, w tym sensie, ze te same wartosci w, ktore
sprawiajg, ze pierwszy wyraz ma niska warto$¢ (co jest korzystne), moga sprawi¢, ze drugi
wyraz bedzie mial wysoka wartoé¢ (co jest niekorzystne). Zatem podczas poszukiwan
wektora &, ktéry optymalizuje sume tych dwoch wyrazéw, toczy sie miedzy nimi gra
typu pchaj-i-ciggnij.

o Warto$¢ A wystepujaca w wyrazie A || @ |15 jest przykladem hiperparametru modelu,
ktéry mozna dostroi¢ na etapie walidacji procesu uczenia. Zauwazmy, ze kontrolowanie
wartoséci A pomaga kontrolowa¢ szeroko$¢ marginesu w nastepujacy sposob: jesli wybie-
rzemy duzg warto$¢ A, to aby zrekompensowaé duza warto$¢ @, optymalizator bedzie
zajety wybieraniem wartosci || w [I3 z bardzo niskg wartoscig wyrazu 4, a pierwszy wyraz
funkgji straty bedzie mie¢ mniejsze znaczenie. Nalezy jednak pamietad, ze mniejsza war-
toé¢ llwll; oznacza wickszy margines!

e Wyraz A || @ |I3 mozna réwniez traktowaé jako wyraz regularyzacji, o ktérym opowiem
w rozdziale 4.

o Omawiana funkcja straty jest wypukla i ograniczona ponizej przez 0, wiec rozwigzanie pro-
blemu jej minimalizacji nie jest zbyt trudne: nie ma obaw o utkniecie w lokalnych minimach.
Pierwszy wyraz ma osobliwo$¢, ale jak wspomniano wcze$niej, mozna zdefiniowac jego sub-
gradient w punkcie osobliwym, a nastgpnie zastosowaé metode zstepowania gradientu.
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Formule niektérych problemdéw optymalizacyjnych mozna zmodyfikowa¢, dzieki czemu za-
miast rozwigzywania problemu pierwotnego mozemy rozwigzywac dla niego problem wtérny!
Zazwyczaj jeden z nich jest fatwiejszy do rozwigzania niz drugi. O problemie wtérnym mozna
pomyslec jak o innym problemie optymalizacyjnym, ktory zyje w réwnoleglym wszeché$wie-
cie problemu pierwotnego. Wszechswiaty spotykaja sie¢ w optymalizatorze. Z tego wzgledu
rozwigzanie jednego problemu automatycznie daje rozwigzanie drugiego. Gdy uczymy sie¢
optymalizacji, badamy dualno$¢. Szczegdlnym zainteresowaniem i ogromnym zastosowaniem
cieszy si¢ optymalizacja liniowa i kwadratowa, znana réwniez jako programowanie liniowe
i kwadratowe. Biezacy problem minimalizacji:

m
o1 . r i
min w EZ max (0,1 — Vizeczywista (@txt + wo)) + 20wl
i=1
jest przykladem programowania kwadratowego i odpowiada mu problem wtérny, ktdry oka-
zuje si¢ tatwiejszy do optymalizacji niz pierwotny (zwlaszcza gdy liczba cech jest wysoka):
m

1 m m
> _ = . Jj k 2\t 2k
max a Z (X]' 2 Z Z a] akyrzeczywista yrzeczywista ((X ) X )

j=1 Jj=1 k=1

z zastrzezeniem ograniczen @; > 01 Y7L, «; yrjzeczywista = 0. Zapisanie tego wzoru, gdy znamy
problemy pierwotne i wtdrne, jest zwykle proste, dlatego pomine jego wyprowadzenie, aby
nie przerywa¢ plynnosci opisu.

Programowanie kwadratowe jest bardzo dobrze rozwinieta dziedzina. Istnieje wiele pakietow
oprogramowania, ktére pozwalaja rozwigza¢ ten problem. Po znalezieniu maksymalizujg-
cego & mozna znalez¢ wektor @, ktéry minimalizuje problem pierwotny przy uzyciu wyraze-
nia & = ¥, ajyrizeczywistafj . Po wyznaczeniu @ mozemy sklasyfikowaé¢ nowe punkty da-
nych za pomocg przeszkolonej funkeji:

f()?nowy) = znak (Etfc’nowy + wo)

= znak Z a;y (X)) Znowy + wo
J
Jesli chcesz unikng¢ stosowania programowania kwadratowego, mozesz skorzystac z innej
bardzo szybkiej metody zwanej zstgpowaniem wspolrzednych, ktéra rozwigzuje problem
wtérny i bardzo dobrze si¢ sprawdza w przypadku duzych zbioréw danych z duza liczba cech.

Sztuczka z jadrem

Mozemy teraz przenie$¢ te same pomysly na klasyfikacje nieliniowa. Zauwazmy najpierw
wazng uwage dotyczacg problemu wtdrnego: punkty danych wystepuja tylko parami, a do-
kladniej tylko w iloczynie skalarnym, mianowicie (¥/)*X*. Na podobnej zasadzie w przeszko-
lonej funkcji takze wystepuja tylko w postaci iloczynu skalarnego. Ta prosta obserwacja po-
zwala na zastosowanie magii:
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o Jesli znajdziesz funkcje K(¥/,%/), ktéra mozna zastosowaé do par punktéw danych,
i okazuje sie, ze ta funkcja zwraca iloczyn skalarny par przeksztalconych punktéw danych
W pewnej przestrzeni o wyzszym wymiarze (bez znajomo$ci rzeczywistej transformacji),
to mozna rozwigzac ten sam problem wtérny w przestrzeni o wyzszym wymiarze poprzez
zastgpienie iloczynu skalarnego we wzorze problemu wtérnego wyrazeniem

K(x7,%7)
Intuicja w tym przypadku podpowiada, ze dane, ktére mozna odseparowaé nieliniowo
w nizszych wymiarach, prawie zawsze sg separowalne liniowo w wymiarach wyzszych.

Nalezy zatem przeksztalci¢ wszystkie punkty danych do wyzszych wymiaréw, a nastepnie
je rozdzieli¢. Problem klasyfikacji liniowej w wyzszych wymiarach bez przeksztalcania
kazdego punktu danych rozwigzuje sztuczka jadra. Samo jadro oblicza iloczyn skalarny
przeksztalconych danych bez przeksztalcania danych. To do$¢ interesujace.

Do przyktadéw funkeji jadra mozna zaliczy¢:
o K(@/,%7) = ((x)tx))2.
« Jadro wielomianowe: K (¥/,%/) = (1 + (¥/)tx/)<.

PR _ __ 2
o Jadro gaussowskie: K (X7, %)) = e vl

Drzewa decyzyjne

Trzymajac sie motywu przewodniego w tym rozdziale, ze wszystko jest funkcja, drzewo de-
cyzyjne w gruncie rzeczy jest funkcja, ktora przyjmuje zmienne logiczne jako dane wejéciowe
(s to zmienne, ktére moga przyjmowac tylko wartosci true [lub 1] badz false [lub 0]), np.
cecha > 5, cecha = sfoneczny, cecha = me¢zczyzna itp. Drzewo generuje decyzje, np. zgode na
pozyczke, sklasyfikowanie jako covid19, zwrot 25 itd. Zamiast dodawa¢ lub mnozy¢ zmienne
logiczne, uzywamy w odniesieniu do nich operatoréw logicznych or, and i not.

Co jednak nalezy zrobic, jesli cechy w wejsciowym zestawie danych nie zostaty podane jako
zmienne logiczne? W takim przypadku przed wprowadzeniem ich do modelu w celu wyge-
nerowania prognoz trzeba je przeksztalci¢ w zmienne logiczne. Na przyktad drzewo decy-
zyjne przedstawione na rysunku 3.17 zostalo przeszkolone na zbiorze danych Fish Market.
Jest to drzewo regresji. Drzewo pobiera nieprzetworzone dane, ale funkcja reprezentujaca
drzewo faktycznie dziata na nowych zmiennych, ktére sg oryginalnymi cechami danych prze-
ksztalconymi na zmienne logiczne:

al

(Width < 5.117).
a2 = (Length3 < 59.55).

a3 = (Length3 < 41.1).
a4 = (Length3 < 34.9).
a5 = (Length3 < 27.95).
a6 = (Length3 < 21.25).

Inne popularne techniki i zestawy technik uczenia maszynowego | 121

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


https://helion.pl/rf/maszin
https://helion.pl/rt/maszin

Width < 5,117
mse = 117059,727
Prébek = 127
Warto$¢ = 380,635

Length3 < 27,95 Length3 < 59,55
mse =19651,435 mse = 61528,284
Prébek = 87 Prébek = 40
Wartos¢ = 183,857 Wartos¢ = 808,625

mse =2500,0
Prébek =2
Wartos¢ = 1600,0

Length3 < 21,25 Length3 < 34,9 Length3 < 41,1
mse = 3777,805 mse = 8435,894 mse =29938,394
Prébek = 56 Prébek =31 Prébek =38
Wartos¢ = 95,154 Wartos¢ = 344,097 Wartos¢=766,974

J

aYa )

mse = 987,404 mse = 1529,515 mse = 2705,201 mse=5711,254 mse = 10442,404 mse = 17055,956
Prébek =25 Prébek =31 Prébek = 18 Prébek =13 Prébek =19 Prébek =19
Wartos¢ = 39,564 Warto$¢ = 139,968 Wartos¢ = 287,278 Wartos¢=422,769 || Wartos¢= 639,737 Warto$¢ = 894,211

J\\ J

Rysunek 3.17. Regresyjne drzewo decyzyjne skonstruowane na zbiorze danych Fish Market. Szczegotowe
informacje mozna znaleZ¢ w dolgczonym notatniku Jupyter

Funkcja reprezentujaca drzewo decyzyjne pokazane na rysunku 3.17 to:

f(al,a2,a3,a4,a5,a6) = (al and a5 and a6) X 39,584 + (alia5 and not a6)
X 139,968 + (a1l and not a5 and a4) x 287,278 + (al and not a5 and not a4)
X 422,769 + (not al and a2 and a3) X 639,737 + (not al and a2 and not a3)
X 824,211 + (not al and not a2) x 1600

Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do funkcji szkoleniowych, z ktérymi mieliémy do czy-
nienia do tej pory w tym rozdziale, ta funkcja nie zawiera parametréw w, ktdre trzeba znalezé.
Nazywa si¢ to modelem nieparametrycznym, dla ktérego nie ustala si¢ z wyprzedzeniem
ksztaltu funkeji. Dzieki temu uzyskujemy elastycznos$¢ polegajaca na dorastaniu wraz z da-
nymi lub méwigc inaczej, dostosowywaniu si¢ do danych. Oczywiscie, z ta wysoka zdolnoscig
adaptacji do danych wigze sie wysokie ryzyko nadmiernego dopasowania danych. Na szczeécie
istnieja sposoby na obejécie tego problemu. Niektére wymienie tutaj bez zadnego rozwiniecia:
przycinanie drzewa po jego wzroécie, ograniczenie liczby warstw, ustawienie minimalnej
liczby punktéw danych na wezet lub wykorzystanie zbioru drzew zamiast jednego, co okresla
sie jako las losowy (oméwie go pdzniej).

Jedna bardzo wazna obserwacja: drzewo decyzyjne zdecydowalo si¢ rozdzieli¢ tylko dwie cechy
oryginalnego zestawu danych, a mianowicie cechy Width i Length3. Drzewa decyzyjne s za-
projektowane w taki sposdb, aby wazniejsze cechy (te, ktére dostarczaja najwiecej informacji
majacych wplyw na prognoze) znajdowaly si¢ blizej korzenia. Z tego wzgledu drzewa decy-
zyjne moga pomoc w selekeji cech polegajacej na wyborze najwazniejszych cech, ktdre przy-
czyniaja sie do prognoz ostatecznego modelu.
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Nic dziwnego, ze cechy Width (szeroko$¢) i Length3 (dlugosc3) okazaly sie najwazniejsze dla
prognozy wagi ryb. Macierz korelacji pokazana na rysunku 3.18 i wykresy rozrzutu z rysunku
3.3 pokazujg niezwykle silng korelacje miedzy wszystkimi cechami dlugosci. Oznacza to, ze
dostarczane przez nie informacje s3 nadmiarowe, a uwzglednienie ich wszystkich w mode-
lach predykcyjnych zwigkszy koszty obliczeniowe i obnizy wydajnos¢.

Weight Lengthi Length2 Length3 Height Width

Weight 1.000000 0.908678 0.911888 0.917883 0.747700 0.896036
Length1 0.908678 1.000000 0.999493 0.991731 0.637844 0.870414
Length2 0.911888 0.999493 1.000000 0.993862 0.653291 0.877268
Length3 0.917883 0.991731 0.993869 1.000000 0.716450 0.882716
Height 0.747700 0.637844 0.653291 0.716450 1.000000 0.802115

Width 0.896036 0.870414 0.877268 0.882716 0.802115 1.000000

Rysunek 3.18. Macierz korelacji dla zestawu danych Fish Market. Istnieje niezwykle silna korelacja
miedzy wszystkimi cechami dtugosci

Wybor cech

Wrtasnie wprowadzitam bardzo wazny temat wyboru cech. Rzeczywiste zbiory
danych zawierajg wiele cech, a niektdre z nich moga dostarcza¢ nadmiarowych
informacji, podczas gdy inne w ogéle nie majg znaczenia dla prognozowania
docelowej etykiety. Uwzglednienie w modelu uczenia maszynowego nieistot-
nych i nadmiarowych cech zwigksza koszty obliczeniowe i obniza jego wydajnos¢.
Wrtasnie pokazatam, ze jednym ze sposobéw na wybranie waznych cech s3 drzewa
decyzyjne. Innym sposobem jest technika regularyzacji zwana regresja lasso,
ktdrg przedstawie w rozdziale 4. Istnieja testy statystyczne, ktore testujg wza-
jemne zalezno$ci cech. Test F testuje zaleznosci liniowe (daje wyzsze wyniki dla
skorelowanych cech, ale same korelacje sa zwodnicze), natomiast informacje
wzajemne testuja zaleznoéci nieliniowe. Wymienione testy zapewniaja miare
okreslajaca stopien, w jakim okreslona cecha przyczynia si¢ do okreslenia ety-
kiety docelowej, a tym samym pomagaja w wyborze cech poprzez zachowanie

tych, ktére sg najbardziej obiecujace. Mozna réwniez przetestowac zaleznosci
cech od siebie nawzajem, a takze ich korelacje i wykresy rozrzutu. Wyznacza-
nie progu wariancji usuwa cechy o niewielkiej lub zerowej wariancji. Jest to
zgodne z zalozeniem, Ze jesli cecha nie rozni si¢ zbytnio miedzy réznymi punk-
tami danych, niezbyt dobrze nadaje si¢ do generowania prognoz.

W jaki sposdb szkoli sie drzewo decyzyjne na zbiorze danych? Jaka funkcje nalezy zoptymali-
zowac? Sg dwie funkgje, ktore sg zwykle optymalizowane podczas wzrostu drzew decyzyjnych:
entropia i nieczystoé¢ Giniego. Uzycie jednej badz drugiej nie sprawia duzej réznicy w wyni-
kowych drzewach. Ponizej oméwie to bardziej szczegdtowo.
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Entropia i nieczystos¢ Giniego

Funkcje te wspomagaja podjecie decyzji o podzieleniu wezta drzewa wzgledem cechy, ktéra
jest oceniana jako najwazniejsza. Entropia i nieczysto$¢ Giniego to dwa popularne sposoby
pomiaru waznosci cechy. Nie s3 one matematycznie réwnowazne, ale oba dzialajg i zapewniaja
stworzenie rozsagdnych drzew decyzyjnych. Nieczysto$¢ Giniego wigze si¢ zwykle z nizszymi
kosztami obliczeniowymi, wiec jest to metoda domys$lna w wielu pakietach oprogramowania.
Mamy jednak mozliwo$¢ zmiany ustawienia domyslnego na entropie. Zastosowanie funkcji
nieczysto$ci Giniego czesto prowadzi do tworzenia mniej zréwnowazonych drzew w przy-
padku, gdy w danych wystepuja klasy o znacznie wyzszej czestosci niz inne. Klasy te sg odi-
zolowane we wlasnych galeziach. Jednak w wielu przypadkach uzycie entropii lub nieczystosci
Giniego nie powoduje duzej réznicy w wynikowych drzewach decyzyjnych.

W podejsciu polegajacym na wykorzystaniu entropii szukamy podziatu funkcji, ktéry zapewnia
maksymalny zysk informacyjny (wkrétce podam jego wzor). Pojecie zysku informacyjnego
zostalo zapozyczone z teorii informacji i ma zwigzek z pojeciem entropii. Entropia z kolei jest
zapozyczona z termodynamiki i fizyki statystycznej i okresla ilosciowo wielko$¢ nieporzadku
w okreslonym systemie.

W podejsciu nieczysto$ci Giniego szukamy takiego podziatu funkcji, ktéry zapewnia weztom
potomnym najnizsza srednig warto$¢ nieczystosci Giniego (wzor na te wielko$¢ rowniez za-
prezentuje wkrotce).

Aby zmaksymalizowa¢ zysk informacyjny (lub zminimalizowaé nieczysto$¢ Giniego), algo-
rytm rozwijajacy drzewo decyzyjne musi przejrze¢ wszystkie cechy podzbioru danych szko-
leniowych i obliczy¢ zysk informacyjny (lub nieczysto$¢ Giniego), ustali¢, czy drzewo wyko-
rzystuje te konkretng ceche jako wezet do podziatu, a nastepnie wybrac ceche, ktéra zapewnia
najwyzszy zysk informacyjny (badz wezly potomne o najnizszej sredniej wartosci nieczystoéci
Giniego). Co wigcej, jesli ceche opisuja rzeczywiste wartosci liczbowe, algorytm musi zdecy-
dowad, jakie pytanie zadacé weztowi, czyli wedlug jakiej wartosci cechy dokona¢ podziatu, np.
czy x5 < 0,12 Algorytm musi to zrobi¢ sekwencyjnie w kazdej warstwie drzewa: obliczy¢ zysk
informacyjny (lub nieczystos¢ Giniego) dla cech punktéw danych w kazdym wezle, a czasem
dla kazdego mozliwego podzialu wartosci. Latwiej to zrozumie¢ na przyktadach.

Najpierw jednak zapiszemy wzory na entropig, zysk informacyjny i nieczysto$¢ Giniego.

Entropia i zysk informacyjny

Najprostszym sposobem na zrozumienie wzoru na entropie jest wykorzystanie intuicji. Zgod-
nie z nig, jedli zdarzenie jest wysoce prawdopodobne, to jego wystapienie wigze sie z niewiel-
kim zaskoczeniem. Tak wiec, gdy p(zdarzenie) jest duze, zwigzane z nim zaskoczenie jest niskie.
Matematycznie mozna to zakodowa¢ za pomocg funkgji, ktéra maleje wraz ze wzrostem praw-

dopodobienstwa. Do tego celu nadaje sie funkcja rachunku logarytmicznego log i, ktéra ma

dodatkowa ceche, zgodnie z ktéra zaskoczenia dotyczace zdarzen niezaleznych sumuja sie.
W zwigzku z tym mozna zapisaé nastepujaca definicje:

1
Zaskoczenie(zdarzenie) = log ———— = —lo zdarzenie
( ) g p(zdarzenie) g (p( )
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Teraz entropie zmiennej losowej (ktéra w tym przypadku jest konkretng cechg w zestawie
danych szkoleniowych) mozna zdefiniowac jako oczekiwane zaskoczenie zwigzane ze zmienng
losowa. Trzeba wigc zsumowa¢ zaskoczenia kazdego mozliwego wyniku zmiennej losowej
(zaskoczenie dla kazdej warto$ci okreslonej cechy) pomnozone przez odpowiadajace im praw-
dopodobienstwa. W ten sposéb otrzymujemy:

Entropia(X) = —p(wynik 1)log (p(wynik 1)) — p(wynik 2)
log (p(wynikz)) — - — p(wynik )log (p(wynik n))

Entropie dla jednej cechy danych szkoleniowych, ktora przyjmuje kilka wartosci, mozna za-
pisa¢ w nastepujacy sposob:

Entropia ( Cecha 2) = —p( warto$¢ ;)log (p( warto$é 1)) — p( warto$¢ ,)log (p( warto$é 2)) -
-+ — p(wartoé¢ ,)log (p( wartoé¢ ,,))

Poniewaz celem w tym przykltadzie jest wybranie takiego podziatu wedlug cechy, ktory za-
pewnia duzy zysk informacji o wyniku (etykieta lub cecha docelowa), najpierw obliczmy en-
tropie cechy wyniku.

Wyjscie binarne

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze mamy do czynienia z problemem klasyfikacji binarnej, wiec
cecha wyniku ma tylko dwie warto$ci: dodatnig (nalezy do klasy) i ujemng (nie nalezy do klasy).

Jesli przyjmiemy, ze p oznacza liczbe punktéw danych z wynikami dodatnimi docelowej
funkcji, a n jest liczbg wynikéw ujemnych, to p + n = m oznacza liczbe punktéw danych

w podzbiorze danych szkoleniowych. Teraz prawdopodobienstwo wybrania punktu danych

o wartoéci dodatniej z tej kolumny docelowej bedzie wynosi¢ % = p%. Podobnie prawdopo-
dobienstwo wybrania punktu danych o wartosci ujemnej bedzie wynosi¢:

n n

m _p+n
Zatem entropia cechy wynikowej (bez korzystania z jakichkolwiek informacji z innych cech)
WYnosi:

Entropia(cecha wyniku)

= —p(dodatni)log (p(dodatni)) — p(ujemny)log (p(ujemny))
p p n n
p+tn p+tn p+n p+n

Nastepnie wykorzystujemy informacje z jednej innej cechy i obliczamy réznice w entropii

cechy wyniku, ktéra jak mozna oczekiwaé, zmniejszy si¢ wraz z uzyskaniem wiekszej iloéci
informacji (ogolnie rzecz biorac, im wigcej informacji, tym mniejsze zaskoczenie).

Zal6zmy, ze do podzialu wezla drzewa decyzyjnego wybralismy ceche A. Zatézmy, ze cecha A
przyjmuje cztery wartosci i ma k; punktéw danych z wartoécig wartos¢;, z ktérych dla p, ozna-
czono wynik docelowy jako dodatni, a dla n; oznaczono docelowy wynik jako ujemny. Tak wiec
p1 + n1 = ki. Podobnie cecha A ma k, punktéw danych z warto$cig wartosé,, z ktorych dla p,
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oznaczono wynik docelowy jako dodatni, a dla #, oznaczono wynik docelowy jako ujemny.
Tak wiec p, + nz = k,. To samo dotyczy warto$ci wartosé; i wartosés cechy A. Zauwaz, ze cal-
kowita liczba punktéw danych w podzbiorze szkoleniowym zbioru danych wynosi k; + k, +
k3 + k4 =m.

O kazdej wartosci dodatniej wartosé, cechy A mozna pomysle¢ jako o zmiennej losowej
w swoim wlasnym aspekcie, z px wynikami dodatnimi i n; wynikami ujemnymi. Dzigki temu
mozemy obliczy¢ jej entropie (oczekiwane zaskoczenie):

n n
Entropia(wartos¢,) = — P1 }?I-lnl log (plr-)l-lnl) B P1 +1n1 log <p1 +1n1)
n n
Entropia (wartos¢ ;) = — D2 r-)l-znz log (pz }fnz) B P2 +2n2 log (pz -I-znz)
n n
Entropia (wartos¢ ;) = — D3 r-)l-3n3 log (p3 }fn3) B p3 +3n3 log (ps +3TL3)
n n
Entropia (wartos¢,) = — p4r-):n4 log (p;—j:n‘;) B Pa -:Tl4 log (p4 -:TM)

Na podstawie tych informacji mozna obliczy¢ oczekiwana entropie po podziale wedlug
cechy A — poprzez dodanie czterech wspomnianych entropii, kazdej pomnozonej przez

- . 2 k Iy k i1
wlasciwe prawdopodobienistwo: p( warto$é ;) = ;1, p(warto$é ;) = HZ’ p(warto$é 5) =
ks . Iy _ ks
i p(wartoéé ,) = —

W zwigzku z tym oczekiwana entropia po podziale wg cechy A wyniesie:

Oczekiwana entropia(cecha A 2)
= p(warto$¢ ;) Entropia(warto$¢; ) + p(wartos$é ,) Entropia(warto$é ;)
+p(wartoé¢ 3) Entropia(wartosés) + p(warto$¢ ,) Entropia(wartosé 4)

k k k
= #Entropia(wartoéc’l) + EzEntropia(wartos’c’ 2) + ESEntropia(wartos’c’ 3)
ky . y
+ poey Entropia(warto$¢ )

Jakie uzyskamy informacje, gdy do podziatu uzyjemy cechy A? Bedzie to réznica miedzy en-
tropia cechy wynikowej bez zadnych informacji z cechy A a oczekiwang entropia cechy A.
Oznacza to, ze mamy wzér na zysk informacyjny, pod warunkiem ze zdecydowaliémy si¢ na
dokonanie podziatu wedlug cechy A:

Zysk informacyjny

Entropia(cecha wynikowa) — Oczekiwana entropia(cecha A) =

n n
__P log < d ) - log < ) — Oczekiwana entropia(cecha A)
p+n p+n/ p+n p+n

Teraz mozna fatwo skorzystac z kazdej z cech nalezacych do podzbioru danych szkoleniowych
i obliczy¢ zysk informacyjny wynikajacy z uzycia do podziatu tej cechy. Ostatecznie algorytm
drzewa decyzyjnego decyduje o podziale wedtug cechy o najwyzszym zysku informacyjnym.
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Algorytm wykonuje to rekurencyjnie dla kazdego wezta i kazdej warstwy drzewa, az do wyczer-
pania cech do podziatu lub punktéw danych. W ten sposob uzyskujemy drzewo decyzyjne
oparte na entropii.

Wyjscie wieloklasowe

Nie jest zbyt trudno uogdlnic¢ te logike na przypadek, w ktérym mamy wieloklasowy wynik,
na przyktad rozwigzujemy problem klasyfikacji z trzema lub wigksza liczba docelowych ety-
kiet. Doskonatym przykladem zbioru z trzema etykietami docelowymi jest klasyczny zestaw
danych Iris (https://archive.ics.uci.edu/dataset/53/iris) z repozytorium UCI Machine Learning
Repository (https://archive.ics.uci.edu/). Ten zestaw danych zawiera cztery cechy dla kazdego
rodzaju irysa: dtugos¢ i szerokos¢ dzialki kielicha oraz dtugos¢ i szerokos¢ platka. Nalezy pa-
mietad, ze kazda z tych cech jest ciagla, a nie dyskretng zmienng losowa. Trzeba wiec opraco-
wac test, ktory przed zastosowaniem wczesniej wspomnianej logiki dokona podziatu wedtug
wartosci kazdej cechy. Jest to czed$¢ etapu inzynierii cech projektu nauki o danych. Krokiem
inzynieryjnym jest w tym przypadku przeksztalcenie cechy o wartosci ciaglej w ceche logiczna.
Na przykiad czy dlugos¢ platka > 2,452 Nie bede omawiaé, w jaki sposéb zostala wybrana
liczba 2,45, ale jak fatwo sie domyséli¢, w tym przypadku trzeba réwniez zastosowacé proces
optymalizacji.

Nieczystos¢ Giniego

Kazde drzewo decyzyjne zawiera wezly, galezie i liscie. Wezel jest uwazany za czysty, jedli za-
wiera wylacznie takie punkty danych z podzbioru danych szkoleniowych, ktdre maja te sama
etykiete docelowa (oznacza to, ze naleza do tej samej klasy). Latwo zauwazy¢, ze czysty wezet
jest stanem pozadanym, poniewaz znamy jego klase. Z tego powodu algorytm powinien roz-
wija¢ drzewo w sposéb, ktéry minimalizuje nieczysto$¢ weztdéw: jesli punkty danych w wezle
nie naleza do tej samej klasy, to wezel jest nieczysty. Nieczysto§¢ Giniego okresla te wielkos¢
ilociowo, w sposéb opisany ponizej.

Zalézmy, ze w problemie klasyfikacji wystepuja trzy klasy, tak jak w przypadku zestawu danych
Iris (https://archive.ics.uci.edu/dataset/53/iris). Zatézmy réwniez, ze okreslony wezel w drzewie
decyzyjnym utworzonym w celu dopasowania do tego zestawu danych zawiera # szkolenio-
wych punktéw danych, z ktérych n, nalezy do pierwszej klasy, n, do drugiej klasy i ns do
trzeciej klasy (zatem n + 1, + n3 = n). W tym przypadku wzor na nieczysto$¢ Giniego dla tego
wezta mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

. fh s ni\2 o Mp\? o May?

Nieczysto$¢ Giniego = 1 — (7) - (7) - (?)

Zatem dla kazdego wezla wyznaczamy liczbe punktéw danych nalezacych do kazdej klasy,
podnosimy te warto$¢ do kwadratu, a nastepnie sume tych wartosci odejmujemy od 1. Nalezy
zauwazyé, ze jesli wszystkie egzemplarze danych wezta naleza do tej samej klasy, to z tego
wzoru otrzymujemy nieczysto$¢ Giniego rowna 0.

Algorytm wzrostu drzewa decyzyjnego szuka teraz cechy i punktu podziatu, ktére generuja
wezly potomne o najnizszej $redniej wartosci nieczystoéci Giniego. Oznacza to, ze wezly po-
tomne danego wezla srednio musza by¢ czystsze niz ich wezel nadrzedny. Tak wiec algorytm
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stara sie zminimalizowa¢ $rednia wazong nieczystoéci Giniego dwdch wezléw potomnych
(drzewo binarne). Nieczystos¢ Giniego kazdego wezta potomnego jest wazona z wykorzysta-
niem jego wzglednego rozmiaru, oznaczajacego stosunek liczby jego punktéw danych do cal-
kowitej liczby punktéw danych w tej warstwie drzewa (ktdra jest taka sama jak liczba punktow
danych jego rodzica). W zwigzku z tym trzeba szuka¢ kombinacji cech i punktéw podziatu
(dla kazdej cechy), ktore rozwigzuja nastepujacy problem minimalizacji:

n

n
, ewy . . prawy .. .
MUNCecha, wartosé podziatu cechy n GlIll(WQZeI leWY) + n Glnl(quel PraWY)

gdzie Hliewy 1 Mprawy to liczba punktéw danych, ktdre ostatecznie trafiaja do lewego i prawego
wezla potomnego, a n to liczba punktéw danych, ktére znajduja sie w wezle nadrzednym (nalezy
pamietac, ze warto$ci Miewy i Hprawy muszg sumowac si¢ do n).

Regresyjne drzewa decyzyjne

Nalezy podkresli¢, ze drzewa decyzyjne mozna wykorzystywaé zaréwno do regresji, jak i kla-
syfikacji. Regresyjne drzewo decyzyjne zwraca prognozowang warto$¢, a nie klase, ale ma do
niego zastosowanie podobny proces jak do drzew klasyfikacyjnych.

Zamiast zastosowania podziatu wezla ze wzgledu na ceche i wartos¢ tej cechy (na przykiad
czy wysokos$¢ > 1 metr?), co maksymalizuje zysk informacyjny lub minimalizuje nieczysto$¢
Giniego, wybieramy taka ceche i jej warto$¢, ktére minimalizujg $rednig kwadratows odle-
glo$¢ miedzy rzeczywistymi etykietami a $rednig etykiet wszystkich punktéw danych w kaz-
dym lewym i prawym wezle potomnym. Oznacza to, ze algorytm wybiera ceche i jej warto$¢
do podzialu, a nastepnie analizuje lewy i prawy wezel potomny wynikajacy z tego podziatu
i oblicza nastepujace wielkosci:

o Srednia warto$¢ wszystkich etykiet punktéw danych szkoleniowych w lewym wezle. Ta

$rednia bedzie wartoscig lewego wezla yi.., 1 jest wartoscia prognozowang przez drzewo
decyzyjne w przypadku, gdy ten wezel zostanie weztem liscia.

o Srednia warto$¢ wszystkich etykiet punktéw danych szkoleniowych w prawym wezle. Ta
$rednia bedzie wartoécig prawego wezla y,ray,. Podobnie jak w przypadku lewego wezla,
jest to warto$¢ prognozowana przez drzewo decyzyjne w przypadku, gdy ten wezel stanie
sie wezlem liscia.

 Suma kwadratéw odlegtosci miedzy wartoécia lewego wezta a rzeczywisty etykieta kaz-
dego punktu danych w lewym wezle: Y punieypanychiewegowssta |Visecaisa — Viewy | -

o Suma kwadratéw odlegtos$ci miedzy warto$cia prawego wezla a rzeczywista etykieta kaz-
dego egzemplarza w prawym wezle: Y punkeypanychprawegowezta |yrizeczywista = Viewy |2~

o Srednia wazona wspomnianych dwéch sum, gdzie dla kazdego z weztdw jest stosowana
waga wzgledem rozmiaru w stosunku do wezla nadrzednego, podobnie jak w przypadku
nieczystosci Giniego:
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PunktyDanychLewegoWezta i
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n

PunktyDanychPrawegoWezta

~ Yprawy |2)

Algorytm ten jest zachlanny i kosztowny obliczeniowo, w tym sensie, ze musi to zrobi¢ dla
kazdej cechy i kazdej mozliwej wartosci podziatu cechy, a nastepnie wybra¢ ceche i podzial
cechy, ktére zapewniajg najmniejsza $redniag wazonego bledu kwadratowego mig¢dzy lewym
i prawym wezlem potomnym.

Pakiety oprogramowania, w tym biblioteka scikit-1earn Pythona, ktérej uzywamy w notat-
nikach Jupyter uzupelniajacych te ksiazke, stosuja stynny algorytm CART (ang. Classification
and Regression Tree). Ten algorytm tworzy drzewa zawierajace wezly ztozone tylko z dwoch
potomkdéw (drzewa binarne), gdzie test w kazdym wezle zwraca tylko dwie odpowiedzi: Tak
lub Nie. Inne algorytmy, np. ID3, pozwalaja tworzy¢ drzewa z wezlami zawierajacymi dwa
badz wieksza liczbe weziéw potomnych.

Wady drzew decyzyjnych

Drzewa decyzyjne sg bardzo tatwe w interpretacji i sa popularne z wielu istotnych powodéw:
dostosowuja sie do duzych zbioréw danych, réznych typéw danych (cechy dyskretne i ciagle,
nie ma potrzeby skalowania danych) i pozwalajg wykonywa¢ zaréwno zadania regresji, jak
i klasyfikacji. Moga jednak by¢ niestabilne, w tym sensie, Ze dodanie zaledwie jednego punktu
do zbioru danych moze zmieni¢ korzen drzewa, a tym samym moga skutkowa¢ zupelnie innym
drzewem decyzyjnym. Sg one réwniez wrazliwe na rotacje w danych, poniewaz ich granice
decyzyjne sa zwykle poziome i pionowe (a nie ukosne, jak w przypadku maszyn wektoréw
nosénych). Dzieje sie tak dlatego, ze podzialy zwykle wystepuja przy okreslonych wartosciach
cech, zatem granice decyzyjne przebiegaja réwnolegle do osi cech. Jedna z poprawek polega
na przeksztalceniu zestawu danych przy uzyciu przedstawionej w rozdziale 6. metody dekom-
pozycji pojedynczej wartosci w celu dopasowania go do gléwnych osi. Drzewa decyzyjne maja
tendencj¢ do nadmiernego dopasowywania si¢ do danych, wiec trzeba je przycina¢. Do tego
celu zazwyczaj s3 stosowane testy statystyczne. Ze wzgledu na wykorzystanie do konstrukeji
drzew, w ktérych wyszukiwanie odbywa sie na podstawie wszystkich cech i ich wartosci, al-
gorytméw zachtannych, takie algorytmy s kosztowne obliczeniowo i mniej doktadne. Omo-
wione ponizej lasy losowe pozwalajg rozwigza¢ problemy zwigzane z niektérymi sposrdd tych
niedociagnieé.

Lasy losowe

Kiedy po raz pierwszy dowiedzialam si¢ o drzewach decyzyjnych, najbardziej ktopotliwe byty
dla mnie nastepujace aspekty:
 Czym zainicjowa¢ drzewo, czyli jak zdecydowac, ktéra cecha danych ma by¢ cechg gtéwna?

o Przy jakiej konkretnej wartoéci cechy decydujemy sie podzieli¢ wezel?
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o Kiedy nalezy przesta¢?

o Jak bardzo problematyczny, ogélnie rzecz biorac, byt rozwoj drzewa?

(Zauwaz, ze na niektore z tych pytan odpowiedzialam w poprzednim podpunkcie). Sprawy
nie ulatwialo surfowanie po internecie w poszukiwaniu odpowiedzi, gdzie jedynie spotyka-
tam deklaracje, ze drzewa decyzyjne s3 fatwe do zbudowania i zrozumienia. Czulam sie wigc,
jakbym byta jedyna osoba gleboko zdezorientowang w kwestii drzew decyzyjnych.

Moje zdziwienie natychmiast znikneto, gdy dowiedziatam sie o lasach losowych. Niesamowita
rzecza w lasach losowych jest mozliwos$¢ uzyskania niewiarygodnie dobrych wynikow regresji
lub klasyfikacji bez odpowiadania na zadne z nurtujacych mnie pytan. Dzigki randomizacji
calego procesu mozliwe jest zbudowanie wielu drzew decyzyjnych, a jednocze$nie na wszyst-
kie moje pytania mozna odpowiedzie¢ dwoma stowami: wybieraj losowo. Zespotowa agrega-
cja prognoz za pomocg laséw losowych daje bardzo dobre wyniki, nawet lepsze niz jedno
starannie opracowane drzewo decyzyjne. Mozna sie spotkaé z pogladem, ze randomizacja
czesto daje niezawodnos¢!

Inng bardzo przydatna wladciwosécia laséw losowych jest generowana przez nie miara waznosci
cech, pomagajaca okresli¢ te cechy, ktdre znaczaco wplywajg na prognozy, a takze pomagaja
w wyborze cech.

Klasteryzacja k-Srednich

Jednym z powszechnych celéw analitykéw danych jest podziat danych na klastry, z ktérych
kazdy podkresla pewne wspoélne cechy. Klasteryzacja k-$rednich jest powszechng metoda
uczenia maszynowego, ktdra dzieli n punktéw danych (wektordéw) na k klastréw, przy czym
kazdy punkt danych jest przypisywany do klastra o najblizszej wartosci $redniej. Srednia kaz-
dego klastra lub jego centroid spetnia role prototypu klastra. Ogélnie rzecz biorac, grupowanie
k-$rednich minimalizuje wariancje (kwadrat odleglosci euklidesowej do $redniej) w obrebie
kazdego klastra. Najpopularniejszy algorytm k-$rednich to algorytm iteracyjny:

1. Rozpocznij od poczatkowego zestawu k $rednich. Oznacza to okre$lenie liczby klastréw
z gory, co rodzi nastepujace pytanie: Jak go zainicjowaé? W jaki sposéb nalezy wybrac
lokalizacje pierwszych k centroidéw? Odpowiedzi na te pytania mozna znalez¢ w literaturze.

2. Przypisz kazdy punkt danych do klastra o najblizszej sredniej w kategoriach kwadratu
odlegtosci euklidesowe;.

3. Ponownie oblicz $rednie dla kazdego klastra.

Algorytm wykazuje zbieznos¢, gdy przypisania punktéw danych do kazdego z klastrow sie
nie zmieniaja.

Miary wydajnosci dla modeli klasyfikacji

Opracowanie modeli matematycznych, ktdre co$ obliczaja i generuja wyniki, jest stosunkowo
tatwe. Opracowanie modeli, ktére dobrze si¢ sprawdzaja w pozadanych przez nas zadaniach,
to zupelnie inna historia. Co wigcej, modele, ktdre osiaggaja dobre wyniki wedtug niektérych
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wskaznikow, wedtug innych wskaznikéw zachowuja si¢ zle. Podczas opracowywania wskaz-
nikéw wydajnosci i podejmowania decyzji, na ktérych z nich polega¢ w zaleznosci od kon-
kretnych przypadkoéw uzycia, trzeba zachowa¢ szczeg6lng ostroznosé.

Mierzenie wydajno$ci modeli prognozujacych wartosci liczbowe, takich jak modele regresji,
jest latwiejsze niz modeli klasyfikacji, poniewaz istnieje wiele sposobdw obliczania odlegltosci
miedzy liczbami (prognozy dobre i zte). Z drugiej strony, gdy zadaniem jest klasyfikacja (do
ktérej mozna uzy¢ takich modeli jak regresja logistyczna, regresja softmax, maszyny wekto-
réw nosénych, drzewa decyzyjne, lasy losowe lub sieci neuronowe), ocena wydajnosci wymaga
nieco wigcej uwagi. Co wiecej, zwykle potrzebne s3 pewne kompromisy. Na przyktad, jesli
zadanie polega na klasyfikowaniu filméw z YouTube’a jako bezpiecznych dla dzieci (wynik
dodatni) lub niebezpiecznych dla dzieci (wynik ujemny), to czy nalezy dostosowaé model
w taki sposob, aby zmniejszy¢ liczbe wynikow fatszywie dodatnich, czy trzeba raczej dazy¢ do
zmniejszenia liczby wynikow falszywie ujemnych? Oczywiscie bardziej problematyczne jest
sklasyfikowanie filmu jako bezpiecznego, podczas gdy w rzeczywistosci jest on niebezpieczny
(wynik falszywie dodatni), niz odwrotnie, wiec wybrany wskaznik wydajnosci powinien to
odzwierciedlac.

Ponizej zestawitam miary wydajnoéci powszechnie stosowane dla modeli klasyfikacji. Nie sta-
raj sie zapamietywaé ich nazw, poniewaz nie maja one logicznego sensu. Zamiast tego lepiej
poswieci¢ czas na zrozumienie ich znaczenia:
Doktadnos¢

Odsetek przypadkéw, w ktérych model predykceyjny wygenerowat poprawng klasyfikacje:

prawdziwie dodatnie + prawdziwie ujemne

wszystkie prognozowane wyniki dodatnie+ wszystkie prognozowane wyniki ujemne

Macierz pomytek (ang. confusion matrix)
Zliczanie wszystkich wynikéw prawdziwie dodatnich, falszywie dodatnich, prawdziwie
ujemnych i falszywie ujemnych:
Prawdziwie ujemne Fatszywie dodatnie

Fatszywie ujemne Prawdziwie dodatnie

Wspdlczynnik precyzji
Doktadno$¢ prognoz dodatnich:

Precvzia = prawdziwie dodatnie _ prawdziwie dodatnie
yaa = wszystkie prognozowane wyniki dodatnie - prawdziwie dodatnie + falszywie dodatnie

Wspétczynnik czutosci (ang. recall score)

Stosunek dodatnich punktéw danych, ktore zostaly poprawnie sklasyfikowane:

., prawdziwie dodatnie prawdziwie dodatnie
Czulo$¢ = , _ — = — ; ——
wszystkie etykiety dodatnie prawdziwie dodatnie + falszywie ujemne
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Specyficznos¢
Stosunek ujemnych punktéw danych, ktére zostaly poprawnie sklasyfikowane:

y prawdziwie ujemne prawdziwie ujemne
Specyficzno$é = - — = —— . -
wszystkie etykiety ujemne prawdziwie ujemne + falszywie dodatnie

Wspdlczynnik F,
Wielkos¢, ktéra jest wysoka tylko wtedy, gdy zaréwno wspdtczynnik precyzji, jak i czu-
toéci sg wysokie:
2

1 1
precyzja = czuloéé

F1=

Krzywe AUC (ang. area under the curve — dostownie: obszar pod krzywg) i ROC (ang. receiver

operating characteristics — dostownie: charakterystyka operacyjna odbiornika)
Wspomniane krzywe zapewniajg miare wydajnosci modelu klasyfikacji przy réznych
warto$ciach progowych. Mozna wykorzysta¢ te krzywa do zmierzenia, jak dobrze okreslona
zmienna prognozuje okreslony wynik; na przyktad jak dobrze wynik testu przedmiotowego
GRE prognozuje zdanie egzaminu kwalifikacyjnego do szkoty wyzszej za pierwszym razem?

Doskonaly przewodnik po najlepszych praktykach w zakresie pomiaréw wydajnosci stanowi
ksigzka Andrew Nga Machine Learning Yearning (https://github.com/ajaymache/machine-
Slearning-yearning, wydana wlasnym nakladem). Przeczytaj uwaznie, zanim zagtebisz si¢
rzeczywiste aplikacje Al Receptury zawarte w tej ksigzce opieraja si¢ na wielu prébach, suk-
cesach i porazkach.

Podsumowanie i perspektywy na przysztos¢

W tym rozdziale przeanalizowatam wybrane najpopularniejsze modele uczenia maszynowego
z naciskiem na konkretne struktury matematyczne, ktére wystepuja w calej ksiazce: funkeje
szkoleniowg, funkcje straty i optymalizacje. Omdwilam regresje liniows, logistyczng i softmax,
a nastepnie pos$wiecitam nieco miejsca maszynom wektoréw nosnych, drzewom decyzyjnym,
metodom zespotowym i lasom losowym.

Ponadto przedstawitam przyzwoite argumenty przemawiajace za studiowaniem nastepuja-
cych matematycznych poje¢:

Rachunek rézniczkowy

Minima i maksima wystepuja na granicy lub w punktach, w ktérych jedna z pochodnych
przyjmuje wartos¢ zero lub nie istnieje.

Algebra liniowa
« Liniowe taczenie cech: wix; + WXz + **+ + WX

o Zapisywanie réznych wyrazen matematycznych przy uzyciu notacji macierzowej i wek-
torowe;j.

o Iloczyn skalarny dwoch wektoréw atb.
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o Norma ?> wektora.

o Unikaj korzystania ze zle uwarunkowanych macierzy. Pozbadz si¢ cech zaleznych liniowo.
Ma to réwniez zwigzek z wyborem cech.

 Unikaj mnozenia macierzy przez siebie; takie dziatanie jest zbyt kosztowne. Zamiast tego
mndz macierze przez wektory.

Optymalizacja

o W przypadku funkcji wypuklych nie trzeba si¢ martwi¢ o utkniecie w minimach lokal-
nych, poniewaz minima lokalne s3 jednocze$nie minimami globalnymi. Trzeba si¢ jed-
nak martwi¢ waskimi dolinami (patrz rozdziat 4.).

o W metodach gradientowych potrzebna jest tylko jedna pochodna (patrz rozdziat 4.).

o W metodach Newtona trzeba stosowa¢ dwie pierwsze pochodne lub ich przyblizenie (co
w przypadku duzych zbioréw danych jest niewygodne).

o Programowanie kwadratowe, problem wtdrny i zstepowanie wspdtrzednych (wszystkie
wystepuja w maszynach wektoréw noénych).

Statystyki

o Macierz korelacji i wykresy punktowe.

o Test F i test informacji wzajemnej dla selekeji cech.

« Standaryzacja cech danych (odjecie $redniej i podzielenie przez odchylenie standardowe).
Dodatkowe kroki, ktérych nie wykonalismy i ktérych nie opisatam (jeszcze):

» Walidacja modeli — dostrojenie wartosci wag i hiperparametréw w celu unikniecia nad-
miernego dopasowania.

o Testowanie przeszkolonego modelu na testowym podzbiorze danych, ktérego model nie
uzywal (ani nie zaobserwowat) podczas etapéw uczenia i walidacji (robimy to w dotaczo-
nym notatniku Jupyter).

o Wdrazanie i monitorowanie gotowego modelu.

 Nigdy nie nalezy przestawa¢ mysle¢ o sposobach ulepszania modeli i ich lepszej integracji
z calym procesem produkcyjnym.

W rozdziale 4. wkroczymy w nowsa i ekscytujacg ere sieci neuronowych.
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A

agent Al, 33, 35
Al artifficial intelligence, 32
algorytm

continuous bag-of-words, 244
continuous skip-gram, 244
cykliczny, 327

najmniejszego czasu odpowiedzi, 327

najmniejszej liczby polaczen, 327
odbicia Householdera, 217
PageRank, 307, 325

propagacji wstecznej, 80, 170
softmax z probkowaniem, 258
wielomianowy, 353

wyktadniczy, 353

algorytmy

mnozenia macierzy, 212
stochastyczne, 357
uczenia przez wzmachnianie, 434

alokacja utajona Dirichleta, LDA, 240
analiza

asymptotyczna, 350
matematyczna, 106
semantyczna utajona, 225, 236
wady, 239
skladowych
gltéwnych, 222, 224
niezaleznych, 283
utajona dyskryminacyjna, 241
ztozonosci, 350, 352

aproksymacja

autoenkoderéw wariacyjnych, 284
dla uczenia glebokiego, 150
funkcji, 144, 375

funkcji cigglych wielomianami, 148
jednostka aproksymujaca, 146
maszyny Boltzmana, 285

przyblizanie liczb niewymiernych, 146

uniwersalna dla sieci, 503

Skorowidz

autoenkodery
architektura, 298
deterministyczne, 284
wariacyjne, 284, 286

B
badania operacyjne, 349
algorytmy optymalizacji, 351
analiza zfozonosci, 352

na potrzeby sztucznej inteligencji, 402

optymalizacja, 354-98

réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, 402

teoria gier, 398

uczenie maszynowe, 401
bezpieczenstwo, 38
blad $redniokwadratowy, 92

C

cechy, 45, 47

mapa, 190

niezalezno$é, 271

standaryzacja, 156

wejsciowe, 141, 174

wybieranie, 123
centralne twierdzenie graniczne, 70
czestosc

terminow, 234

TEF-IDE 234

dane, 45
cze$ciowo ustrukturyzowane, 46
dopasowywanie, 162
jezyka naturalnego, 268
nieustrukturyzowane, 46
objetos¢, 46
oznaczone, 37
podzbiory, 93
priorytetyzacja, 529
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rozktad, 49, 50
rzeczywiste, 35, 47, 48, 54
symulowane, 35, 47, 52, 54
ustrukturyzowane, 48
w postaci szeregdw czasowych, 263
wygenerowane komputerowo, 271
zdobywanie, 57
zestaw danych
CoRA, 320
Iris, 127
Kaggle, 49, 57
MNIST, 112, 315
NCI1, 320
USDA Ag Data Commons, 332
dropout, 162
drzewo
decyzyjne, 82, 121
entropia, 124
nieczysto$¢ Giniego, 124, 127
regresyjne, 122, 128
wady, 129
rozpinajace, 344, 367
dyskretyzacja
funkgji ciaglej, 463
réwnan rézniczkowych, 462

E

edukacja, 37
elastyczna sie¢, elastic net, 166
elementy skonczone, 462, 466, 472
energia Dirichleta, 363
entropia, 124

krzyzowa, 115, 116, 151
etyka Al, 37,516

F

faktoryzacja macierzy, 201
fastText, 246
filtrowanie
obrazéw, 188
spamu, 251
framework przekazywania komunikatow, 313
funkcja
btedu, 80
bledu $redniokwadratowego, 92, 95, 96, 107
entropii krzyzowej, 151
gestosci prawdopodobienstwa, 60, 65, 279
rozktadu lacznego, 67
rozktadu normalnego, 70

rozktadu normalnego dwuwymiarowego,
71,72
rozktadu réwnomiernego, 68, 69
hipotezy, 79
liniowa, 47
logarytmu prawdopodobienstwa, 151, 278
logistyczna, 110, 111
masy prawdopodobienstwa, 60, 65
RelLU, 142
rozkladu skumulowanego, 76
straty, 85, 95, 96
dla klasyfikacji, 110
entropii krzyzowej, 115
minimalizacja, 107, 165
regresji liniowej, 88, 92
W sieci neuronowej, 150
w sieci neuronowej konwolucyjnej, 193
zawiasowa, 118
szkoleniowa, 85, 86, 97
regresji liniowej, 95
regresji logistycznej, 110
softmax, 114
W sieci neuronowej, 136
w sieci neuronowej konwolucyjnej, 193
wiarygodnosci, 62
wypukla, 374
konwersja na liniowa, 374
znaku, 118

funkcje

aktywacji, 137, 139
pochodne funkeji, 143
typu ReLU, 142
typu sigmoidalnego, 142

ciagle, 462
dyskretyzacja, 463

dyskretne, 462

harmoniczne, 363

nieliniowe, 48

niewypukle, 158, 159

optymalizujace, 362

uniwersalna aproksymacja, 144

wypukle, 158, 159

z osobliwosciami, 90

G

generowanie

danych, 34
graféw, 332
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gestosé, 65
prawdopodobienistwa niejawna, 286
GloVe, global vector, 247
gra o sumie zerowej, 391, 398
gradient, 80, 143, 157
gradientowe zstgpowanie, 154, 157, 166
stochastyczne, 161
grafy, 36, 62
algorytmy, 347
cechy krawedzi, 304
cechy weztow, 304
drzewa rozpinajace, 344
generowanie, 332
grup Cayleya, 312
jako przestrzenie wektorowe, 345
kolorowanie i dopasowywanie, 346
krawedzie, 304
losowe spacery, 328
modelowanie przyczynowe, 340
obliczeniowe, 137
odwracanie macierzy, 311
planarno$¢, 345
przekazywanie komunikatow, 313
przyczynowe, 410, 412
realizowalno$¢, 346
ruchy Browna, 329
skierowane, 307, Patrz takze sie¢ bayesowska
teoria, 343
uczenie reprezentacji weztow, 330
wezly, 304
wierzcholki przekrojow, 344
wyliczanie, 347
zastosowania, 314
badania operacyjne, 322
internet, 324
logistyka, 322
media spolecznosciowe, 321
modele jezykowe, 322
odkrywanie struktur lekéw, 320
prognozowanie ruchu, 321
rozprzestrzenianie sie informacji, 316
réwnowazenie obcigzenia w sieciach, 326
sieci bayesowskie, 321, 334
sieci cytowan, 320
sieci ludzkiego mézgu, 315
struktury danych, 325
struktury socjologiczne, 321
systemy rekomendacji, 318
sztuczne sieci neuronowe, 327

w biochemii, 320
w walce z rakiem, 318

weryfikacja programéw komputerowych, 325
wykrywanie fatszywych wiadomoséci, 316

zbiory przekrojow, 344
grupowanie, 224

harmonogram, 36
hiperparametr, 38, 88, 94
regularyzacja o, 168
uczenia maszynowego, 169
wskaznik uczenia ), 156
hipoteza, 45, 51, 79

inicjalizacja wag, 162
inteligencja, 22, 37
model matematyczny, 22

K

klasteryzacja k-érednich, 82, 130
klasyfikacja

do dwoch klas, 109

do wielu klas, 112

graféw, 332

miary wydajnosci, 130

weztow, 331

klasyfikator naiwny Bayesa, 293
klatwa wymiarowosci, 67, 466
kodowanie one-hot, 84
kolejkowanie, 399
kombinacja liniowa, 139
komputerowe przetwarzanie obrazéw, 36
koncentrator, hub, 315
konwolucyjne sieci neuronowe, 176, 263
kora nowa, neocortex, 35
korelacja, 63
krzyzowa, 178, 186
koszty bezpieczenstwa, 38
kowariancja, 63

lasy losowe, 82, 129
LDA, Latent Dirichlet Allocation, 240
logika, 442
pierwszego rzedu, 447
kwantyfikator ,,dla wszystkich”, 449
kwantyfikator ,,istnieje”, 449
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probabilistyczna, 450

rozmyta, 451

temporalna, 452

zdaniowa, 443
aksjomaty, 446
kodyfikacja w agencie, 446
reguly wnioskowania, 445

t

tancuch dostaw, 36
tanicuchowa regula prawdopodobienistwa, 279
tanicuchy Markowa, 285, 357, 429

M

macierz
diagonalna, 200, 204
incydencji, 305, 391
korelacji, 123
kwadratowa, 217
Laplace’a, 306
losowa, 418
gesto$¢ wartosci wlasnych, 424
Jacobiego, 423
reguly matematyczne, 424
teoria, 421
Wignera, 423
Wisharta, 423
zastosowania, 418
nagréd, 391
obrotu, 209
odbicia, 210
odwracalna, 219
ortogonalna, 206
pomylek, 131
sasiedztwa, adjacency matrix, 291, 305
symetryczna, 215
Toeplitza, 186, 195
wag, 137, 138
macierze
dziatanie
na okregu, 208
na wektor ogélny, 210
na wektory jednostkowe, 207
na wektory osobliwe, 206
faktoryzacja, 201
jako przeksztalcenia liniowe, 205
mnozenie, 109, 211
obliczanie wektora wlasnego, 217

odwracanie, 311
rozklad na warto$ci osobliwe, 200, 210
maksymalizacja oddziatywania, influence
maximization, 333
maksymalny przeptyw, 368, 369
mapy cech, 190
masa, 65
maszyna
Boltzmanna, 285, 296
ograniczona, 297
wektoréw nosnych, 82, 118
funkcja straty, 118
funkcja szkoleniowa, 118
optymalizacja, 119
sztuczka z jadrem, 120
mechanizm uwagi, 259
wieloglowicowy, 262
media spolecznoséciowe, 36, 224, 321
metaheurystyka, 357
metoda, 38
dropout, 163
gradientowa, 101
Newtona, 101
simpleks, 378
algorytm, 379
dualna, 388
idea gléwna, 378
implementacja, 383
zmodyfikowana, 382
$ciezki krytycznej, CPM, 370
zstegpowania gradientowego, 80, 154, 157
metody
Monte Carlo, 466, 477
punktéw wewnetrznych, 355
wariacyjne, 284, 466, 477
zespolowe, ensemble methods, 117
miary wydajnosci klasyfikacji
dokladnos$é, 131
krzywe AUC, 132
macierz pomylek, 131
specyficznos¢, 132
wspoltczynnik
czutosci, 131
F1,132
precyzji, 131
minimalizacja funkgji straty, 107, 165
minimalizatory, 80, 101
minimalne drzewo rozpinajace, 367
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minimalny
koszt, 369
przekrdj, 368
mnozenie macierzy, 109, 211
mnozniki Lagrangea, 359
model
fastText, 246
GloVe, Global vector, 247
mieszany Gaussa, 294
PixelCNN, 280, 286
WaveNet, 280, 286
word2vec, 242
modele
grafow, 302
dynamiczne, 334
klasyfikacji, 130
matematyczne, 55
nieparametryczne, 87
oparte na energii, 295
parametryczne, 87
transformerow, 255, 259, 265
uczenia maszynowego, 81
uwagi, 255
wielowyjsciowe, 113
modele generatywne, 271
autoenkodery wariacyjne, 286
ewolucja, 295
gestosci, 279
maksymalizacja logarytmu
prawdopodobienstwa, 278
naiwny klasyfikator Bayesa, 293
reguly matematyczne, 272
sieci kontradyktoryjne, 286
w fizyce, 289
modele gestosci, 279
jawne, 279
analiza skltadowych niezaleznych, 283
aproksymacja autoenkoderéw, 284
aproksymacja maszyny Boltzmana, 285
generowanie obrazoéw, 280
sie¢ przekonan, 279
niejawne, 279
Markowa, 286
modelowanie
probabilistyczne jezyka, 299
przyczynowe, 410
stosowanie réwnan rézniczkowych, 457
mozg gadzi, reptilian brain, 36
multiagenty, 398

N

naiwny klasyfikator Bayesa, 293
najkrétsza $ciezka, 365, 368
nauka o danych, 34
neuroplastyczno$¢, 177
n-gram, 231, 236
nieczysto$¢ Giniego, 124, 127
niepewno$¢, 63
norma euklidesowa, 147
normalizacja, 64

wsadowa warstw, 163
notacja O(), 352

0

obliczanie
rozkladu wedlug wartoéci osobliwych, 216
wektora wlasnego, 217
obrazy
filtrowanie, 188
przetwarzanie, 219
wykrywanie krawedzi, 195
ODE, ordinary differential equations, 456
odlegtos¢
bezwzgledna, 89
podniesiona do kwadratu, 89
odpowiedz? czgstotliwosciowa, 185
ograniczenia zasobdw, 38
operacja splotu, 178-190
optymalizacja, 85, 95, 133
bez ograniczen, 359
kwadratowa
lagrangian, 395
ograniczenia liniowe, 393
twierdzenie min-max, 396
liniowa, 355, 371
ceny cienie, 385
czulo$é, 397
dualnos¢, 385-389
format ogolny, 372
format standardowy, 372
geometria, 376
gra o sumie zerowej, 391
konwersja funkcji wypuklej, 374
max-min, 393
metoda simpleks, 378
problem przydziatu, 384
problem transportowy, 384
relaksacja lagrange’a, 385
wizualizacja problemu, 373
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nieliniowa, 356
nieskonczone wymiary, 361
ograniczone mnozniki Lagrange’a, 359
rachunek wariacyjny, 361
regresji liniowej, 97
jednowymiarowa, 106
regresji logistycznej, 112
regresji softmax, 116
w badaniach operacyjnych, 354-98
W sieci neuronowej, 151
inicjalizacja wag, 162
konwolucyjnej, 194
wskaznik uczenia ), 155
wypukle funkcje aktywacji, 158
zstegpowanie gradientowe, 154
zstepowanie gradientowe stochastyczne, 161
w sieciach, 356, 365
wymiary skonczone, 359
optymalizujace funkcjonaty, 362
osobliwosci, 90

paradoks, 414
Berksona, 416
Montyego Halla, 415
Simpsona, 416
parser spaCy, 232
parsowanie, 323
PDE, partial differential equations, 455
perceptron, 136
PixelCNN, 280
planarnos$¢, 345
pochodne, 107
podobienstwo kosinusowe, 249
podzbior
szkoleniowy, 93
testowy, 94
walidacyjny, 94
pooling, 196
prawdopodobienstwa
krancowe, 60
warunkowe, 61, 336
prawdopodobienstwo, 407
algebra sigma, 436

podejscie
czesto$ciowe, 441
obiektywistyczne, 441
przestrzen probek, 435, 436
rozktad zmiennej losowej, 439
teoria rygorystyczna, 434, 440
twierdzenie
0 rozszerzeniu, 437
o uniwersalnoéci, 440
0 zmianie zmiennej, 439
warto$¢ oczekiwana, 438
zmienna losowa, 435, 438
prawo Zipfa, 234
probabilistyczne
modele generatywne, 270
modelowanie jezyka, 299
modelowanie przyczynowe, 340
problem
komiwojazera, 366
Montyego Halla, 415
n-krolowych, 370
przydziatu, 384
transportowy, 384
znikajacego gradientu, 143
proces stochastyczny, 425
Bernoulliego, 426
lemat It6, 430
Levyego, 429
losowy spacer, 427
tancuch Markowa, 429
martyngal, 428
Poissona, 427
rozgaleziajacy, 429
Wienera, 428
procesy decyzyjne Markowa, 64, 357, 431, 432
prognozowanie
incydentéw chorobowych, 316
modelu, 95
pogody, 36
polaczen, 333
ruchu, 321
wplywu spotecznego, 321
za pomocy sieci bayesowskiej, 337
programowanie

funkcja catkowitoliczbowe, 356
gestosci, 60, 65, 279 dynamiczne, 357, 431, 512
masy, 60, 65 kwadratowe, 120
miara, 437 propagacja wsteczna, 80, 170-172
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probkowanie Gibbsa, 297 funkgja straty, 88, 92

przeksztalcenia liniowe, 205 funkcja szkoleniowa, 86, 95
przepisy, 520 minimalizacja funkeji straty, 107, 165
przesuniecie, 139, 141 optymalizacja, 97
przetwarzanie jezyka naturalnego, 36, 200, 230 logistyczna, 81, 109
funkcja logarytmiczna, 233 funkcja straty, 110
mechanizm uwagi, 259 funkcja szkoleniowa, 110
modele statystyczne, 233 optymalizacja, 112
podobienistwo kosinusowe, 249 softmax, 82, 112
potok, 233 funkcja straty, 115

funkcja szkoleniowa, 114
optymalizacja, 116
regularyzacja, 162
dropout, 162
funkeji, 80
funkcji szkoleniowej, 165
hiperparametr a, 168
redukcji wag, 166
wczesne zatrzymanie, 109, 163
regula
Bayesa, 61, 270
iloczynu, 270
fanicuchowa, 170
wariacyjna, 477

prawo Zipfa, 234
przygotowanie danych, 231
reprezentacja wektorowa, 233
czesto$¢ terminow, 235
doc2vec, 247
dokumentu TF-IDEF, 235
dokumentéw, 236, 240-242
fastText, 246
GloVe, 247
sekwencji znakdw, 246
stow, 242, 246
word2vec, 242
transformery, 255

zastosowania, 230 rozbieznos¢ KL, 151
analiza tonu, 250 rozklad, distribution, 76
chatboty, 254 a posteriori, 62
filtry spamu, 251 aprioryczny, 62
podpisy do obrazéw, 254 Beta, 75
tlumaczenie maszynowe, 254 Cauchyego, 75
wyszukiwanie informacji, 252 chi-kwadrat, 75

przetwarzanie obrazdw, 200, 219 Dirichleta, 240
pseudoinwersja, 219 dwumianowy, 73
punkt ujemny, 76

osobliwy, 90 empiryczny, 49

siodlowy lagrangianu, 396 Gamma, 75

staly, 489 geometryczny, 74

hipergeometryczny, 76
R ujemny, 76
rachunek logarytmiczno-normalny, 74
do, 411 normalny, 50, 61, 69

Pareta, 75

Poissona, 73

réwnomierny, 61, 68

t Studenta, 75

wedlug wartosci osobliwych, 200-226
losowy, 225
obliczanie, 216
przetwarzanie obrazow, 219
transformacja okregu, 209

wariacyjny, 361
ranga, 212, 222
realizowalno$¢, realizability, 346
redukcja wymiardw, 222, 237
regresja, 84
krawedziowa, ridge regression, 166
lasso, 166
liniowa, 81, 95
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wizualizacja, 203
wzor, 201, 226
wedlug wartoéci wlasnych, 215
Weibulla, 74
wykladniczy, 74
zmiennej losowej, 439
rozklady
ciagle, 65
dyskretne, 65
faczne, 61, 66, 67, 411
prawdopodobienstwa, 60, 270, 279, 282, 283,
295, 400
krancowe, 60
mieszane, 62
rozwigzania
analityczne, 83
dopuszczalne, feasible point, 371
numeryczne, 83, 461, 504
réwnania rézniczkowe czastkowe, PDE, 455
dyskretyzacja, 461, 462, 466
elementy skonczone, 472
iteracja
oparta na punkcie stalym, 489
Picarda, 492
metody
Monte Carlo, 477
wariacyjne, 477
operatory rozwiazan, 485, 498
paraboliczne, 493
parametry, 458
przeklenstwo wymiarowosci, 466
rozwigzania numeryczne, 461, 504
réwnanie gléwne, 480
rdznice skonczone, 462, 466, 467
transformata
Fouriera, 482
Laplace’a, 484
warunki graniczne, 458
wrazliwo$¢ na zmiany dziedziny, 459
wykorzystanie sztucznej inteligencji, 461, 495
zastosowania w uczeniu glebokim, 493
réwnanie
rézniczkowe
wielkowymiarowe, 504
wsteczne stochastyczne, 493
zwyczajne, ODE, 456
ciepta, 459, 486
dyskretyzacja, 471
dyfuzji ciepla, 363
Eulera-Lagrangea, 365, 514

Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, 402, 507
Poissona, 487

réznice skonczone, 462, 466, 467

ruchy Browna, 329, 428

rzutowanie wektora, 237

S

samouwaga, self attention, 260
sekwencja, 258
czasowa, time sequence, 263
siatka tréjwymiarowa, 497
sieci, 36
cytowan, citation networks, 320
generatywne
dzialanie, 287
kontradyktoryjne, 286
stochastyczne, 286
Hopfielda, 296
przekonan, Patrz sie¢ bayesowska
przyczynowe, 410
czynniki zakl6cajace, 412
formuta dostrajania, 411, 412
kryterium tylnych drzwi, 411, 412
rachunek do, 411
sie¢ bayesowska, 274, 279, 286, 321, 334
algorytmy, 340
jako sie¢ przekonan, 337
jako sie¢ przyczynowa, 410
kolidery, 338
fancuchy, 338
rozwidlenia, 338
tabela prawdopodobienistwa warunkowego, 336
tworzenie prognoz, 337
sie¢ neuronowa, 134, 327
aproksymacja funkcji, 144
dodawanie przesunigcia, 138
Fouriera, 502
funkcja straty, 150, 170
funkcja szkoleniowa, 136, 170
kontrola rozmiaru wag, 165
metoda dropout, 162
normalizacja wsadowa warstw, 163
propagacja wsteczna, 171
wczesne zatrzymanie, 163
sie¢ neuronowa
funkcje aktywacji, 138, 142
grafowa, Patrz takze modele grafowe, grafy
Kklasteryzacja, 332
klasyfikacja graféw, 332
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sie¢ neuronowa szkolenie modelu, 87

grafowa, Patrz takze modele grafowe, grafy sztuczka z jadrem, 120
klasyfikacja weztéw, 331 sztuczna inteligencja, A, 32
maksymalizacja oddziatywania, 333 awarie systemow, 39
prognozowanie pofaczen, 333 bezpieczenstwo, 38
wykrywanie spotecznosci, 332 demokratyzacja i dostepnos¢, 529
konwolucyjna, 176 dla PDE, 495
dla szeregow czasowych, 263 dyskryminacja, 530
filtrowanie obrazéw, 188 etyka, 516
funkcja straty, 194 ewolucja, 40
funkcja szkoleniowa, 193 modele matematyczne i symulacje, 55
klasyfikacja obrazdéw, 197 niezamierzone wyniki, 524
korelacja krzyzowa, 178 obliczenia matematyczne, 41
optymalizacja, 194 ograniczenia, 37
pooling, 196 percepgji, perception Al, 44
splot, 178, 182, 183, 186 polityka, 523
translacje, 181 problem
taczenie liniowe, 138 jakosci danych, 525
optymalizacja, 151 prywatnoéci, 526
reguta fancuchowa, 170 stronniczosci, 525, 530
reguly matematyczne, 152 projektowanie, 521
rekurencyjna, 264 przepisy, 520
bramkowane jednostki rekurencyjne, 267 rozumowania, understanding Al, 44
dla szeregow czasowych, 264 sterowania, control Al, 44
dzialanie, 266 szum medialny, 531
jednostki LSTM, 267 $wiadomoéci, awareness Al, 44
z jednostkami pamieci, 265 uczciwodé, 527
techniki regularyzacji, 162 w dziedzinie finanséw, 36, 268
twierdzenie w przetwarzaniu jezyka naturalnego, 227
o uniwersalnej aproksymacji, 503 wstrzykiwanie moralnosci, 528
o uniwersalnosci, 440 zastosowania, 35
uniwersalna aproksymacja, 144, 148 zaufanie, 518
w pelni polaczona, 136
warstwy, 116 S

z przekazem w przod, 138, 140

skalowanie. 64 $redni btad kwadratowy, 92

splot, convolution, 178-190 $rednia, 63

standaryzacja T
zbioru danych, 64
zmiennej losowej, 64 tensor, 113

stary mozg, old brain, 36 teoria

stochastyczne zstepowanie gradientowe, 161 gier, 398

struktury grafowe danych, 325 macierzy losowych, 421

sygnaly dyskretne miary, 66, 435
dwuwymiarowe, 187 prawdopodobienstwa, 406
jednowymiarowe, 186 rygorystyczna prawdopodobienistwa, 434, 440

symulowanie testy A/B, 77
danych, 47, 52, 55 transformacja okregu, 209
zjawisk naturalnych, 506 transformata

system liniowy, 183 Fouriera, 182, 482

szereg czasowy, time series, 263 Laplace’a, 484
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transformery, 255, 265
architektura, 256
dzialanie, 259
mechanizmy uwagi, 259

translacje
niezmiennos¢, 181
réwnowaznosé, 181

twierdzenie
Bayesa, 61
centralne graniczne, 70
min-max, 396
o rozszerzeniu, 437
o uniwersalnej aproksymacji, 503
o uniwersalnoéci, 440
0 zmianie zmiennej, 439

U

uczenie
glebokie
elementy skonczone, 495
nauka siatek, 495
przez wzmacnianie, 431
przyblizenie operatoréw rozwigzan PDE, 498
rozpoznanie parametrow PDE, 495
maszynowe, 34, 79
deterministyczne, 447
hiperparametry, 169
modele, 81
probabilistyczne, 447
techniki, 117
w badaniach operacyjnych, 401
nadzorowane, 81
przez wzmacnianie, 431, 432, 434, 512
utajona
alokacja Dirichleta, 240
analiza dyskryminacyjna, 241
analiza semantyczna, 236

W

wagi, 48, 80, 137, 138
inicjalizacja
Kaiminga He, 162
Xaviera Glorota, 162
kontrola rozmiaru, regularyzacja
regresja krawedziowa, 166
regresja lasso, 166
elastyczna sie¢, 166
wybdr normy, 165, 167
wariancja, 63

warstwy, 116
losowe odrzucenie neurondw, 162
normalizacja wsadowa, 163
wartosci osobliwe, 202
wartos$é
oczekiwana, 63, 438
przewidywana, 88
rzeczywista, 88
WaveNet, 280
wczesne zatrzymanie, early stopping, 109, 163
wektor
tematyczny, 236
TF-IDEF 237, 320
wag, 108
wag tematow, 237
wiadomoéci, message vector, 313
wektory, 93
iloczyn skalarny, 237, 249
jednostkowe, 207
kolumnowe, 141
osobliwe, 202, 206
wlasne macierzy, 217
wnioskowanie matematyczne, 453
word2vec, 242, 244
worek stéw, bag of words, 235
wskaznik uczenia n, 156
wspotczynnik uwarunkowania, condition
number, 214
wybdr cech, 123
wydajno$é¢, 45, 130
wykres funkeji
niewypuklej, 99, 102
wypuklej, 99, 101

zadania agenta Al, 35

zasoby, 38

zespoly modeli, 82

zmienna, 47

zmienne losowe, random variables, 60, 76
ciagle, 65
dyskretne, 65
iloczyny, 62
niezalezne, 67
standaryzacja, 64
sumy, 62

zstepowanie
gradientowe, 154, 157, 166

stochastyczne, 161

wspotrzednych, 120

zysk informacyjny, 124
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Ta ksigzka w zachwycajacy sposdb sprawia, ze matematyka staje sie zabawa
dla licznych uczestnikéw przysztosci opartej na sztucznej inteligencji!

Adri Purkayastha, analityk oceny ryzyka, BNP Paribas

Sztuczna inteligencja i technolodie oparte na danych
sg coraz czesciej integrowane z istniejgcymi systema-
mi i operacjami. Ta tendencja dotyczy licznych branz.
Dzi$ przy budowaniu systeméw S| mozna korzystac
z dotowych bibliotek, jezeli jednak zalezy Ci na w petni
Swiadomym tworzeniu doskonalszych aplikacji, musisz
dobrze opanowac matematyke lezaca u podstaw sztucz-
nej inteligencji.

Nawet jesli nie darzysz krolowej nauk ptomiennym
uczuciem, dzieki temu kompleksowemu opracowaniu
z tatwoscig poradzisz sobie z jej lepszym poznaniem.
Nie znajdziesz tu skomplikowanych teorii naukowych,
tylko przystepnie podane koncepcje matematyczne
niezbedne do rozwoju w dziedzinie sztucznej inteli-
dencji, w szczegodlnosci do praktycznego stosowania
najnowoczesniejszych modeli. Poznasz takie zagadnie-
nia jak regresja, sieci neuronowe, sieci konwolucyj-
ne, optymalizacja, prawdopodobienstwo, procesy
Markowa, réwnania rézniczkowe i wiele innych w eks-
kluzywnym kontekscie sztucznej inteligencji. Ksigzke
docenig pasjonaci nowych technologii, tworcy aplika-
¢ji, inzynierowie i analitycy danych, a takze matema-
tycy i naukowcy.
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Cena: 129,00 zt

44-100 Gliwice
tel.: 32 230 98 63
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W ksigzce:

® wyjasnienie pojec z zakresu
uczenia maszynowedo,
inzynierii danych i matematyki

¢ yjednolicanie modeli w ramach
jednej struktury matematycznej

e grafy i dane sieciowe

® eksploracja rzeczywistych
danych, zmniejszanie liczby
wymiaréw i przetwarzanie
obrazéw

¢ korzystanie z modeli w réznych
projektach opartych na danych

¢ implikacje i ograniczenia
sztucznej inteligencji

Dr Hala Nelson wyktada matema-
tyke na James Madison University.
Specjalizuje sie w modelowaniu mate-
matycznym i konsultacjach dla sektora
publicznedo, w szczegolnosci stuzb
ratunkowych. Dorastata w Libanie
podczas brutalnej wojny domowej,
to uksztattowato jej zainteresowanie
ludzkim zachowaniem, naturg inteli-
gencji i sztuczng inteligencja.



