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Kompozycja pracy i stowa wstepu

Ksigzka ta zostata napisana w oparciu o wymagania szczegdtowe dla szkét érednich oraz niektore wymagania
szczegolowe dla szkdél gimnazjalnych, zawarte w podstawie programowej ksztalcenia ogdlnego matematyki. Stanowia
one rowniez baze, na podstawie ktérej tworzone sg zadania na egzamin maturalny. Kazdy temat z tej publikacji jest
wziety bezposrednio lub posrednio wlaénie z tej podstawy programowej, dzieki czemu stanowi ona bardzo dobrg forme
nauki do matury z matematyki. Pragne jednak zaznaczy¢, ze podstawa programowa samych przedmiotow w szkole
$redniej moze by¢ troche bardziej rozszerzona niz ta maturalna, wigc niniejsza ksigzka moze byé¢ czasami zbyt malto
obszerna do nauki na sprawdzian/kartkéwke. My$le jednak, ze kazdy podrecznik “najpowazniej” traktuje wlasnie te
zagadnienia, ktére moga sie pojawi¢ na maturze, wiec na pewno w duzej czeéci ponizsze tematy beda wyczerpywaly
rowniez podstawe programowa przedmiotow szkot srednich. Dlaczego niektére tematy zostaly zaczerpniete tylko w
posredni sposob z podstawy programowej matury? Chodzi tutaj o to, ze niektore tematy z tej podstawy ztaczono w
jeden dluzszy temat, a niektére rozbito na pare krotszych tematéw. Nic poza tym. Po prostu niektére tematy tatwiej
byto omawiaé¢ w taki wlasnie sposéb. Zadania i przykltady z tej ksiazki sa utworzone przez jej autora i — mimo wszelkich
jego staran — moga sie one rozni¢ od tych, ktére znajdziecie na maturze. Réznica ta nie powinna byé¢ wielka i na pewno
zadania 7z tej ksiazki pomoga Wam w ogdlnym zrozumieniu tematu/zagadnienia, natomiast w celu jak najlepszego
przygotowania sie do zadan z matury dobrze jest rozwiazywaé jak najwiecej zadan zaczerpnietych wprost z arkuszy
maturalnych. W ksiazce wystepuja zwroty do Osoby Czytajacej i sa to zwroty per “Czytelnik”, a wigc w formie
meskoosobowej. Mam nadzieje, ze zenska strona odbiorcéw nie ucierpi na tym zabiegu, po prostu dziwnie byloby przy
kazdym takim zwrocie pisa¢ obie formy. Pamietajcie takze, ze nie jest to podrecznik naukowy i wystapi w niej duzo
jezyka kolokwialnego, pewnie zdarzy sie kilka nie do konca “akademickich” objasnien, a nawet moga zdarzy¢ sie
mniejsze lub wiecksze bledy (w szczegdlnosei bledy jezykowe oraz interpunkcyjne). Mozecie takowe zglaszaé na ponizszy
adres mailowy, ale zapraszam réwniez do dzielenia si¢ komentarzami oraz zadawania pytan za jego posérednictwem:

kontaktmaturazmatematyki@gmail.com

Jesli spodobata Ci sie ta ksigzka, pole¢ ja znajomym!

2

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_24t6_ebook

Spis tresci

1. Krétkie przypomnienie

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie

Liczby, zbiory liczbowe

2. Liczby rzeczywiste

Przedstawia liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyklego, utamka dziesietnego
okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkéw, poteg)

Oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych)
Oblicza potegi o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa dzialan na potegach o wyktadnikach wymiernych

Wykorzystuje podstawowe wlasnosci poteg (réwniez w zagadnieniach zwiazanych z innymi dziedzinami
wiedzy, np. fizyka, chemia, informatyka). Zapisuje liczby w postaci notacji wykladniczej, tzn. w postaci
a-10%, gdzie 1 < a < 1, a k jest liczby catkowita

Wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i
logarytm potegi o wyktadniku naturalnym

Postuguje si¢ pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedzialy na osi liczbowej
Oblicza blad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia

Wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (réwniez zlozonych na procent skladany i na
okres krétszy niz rok)

3. Wyrazenia algebraiczne

Uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a 4 b)? oraz a? — b?

4. Réwnania i nieréwnosci

Sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania lub nieréwnosci

Wykorzystuje interpretacje geometryczng ukladu réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Rozwiazuje nieréwnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma

Rozwiazuje réwnania kwadratowe z jedna niewiadoma

Korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu =3 = —8

Korzysta z wlasnosci iloczynu przy rozwiazywaniu réwnan typu z(x + 1)(z — 7) = 0.

Rozwiazuje proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub kwadratowych, np.

1l 4+l _
m+3_2’ T =2z

5. Funkcje

Okresla funkcje za pomoca wzoru, tabeli, opisu stownego

Oblicza ze wzoru warto$¢ funkeji dla danego argumentu. Posluguje si¢ poznanymi metodami rozwiazywania
rownan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang wartos$é

Odczytuje z wykresu wlasnodci funkeji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedzialy, w
ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staly znak; punkty, w ktérych funkcja przyjmuje w podanym przedziale
warto$¢ najwieksza lub najmniejsza)

Na podstawie wykresu funkeji y = f(z) szkicuje wykresy funkcji y = f(x +a), y = f(z) + a, y = —f(z),
y=f(-=)

Interpretuje wspdlezynniki wystepujace we wzorze funkeji liniowej. Rysuje wykres funkcji liniowej,
korzystajac z jej wzoru. Wyznacza wzor funkeji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie
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Interpretuje wspdlczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, w postaci
ogolnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje). Wyznacza wzér funkcji kwadratowej na podstawie pewnych
informacji o tej funkcji lub o jej wykresie. Szkicuje wykres funkcji kwadratowej na podstawie pewnych
informacji o tej funkcji lub o jej wykresie

Chwilowy powr6t do wyznaczania dziedziny funkcji, zbioru wartosci funkcji oraz monotonicznoéci funkcji

Rozwiazuje proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan kwadratowych, np. %‘1 = 2x. Rozwiazuje
rownania i nieréwnosci kwadratowe z jedna niewiadoma,

Wyznacza wartosé najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale domknietym

Wykorzystuje wlasnosci funkeji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych,
fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym).

Szkicuje wykres funkcji f(x) = a/x dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu dla tej funkcji do interpretacji
zagadnien zwigzanych z wielkodciami odwrotnie proporcjonalnymi

Szkicuje wykresy funkeji wyktadniczych dla réznych podstaw
Poshuguje sie funkcjami wykladniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze w zagadnieniach
osadzonych w kontekscie praktycznym

6. Ciagi

Wyznacza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogdlnym

Bada, czy dany ciag jest arytmetyczny; Stosuje wzor na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego

Bada, czy dany ciag jest geometryczny; Stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw
ciagu geometrycznego

7. Figury plaskie

Korzysta ze zwiazkéw miedzy katami utworzonymi przez prosta przecinajaca dwie proste rownolegte
Rozpoznaje wzajemne polozenie prostej i okregu, rozpoznaje styczna do okregu; Korzysta z faktu, ze styczna
do okregu jest prostopadta do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci

Rozpoznaje katy $rodkowe; Stosuje zaleznosci miedzy katem Srodkowym i katem wpisanym

Oblicza dtugo$é¢ okregu i tuku okregu; korzysta z wlasnoéci stycznej do okregu i wlasnodci okregdéw stycznych
Oblicza pole kola, pierscienia kotowego, wycinka kotowego

Stosuje twierdzenie Pitagorasa; oblicza pola i obwody tréjkatéw

Korzysta z wlasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach i w trapezach; oblicza
pola i obwody czworokatow

Zamienia jednostki pola

Oblicza wymiary wielokata powiekszonego lub pomniejszonego w danej skali; Oblicza stosunek pol
wielokatéw podobnych; Rozpoznaje wielokaty przystajace i podobne; Stosuje cechy przystawania trojkatow;
Korzysta z wlasnosci trojkatéw prostokatnych podobnych; Rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa tréjkatow

Rozpoznaje i konstruuje symetralna odcinka oraz dwusieczna kata; Konstruuje katy o miarach 60°, 30°, 45°
Konstruuje okrag opisany na trojkacie oraz okrag wpisany w tréjkat

Rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wlasnoéci

8. Brytly

Rozpoznaje graniastostupy i ostrostupy prawidlowe; Rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy
miedzy odcinkami (np. krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza miary tych katéw; Rozpoznaje w
graniastostupach i ostrostupach kat miedzy odcinkami i plaszczyznami (miedzy krawedziami i Scianami,
przekatnymi i $cianami), oblicza miary tych katéw; Rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy
miedzy $cianami; Oblicza pole powierzchni i objetosé graniastostupa prostego, ostrostupa (takze w zadaniach
osadzonych w kontekscie praktycznym)
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o Okresla, jakg figura jest dany przekrdj prostopadloscianu plaszczyzng

e Oblicza pole powierzchni i objetosé walca, stozka, kuli (takze w zadaniach osadzonych w kontekscie
praktycznym); Rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami i
plaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca, a podstawa), oblicza miary tych katéw

e Zamienia jednostki objetosci
9. Trygonometria

e Wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw o miarach od 0° do 180°;
Korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub obliczonych za
pomoca kalkulatora); Oblicza miare kata ostrego, dla ktérej funkcja trygonometryczna przyjmuje dana
warto$é (miare dokladna albo - korzystajac z tablic lub kalkulatora - przyblizona);

e Stosuje proste zaleznoéci miedzy funkcjami trygonometrycznymi: sin® a + cos? v = 1, tgov = Z(‘)‘;g

sin(90° — a)) = cos

oraz

e Znajac wartos$¢ jednej z funkcji sinus lub cosinus, wyznacza warto$é¢ pozostalych funkcji tego samego kata
ostrego

e Korzysta z wlasnosci funkcji trygonometrycznych, w tym ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych
dwoch bokach i kacie miedzy nimi

10. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej

e Wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

e Bada réwnoleglosé i prostopadlosé prostych na podstawie ich wspétczynnikéw kierunkowych

e Oblicza wspolrzedne przeciecia dwoch prostych

e Wyznacza wspdlrzedne $rodka odcinka

e Oblicza odlegtos¢ dwoch punktéw

e Znajduje obrazy niektorych figur geometrycznch (punktu, prostej, odcinka, okregu, tréjkata itp.) w symetrii
wzgledem osi uktadu wspoétrzednych i symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu

11. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

e Wyznacza $rednia arytmetyczng i mediane zestawu danych

e Oblicza $rednia wazona i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycznych

e Zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, nie wymagajacych uzycia wzorow
kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania

e Oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczna definicje prawdopodobienstwa
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0.1 Oblicza potegi o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa dzialan na potegach o
wyktadnikach wymiernych

W tym akapicie wprowadzimy sobie pojecie potegi liczby i pokazemy podstawowe dziatania na potegach. Potega liczby
sklada sie z wykladnika potegi n oraz podstawy potegi a:

an

Podstawa potegi méwi nam, jaka liczbe bedziemy mnozy¢ przez siebie sama, natomiast wykladnik — ile razy ta liczba
wystapi w takim mnozeniu. Przyktad:

28 =2.2.2.
Przy podstawie réwnej 2 i wykladniku rownym 3 nasza potege mozemy rozpisaé¢ jako mnozenie trzech dwéjek przez
siebie same. Gdy wykladnik potegi jest réwny 1, wynik takiego potegowania bedzie réwny samej podstawie potegi.
Mozna powiedzieé¢, ze w takim wypadku podstawa wystepuje raz i nie ma za bardzo z czym jej wymnozy¢:

6! = 6.

7Z kolei, gdy wyktadnik potegi jest réwny 0, to wynikiem jest zawsze 1, niezaleznie od tego, jaka jest podstawa potegi:

10000000° = 1.

Wiem, ze wydaje sie to na poczatku dziwne, ale jeszcze postaram sie to wyjasni¢ pézniej. Teraz przejdziemy do dziatan
na potegach. Najbardziej podstawowym z nich jest dodawanie wykladnikéw poteg o tej samej podstawie w przypadku
ich mnozenia:

a"-a™=a"""". (0.1)

Zobaczmy, jak to wyglada na przyktadzie:
3%2.3% =32+ =35,

Wyjasnienie tego jest stosunkowo proste. Spojrzmy, co sie stanie, gdy obie potegi rozbijemy na mnozenie
poszczegdlnych liczb:

32.3=3.3-3.3.3=3%=3*"

Po rozbiciu poteg na mnozenie podstaw otrzymujemy mnozenie dwéch tréjek pomnozone przez mnozenie trzech tréjek,
czyli tak naprawde mnozenie pieciu tréjek, co jest niczym innym jak 3 do potegi 5!

W podobny sposéb mozemy wyjasni¢ drugie podstawowe dzialanie na potegach, czyli odejmowanie wykladnikéw poteg
o tej samej podstawie w przypadku ich dzielenia:

a" g™ = L =g a #0. (0.2)
am
Zobaczmy to na przyktadzie:
45
5.43 —
4 4° = VER

. . = . .-, . . . . ’ . . . . ’
Zauwazmy teraz, ze 4° mozemy rozbi¢ na mnozenie pieciu czwérek, nastepnie z mnozenia trzech z nich “zbudowaé” 4°
b) b )
a z mnozenia dwéch z nich “zbudowaé” 42:

45 =4.4.4-4-4 =43 42,

6

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_24t6_ebook

a wiec:

4342
5 =

Po rozbiciu naszej potegi dochodzimy do zapisu, w ktérym mozemy dwa wyrazy skrocié, jak w przypadku zwyklego
utamka, co ostatecznie jest rownowazne z odjeciem jednego wyktadnika potegi od drugiego:

4543 = 4573 = 42,

Nastepnym waznym dzialaniem na potegach jest mnozenie podstaw poteg o tych samych wykladnikach w przypadku
ich mnozenia.

a” - bt =", (0.3)
gdzie c=a - b.

Zobaczmy to sobie na przykladzie. Mamy mnozenie dwoch poteg, ktore maja taki sam wyktadnik, ale réznia sie
podstawami potegi:

23 .33,
Sprobujmy znowu rozbié¢ obie potegi:
2-2-2-3-3-3,

a nastepnie skorzystajmy z zasady przemienno$ci mnozenia i ustawmy sobie nasze wyrazy naprzemiennie: raz dwojka,
raz tréjka, otrzymujac:

2:3-2:3-2-3=(2-3)-(2-3):(2:3)=6-6-6,
a wiec koncowo otrzymujemy:
23.33=6-6-6 =6

Widaé¢ wiec, ze przy mnozeniu poteg o tych samych wykladnikach, ale réznych podstawach, otrzymujemy potege o tym
samym wykltadniku i podstawie réwnej iloczynowi podstaw “sktadnikéw”.

To samo oczywiscie tyczy sie dzielenia poteg o tych samych wykladnikach i réznych podstawach. Mozna to zreszta
latwo pokazaé¢ dzieki zamianie dzielenia na mnozenie odwrotno$ci ulamka, przez co dojdziemy do sytuacji, jak we
wzorze (0.3):

1 1 1 1 1 1 1 1
3.93 _@3. —g3. —6.6-6.[=-.2.21= R Rt .- }1=3.3.3=233
6° : 6 (23> 6 (2.2_2> 6-6-6 (2 5 2) (6 2) (6 2) (6 2) 3-3-3=23".

Powyzsza zaleznosé mozna rowniez zapisaé¢ dzieki wykorzystaniu wzoru, o ktérym zaraz sobie powiemy. W kolejnym
dzialaniu na potegach dowiemy sie bowiem, co sie stanie, jesli podniesiemy do potegi caly ulamek. OdpowiedZ brzmi:
mozemy wtedy podnieéé¢ do tej potegi osobno licznik i mianownik tego ulamka:

a a

(3)' =% bro (0.4)

Przyjrzyjmy sie tej zasadzie nieco blizej. Cala potega to liczba, ktéra jest wynikiem mnozenia n podstaw potegi przez
siebie. W ponizszym przykladzie
2\ 3
(3)

podstawsg potegi jest utamek %, a n jest réwne 3. Oznacza to wiec, ze mozemy te potege obliczyé¢, mnozac przez siebie
trzy utamki %:
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2 2 2
3 3 3
natomiast z zasady mnozenia utamkow otrzymujemy:
2-2.2 2°
3-3.-3 33
Przyjrzyjmy sie teraz wczesniejszemu przyktadowi:
63
3.93 _
6°:2° = 5

Powyzszy utamek jest wiec réwny catemu utamkowi g podniesionemu do potegi 3:

63 6\°
23:<2)’

ale przeciez mozemy najpierw obliczy¢ wyrazenie w samym nawiasie. Ulamek ten jest réwny liczbie 6 podzielonej przez
2, a wiec jest réwny liczbie 3. Otrzymujemy wiec na koncu 33:

Jednym z ostatnich dzialan na potegach bedzie podnoszenie potegi do potegi. Kiedy podnosimy potege do jeszcze
jednej potegi, podstawa potegi pozostaje niezmieniona, natomiast wyktadniki poteg mnozymy przez siebie:

(@)™ =a™™. (0.5)
Przyktad tego jest bardzo prosty. Zapiszmy na poczatek
(3%)%.

Znajac juz definicje potegi, wiemy, ze wykladnik ()2 méwi nam, iz powinniémy wymnozy¢ dwa razy przez siebie liczby,
ktore sa w nawiasie (wyrazene w nawiasie jest wtedy podstawa potegi). Pamietajac tez o dodawaniu wykladniku poteg
o tych samych podstawach, otrzymujemy:

(33)2 — 33 . 33 — 33+3 — 36_

W przypadku ostatniej wlasciwosci zajmiemy sie czyms$, o czym wczeéniej nie wspomnieliémy. Co bowiem, jesli
wykladnik potegi jest ujemny? Mozna to wyjasni¢ w dosy¢ prosty sposob: dodanie +1 do wyktadnika potegi oznacza,
ze mnozymy calg potege przez jeszcze jedna podstawe. Co wigc moze oznaczaé¢ ujemny wykladnik potegi? Oczywiscie
dziatanie odwrotne, czyli dzielenie przez podstawe potegi:

0" = <1>n _ L1 a0, (0.6)

a wiec rowniez:

O -5 o

Ujemne potegi podlegaja oczywiscie wszystkim poprzednim wzorom z wykorzystaniem poteg, np:

273.272 =273+(=2) = 275,

7 wykorzystaniem tych wzoréw mozemy teraz pokazaé, dlaczego dowolna liczba podniesiona do potegi zerowej daje w
wyniku 1. Przypomnijmy sobie, ze dowolna liczba podniesiona do potegi 1 da nam po prostu liczbe, ktora jest w
podstawie potegi, natomiast podniesiona do —1 da nam ulamek o liczniku 1 i mianowniku réwnym podstawie potegi.
Zobaczmy wiec, co sie stanie, gdy takie potegi wymnozymy:
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2t 27l =2. - =2 =1,
2
ale réwniez z twierdzenia o dodawaniu poteg otrzymujemy:
ol . 9—1 _ 21+(—1) _ 207
stad:
20 = 1.

FTatwo zauwazy¢, ze regula ta nie zalezy od tego, jaka jest podstawa potegi, poniewaz w kazdej sytuacji otrzymamy
liczbe podzielona przez sama siebie, czyli po prostu 1.

Dalsze dzialania na potegach wymagaja wprowadzenia pojecia pierwiastka, wiec oméwimy je w czesci z pierwiastkami.

1 510
9
Przyklad 0.1 Wartosé wyrazenia (4> e jest rowna:

(©) 5

4
@ %

Jesli mamy wyrazenie skladajace sie z wielu réznych poteg, to na pewno musimy prébowac tak zamieniaé¢ ich podstawy,
aby moc skorzystaé z ktoregos$ dzialania na potegach. W przeciwnym wypadku obliczanie tego mogloby zajaé¢ wieki.
Spoéjrzmy wiec na nasze potegi oraz zastanéwmy sie, jak i ktore z nich mozemy inaczej zapisaé, aby nasze wyrazenie
bylo troche prostsze. Zauwazmy najpierw, ze lewy utamek jest brany do potegi —1, czego mozemy latwo si¢ “pozby¢”,
po prostu odwracajac nasza liczbe:
4 1 210
(5) 5

210
3

O =

Szukamy dalej takich poteg, ktére moglibysmy zapisa¢ w formie tej samej podstawy. Zauwazmy, ze 4 mozemy zapisaé
jako 22, a 9 jako 32. Dzieki temu bedziemy mogli latwo “polaczy¢” potegi z jednego i drugiego utamka:
22 210 22 . 210 212

32 3 32.3 33

Mamy juz liczbe bardzo blisko liczby z odpowiedzi (b). Zobaczmy, czy uda nam sie zapisaé¢ ja w taki sposéb:

912 94 3
55"

Poprawna odpowiedzia jest odpowiedz (b).
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3—3
Przyktad 0.2 Wyrazenie = 6% jest rowne:

Takze w tym wypadku musimy si¢ zastanowié¢, w jaki sposéb moglibySmy zapisaé niektore wyrazy tego wyrazenia, aby

skorzystaé¢ z pewnych dzialan na ulamkach. Zauwazamy od razu, ze podstawy 3 nie zamienimy na podstawe 6 w prosty

sposéb i na odwrét. Spréobujmy wiec cos$ zrobié z potega, ktérej podstawa jest réwna liczbie 18. Tej potegi rowniez

latwo nie zamienimy na potege liczby 3 lub 6, ale mozemy tutaj wykombinowaé co innego. Potege 183 mozemy

zamieni¢ na mnozenie poteg 3% oraz 63, poniewaz w takim przypadku mnozymy potegi, a wyktadniki przepisujemy:
373

3
33.63'6'

Dzieki temu wyrazy 6% nam sie skréca i zostaniemy z nastepujacym wyrazeniem:

3—3
3T = 3_3 : 33 = 3_3_3 = 3_6.

Poprawna odpowiedzia jest wiec odpowiedz (b).

Podsumowanie

e Potega sktada sie z podstawy potegi a oraz wyktadnika potegi n

an

Podstawa potegi méwi nam, jaka liczbe bedziemy mnozy¢ przez siebie sama, a wyktadnik potegi — ile razy ta
liczba wystapi w tym mnozeniu

a"=a-a-a-...-aqa
—_—
n razy

Kiedy mnozymy dwie potegi o tej samej podstawie, dodajemy ich wspélczyniki do siebie, a podstawe przepisujemy

Kiedy dzielimy dwie potegi o tej samej podstawie, odejmujemy ich wspolczynniki od siebie, a podstawe
przepisujemy

= — =q" ™ a#0

Kiedy mnozymy dwie potegi o tych samych wyktadnikach, wyktadnik przepisujemy, a podstawy ze soba mnozymy

a” - b" = (a-b)"

Potege catego utamka mozemy zamieni¢ na potegowanie osobno licznika i mianownika tego utamka

G
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o Jesli podnosimy potege do jakiejs potegi, mnozymy ze soba wyktadniki tych poteg, a podstawa pozostaje
niezmieniona

o Jesli podnosimy liczbe do ujemnej potegi, zamieniamy jej mianownik z licznikiem i caty utamek podnosimy do tej
samej potegi, ale juz bez minusa

—n b n pn
(-5
b a a™
e Kazda liczba wzieta do potegi zerowej daje nam w wyniku 1
a’ =1

Zadania
= Odpowiedzi|

1. Oblicz, stosujac dzialania na potegach:

(a) 3233
(b) 22 .42
(c) 23-3%.672

@ (2) >

() (3% 4 25% + 4,498323)"

0y

25.(1)_20

2

2. Oblicz: gi1

-2

3—3

3. Wartoéciag wyrazenia jest:

b
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0.2 Oblicza pole kotla, pierscienia kotowego, wycinka kolowego

Po pierwsze, musimy sobie wyjasnié, czym rézni sie okrag od kola. O okregu juz troche sobie powiedzielisSmy, jest to
zbiér punktow bedacych w takiej samej odlegtosci r od pewnego punktu O, ktory nazywamy srodkiem okregu. Mimo ze
okrag zakresla pewien obszar, to do samego okregu nalezg wytacznie te punkty, ktére sa w odlegloéci r od jego srodka.
Kolo obejmuje natomiast nie tylko punkty, ktére sa odlegle o r od $rodka okregu i tworza sam okrag, a rowniez punkty,
ktére znajduja sie miedzy Srodkiem okregu i samym okregiem. Czesto koto odréznia si¢ od okregu poprzez wypelnienie
go kolorem. Podkresla sie dzieki temu fakt, ze do kola naleza réwniez wszystkie punkty ”wewnatrz” okregu:

Okrag Koto

Rysunek 1: Okrag i koto o tych samych promieniach r

Gdy mamy do czynienia z jakim$ zamknietym obszarem, to mamy réwniez do czynienia z jego polem P. Polem, czyli
wlasnie pewnym zbiorem punktéw znajdujacych sie wewnatrz tego zamknietego obszaru. Jest to wielkoé¢, dzigki ktorej
jesteSmy w stanie poréwnywaé rozmiary figur plaskich (figur “w 2D”). Jak jednak obliczy¢ takie pole? Sprébujmy
zabawié si¢ w znalezienie wzoru na pole kota. Wiemy z poprzednich tematéw, ze dtugosé kazdego okregu jest réwna
27r. Sprébujmy wiec wypelni¢ nasze koto okregami o réznym promieniu:

Rysunek 2: Kolo, w ktére wpisaliémy wiele okregdéw o réznych promieniach

Oczywiscie jest to niemozliwa sprawa do wykonania w praktyce, jednak w teorii mozemy powiedzie¢, ze faktycznie
wpisujemy nieskonczona ilosé¢ takich okregdéw i udaje nam si¢ wypelni¢ cate pole wewnatrz kota. Sprébujmy teraz zrobié
nastepujaca rzecz: wyciagamy te okregi z wnetrza kola, rozcinamy je, tworzac odcinek o jakiejs dlugosci L i stawiamy
te odcinki jeden pod drugim od najkrétszego do najdhuzszego:

12
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Rysunek 3: Dlugosci wpisanych okregéw w koto postawione jeden pod drugim od najkrétszego do najdluzszego

Nie wyglada to zbyt ciekawie, ale tylko dlatego, ze udato nam sie wpisa¢ wylacznie kilka takich okregéw. GdybySmy
jednak wpisali nieskonczong ilo§¢ okregéw i zrobili z dlugosciami tych okregdéw to samo, co powyzej, otrzymalibySmy
trojkat prostokatny, ktorego pole jest identyczne z polem naszego kota:

Rysunek 4: Diugosci wpisanych okregéw w koto postawione jeden pod drugim od najkrétszego do najdiuzszego dla
teoretycznie nieskoniczonej liczby okregow

Oczywiscie, aby teraz obliczy¢ pole tego trojkata, musimy znaé jego dwa boki (obliczanie pola tréjkata znajduje sie w
nastepnych tematach). Bardzo latwo znajdziemy dlugosé “dolnego” boku, poniewaz jest to odcinek réwny dlugosci
najdluzszego z okregow, czyli okregu o promieniu réwnym promieniowi kota:

2T

Rysunek 5: Jeden z bokdéw trojkata jest rowny dlugodci najwiekszego z okregéw, czyli okregu o takim samym promieniu,
co nasze rozpatrywane koto

a = 27r.
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Jaka dlugo$é ma natomiast drugi bok? Jest to odlegtosé od okregu o najmniejszej dtugosci do okregu o dlugosci
najwiekszej. W przypadku nieskonczonej ilosci takich okregéw ten pierwszy jest wlasciwie punkcikiem i lezy w $rodku
okregu. Drugi bok jest wiec odlegloécia od srodka okregu do okregu najwiekszego, czyli po prostu promieniem naszego
kota:

B

2mr

Rysunek 6: Drugi bok tréjkata ma dlugosé¢ rowna dlugoéci promienia kota

Pole kota jest rowne polu naszego tréjkata, w ktorym podstawa jest bok 27r, a wysokoscig jest r. Obliczmy wiec je:

1
P=—21r-
9 mr-r

P = qr?. (0.8)

Nalezy jednak pamietaé, ze jednostki pola to jednostki dtugoéci podniesione do kwadratu, np. cm?. Dlaczego? Poniewaz
pole powstaje poprzez wymnozenie dlugosci przez inng dlugosé, a wiec musimy stosowaé tutaj jednostki dtugosci do
kwadratu. Na przyktad pole kola powstaje ze wzoru P = 7w - r - r, w ktérym to mamy mnozenie dhugosci promienia
przez samg siebie dwa razy, wiec powstaje jednostka dlugoéci do kwadratu. Celowo nie méwie tutaj konkretnie jakiej
dtugoéci, poniewaz moga to byé cm?, moga to byé¢ m? i kazda inna jednostka dlugoéci. Na przyklad, jesli promien
danego kola wynosi 2 dm, to jego pole wynosi: P =7 -2 dm - 2 dm = 47 dm?.

Oczywiscie pola mozna do siebie dodawac i od siebie odejmowaé. Obliczenie pola pewnych figur staje sie duzo prostsze
po zauwazeniu, ze sktadaja sie one z sumy lub réznicy podl figur, ktore tatwo obliczyé¢. Takim przykladem jest pierscien
kotowy:

Rysunek 7: Pierscien kolowy
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Jak obliczy¢ pole takiego pierscienia? Zauwaz, ze sklada si¢ on z dwdch kot: wigkszego o promieniu R i mniejszego o
promieniu 7:

Rysunek 8: Pierscien kolowy

Nastepnie zobacz, ze pole tego pierscienia jest tylko czescia wiekszego kola, a konkretniej pole pierscienia kotowego jest
niczym innym, jak polem wiekszego kota, od ktérego odjeto pole mniejszego kola, stad wyrazenie na pole pierscienia

kotowego zapisujemy jako:

©-0-0

Rysunek 9: “Powstanie” pierécienia kotowego

P =7R* — mr? = n(R* — r?). (0.9)

Pole wycinka kotowego liczymy natomiast analogicznie do dtugosci tuku, czyli

Rysunek 10: Wycinek kola, ktérego ramiona wyznaczaja kat «

_ a2
=300 (0.10)
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Przyklad 0.3 Ile wynosi pole duzego kota o promieniu R, jesli pole piericienia kolowego wynosi 96w c¢cm?, a promien r
matego kola wynosi 2em?

Pole pierscienia kotowego mozemy obliczy¢, uzywajac wzoru
P=n(R?—r?),
a wiec, podstawiajac:
967 cm? = w(R? — (2 cm)?) /:m,
96 cm? = R? —4 cm? /44 cm?,
R? =100 cm?,
R = /100 cm?2 = 10 cm.
Majac promien tego kota, mozemy obliczy¢ jego pole w nastepujacy sposéb:
P = mR? = 1007 cm?.

Odpowiedz: Pole tego kota wynosi 1007 cm?.

Przyktad 0.4 Oblicz pole wycinka kolowego, opartego na tuku BC, jesli diugosé tuku AB jest réwna 10w cm i stanowi
to 1—58 dtugosci calego okregu.
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Moze si¢ wydawaé, ze mamy zbyt malo danych w tym zadaniu, ale mamy ich w rzeczywistosci wystarczajaco duzo. Do
obliczenia pola wycinka kota potrzebujemy miary kata, ktérego ramiona wyznaczaja ten tuk tego wycinka oraz
promienia okregu r lub jego catkowitej dlugosci L. Nasze dane dotycza jednak tuku zawartego miedzy punktami AB.
Mamy jego dtugos¢ oraz stosunek, w jakim ta dlugos¢ jest z dlugoscig catego okregu L. Obliczmy wiec catkowite L z tej
zalezno$ci:

l=-1
18

5
10 = —L - 18
T cm 18 / ,

180 cm =5L /: 5,

L = 367 cm,
a wiec takze:
L 36w cm
= — = = ]_ .
T o o 8 cm

Potrzebujemy jeszcze miary naszego kata. Zauwaz, ze jest to kat przylegly do kata «, wiec suma ich miar jest réwna
180°. Sprébujmy odnalezé najpierw miare kata «. Szukamy w naszych wzorach jakiej$ zaleznosci, gdzie sie ta miara
pojawia. Jest ona oczywiscie we wzorze na dtugos¢ tuku | = 5555 L. Znamy [, znamy L, wigc bardzo latwo wyliczymy z
tego miare kata a:

(07

l=— 1L
360°

10m cm = - 367 cm,

@
360°

].O’R'CHI:%':[’ITCHI /:m cm,

10 = /- 10°,

@
10°
a = 100°.

Mozna to bylo tez wywnioskowaé w nieco inny sposéb. Stosunek miary kata « do kata pelnego o mierze 360° jest taki

sam, jak stosunek dtugosci tuku AB do diugosci pelnego okregu. Wiemy z tresci zadania, ze ten drugi jest réwny 15—8,
wiec v = & - 360° = 100°

Nasz wycinek kola jest jednak ograniczony ramionami kata przylegtego do kata a, nazwijmy sobie go katem 3. Jesli
tak, to suma miar tych katéw powinna nam daé 180°. Obliczmy z tej zaleznosci miare kata (3:

a+p3=180° /—q,
[ =180° — a = 180° — 100° = 80°.

Majac juz promien kota r oraz kat, ktéry wyznacza tuk naszego wycinka kota, jesteSmy w stanie obliczy¢ pole wycinka
kota, korzystajac ze wzoru:
8 5 80°
= CTTrT =
360° 360°

2
(18 em)? = 9 3241 cm? = 727 cm?.

Odpowiedz: Pole tego wycinka kota wynosi 727 cm?.

17

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_24t6_ebook

Zadania
= Odpowiedz]|

1. Kotlo o srodku A jest styczne zewnetrznie do kota o érodku B. Oblicz pole zaznaczonego wycinka kolowego, jesli
a =60° |AB| =13 cm oraz rg = 7 cm (rp — promien kola o $rodku B)

2. Okrag o promieniu R4 i $rodku A jest styczny wewnetrznie w punkcie C' z okregiem o promieniu Rp i Srodku B.
Promien R4 jest takze promieniem wigkszego kota w pierscieniu kotowym o érodku A, w ktérym to promieniem
mniejszego kola jest r4. Oblicz pole pierdcienia kolowego, jesli r4 = 2 em, Rp = 10 cm oraz |[CB| =7 cm.

18
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1 Trygonometria

Uczen:

1.1 Wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw o
miarach od 0° do 180°; Korzysta z przyblizonych wartosci funkcji
trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub obliczonych za pomoca kalkulatora);
Oblicza miare kata ostrego, dla ktérej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang
warto$é (miare doktadng albo - korzystajac z tablic lub kalkulatora - przyblizona);

W tréjkacie prostokatnym wyrdzniamy szereg bardzo waznych zaleznosci miedzy dlugosciami jego bokéw:

e Stosunek dlugosci przyprostokatnej wychodzacej z danego kata do dtugosci przeciwprostokatnej nazywamy
cosinusem tego kata

A B

Rysunek 11: Bok a jest przyprostokatng wychodzaca z wierzchotka A kata «, a bok ¢ jest przeciwprostokatna. Stosunek
dtugoéci boku a do dtugosci boku ¢ jest cosinusem kata «, ktory oznaczamy przez cos a.

a
=—. 1.1
cos e = — (1.1)

A a B

Rysunek 12: Bok b jest przyprostokatna wychodzaca z wierzchotka C' kata (3, a bok ¢ jest przeciwprostokatna. Stosunek
dtugosci boku b do dlugosci boku ¢ jest cosinusem kata (3, ktory oznaczamy przez cos 3.

cosff = % (1.2)
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e Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko wierzchotka danego kata do dlugosci przeciwprostokatnej
nazywamy sinusem tego kata:

A a B

Rysunek 13: Bok b jest przyprostokatng lezaca naprzeciwko wierzchotka A kata «, a bok ¢ jest przeciwprostokatna.
Stosunek dtugoéci boku b do dlugosci boku c¢ jest sinusem kata «, ktory oznaczamy przez sin a.

b
i = -. 1.
sin & - ( 3)

A a B

Rysunek 14: Bok a jest przyprostokatna lezaca naprzeciwko wierzchotka C' kata 3, a bok c¢ jest przeciwprostokatna.
Stosunek dhugosci boku a do dlugosci boku ¢ jest sinusem kata (3, ktory oznaczamy przez sin (3.

sin § = % (1.4)

e Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko danego kata do dlugosci przyprostokatnej wychodzacej z
niego nazywamy tangensem tego kata

A a B

Rysunek 15: Bok a jest przyprostokatna wychodzaca z wierzchotka A kata a, a bok b jest przyprostokatna lezaca
naprzeciwko tego kata. Stosunek dlugosci boku b do dtugosci boku a jest wigc tangensem kata o, ktéry oznaczamy przez
tg o

b
tga = —. 1.
ga = (1.5)
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O

A a B

Rysunek 16: Bok b jest przyprostokatna wychodzaca z wierzchotka C' kata (3, a bok a jest przyprostokatna lezaca
naprzeciwko tego kata. Stosunek dhugosci boku a do dlugosci boku b jest wiec tangensem kata 3, ktéry oznaczamy przez

tg B

a

Przejdziemy zaraz do szerszego omawiania wladciwosci tychze zaleznoéci, jednak najpierw przyblizymy sobie jeszcze ich
geneze.

Najpierw sprawdzmy sobie, czy te funkcje trygonometryczne, jak je tez nazywamy, sa rézne w trojkatach podobnych.

Dla tréjkatéw podobnych stosunki dtugosci odpowiadajacych sobie bokow sg réwne jakiej$ statej liczbie k:

Tréjkaty podobne majg rowniez takie same miary odpowiadajacych sobie katéw. Obliczmy wigc cosinus jakiegos kata a
zaréwno w jednym, jak i w drugim tréjkacie:

c

b

A a B'

Rysunek 17: Tréjkaty prostokatne podobne

CcoS| @ =

ole

~

COSy (v =

n\\@

a nastepnie obliczmy stosunek cos; a do coss

cosia a a

ole
S

cos,a ¢ ¢
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7 mnozenia po prawej stronie réwnania mozemy utworzy¢ dwa utamki:

COS1 v a-cC a c

coss v C-a

~

Zobaczmy teraz na zalezno$¢, jaka wypisalidmy z racji tego, ze tréjkaty te sa podobne. Dowiadujemy sie z niej, ze
pierwszy utamek z réwnania powyzej jest rowny k, natomiast drugi jest réwny %!:

COS] 1
it U A 1,
COSy (v k
stad:
cosp @ _ 1
COoss (v

Whiosek: funkcje trygonometryczne odpowiadajacych sobie katow w tréjkatach prostokatnych podobnych maja te sama
wartoéé! Tréjkaty te moglyby mieé miliard razy inna wielko$é, ale funkcje trygonometryczne odpowiadajacych sobie
katéw w tych trojkatach sa rowne!

Skoro tak, to moze pokusimy si¢ o pewng wizualizacje, w jaki sposéb mozna dojsé zaréwno do samych wartosci tych
funkcji dla réznch katéw, jak i wielu zaleznoéci i wlasciwosci?

Na poczatek narysujmy na ukladzie wspolrzednych okrag o nastepujacych witasciwosciach:
e Jego $rodek S znajduje sie dokladnie w $rodku ukladu wspélrzednych, a wiec w punkcie S = (0,0)

e Jego promien wynosi dokladnie 1

Rysunek 18: Okrag o promieniu 1 i srodku w punkcie S = (0, 0)

Taki okrag nazywamy okregiem jednostkowym.
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Zaznaczmy nastepnie na tym okregu jakis punkt A i potaczmy go ze srodkiem tego okregu:

Vs
\_

-1

Rysunek 19: Srodek S okregu polaczony odcinkiem z pewnym punktem A na tym okregu

Teraz zaznaczmy punkt B, ktéry znajduje sig¢ na osi X i lezy dokladnie pod punktem A, a wiec jest rzutem punktu A
na o8 X. Polaczmy go z pozostalymi punktami:

14
\_

Rysunek 20: Okrag o promieniu 1 i §rodku w punkcie S = (0,0)

Otrzymalismy tréjkat prostokatny SBA o katach a oraz §. Sprébujmy teraz obliczy¢ cosinus, sinus i tangens kata «
tego trojkata:

COS ¥ = @
ISA]”
. |AB]
SINoe = ————
SA|”
o laB|
5= 1sBl
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Odcinek S A, czyli przeciwprostokatna tego tréjkata, jest jednoczesnie promieniem naszego okregu, a wiec jej dtugosé
jest rowna 1:

_ [SBl _|SB| _
cosa = SA 1 |SB,
|aB| _ |45

=" =—=|AB|.
sin « 54 1 |AB|

To nie koniec. Zauwaz, ze dhugo$é¢ tych bokéw jest rowna wspolrzednym punktu A! Odcinek SB ma dhugo$é rowna
wspOlrzednej x-owej, a odcinek AB ma dlugosé wspoélrzednej y-owej! Daje nam to nastepujace zaleznosci:

Rysunek 21: Dlugosé boku SB jest rowna wspolrzednej z-owej punktu A, natomiast dlugosé boku BA jest rowna y-owej
wspoélrzednej tego punktu

‘cosa: |SB| :xA,‘ (1.7)
‘sina: |AB] :yA,‘ (1.8)
|AB| _ ya
= = — 1.
LT RS (1.9)

gdzie |SB| i |AB| to dtugosci odpowiednich odcinkéw, a x4 oraz ya to wspélrzedne danego punktu A.

Dzigki temu mozemy wtasciwie zapomnieé¢ juz o bokach i calym tym tréjkacie. Wystarczy bowiem, ze bedziemy
zmienia¢ polozenie punktu A na okregu, co bedzie réwnowazne ze zmiang kata «, a nastepnie odczytywaé jego
wspolrzedne x oraz y, poniewaz da nam to w pelni informacje o cosinusie, sinusie i tangensie tego kata w absolutnie
kazdym trojkacie prostokatnym! Gdy wspdlrzedna x dla danego kata wyniesie — powiedzmy — 0,57, to w kazdym
tréjkacie prostokatnym cosinus kata o takiej mierze jest réwny 0,57!
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Sprébujmy wiec znalezé przyktadowe wartodci sinusa, cosinusa i tangensa dla réznych wartosci naszego kata «
(Uwaga. Kat « to kat miedzy odcinkiem SA a czescia osi X lezaca po prawej stronie poczatku ukladu wspoélrzednych,
czyli tam, gdzie lezal punkt B):

Gdy kat « jest réwny 0°, punkt A lezy na osi X. Jego wspdlrzedna z-owa jest réwna 1, a wspdlrzedna y-owa jest réwna

0. Z tego wzgledu cosinus kata 0° jest rowny 1, sinus kata 0° jest réwny 0, a tangens kata 0° jest rowny - = % =0

o
a=0
x =cosa =1

y=sina=0

Rysunek 22: Kat o rowny 0°

cos0° =1 (1.10)

sin0° =0 (1.11)

tg0° = 0. (1.12)

Gdy kat « jest réwny 90°, punkt A lezy na osi Y. Jego wspélrzedna z-owa jest réwna 0, a wspolrzedna y-owa jest

rowna 1. Z tego powodu cosinus kata 90° jest réwny 0, sinus kata 90° jest réwny 1, a tangensa tego kata nie jesteSmy w
stanie policzy¢, poniewaz tg = £ — %, a nie mozemy dzieli¢ przez zero!:

X =cosa=0

y = sina=1

Rysunek 23: Kat a réwny 90°
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cos 90° = 0, (1.13)
sin90° = 1 (1.14)

tg90° = —. (1.15)

Gdy kat « jest rowny 180°, punkt A lezy na osi X, ale po stronie, gdzie wartosci x sa ujemne. Jego wspélrzedna x-owa

jest z tego wzgledu réwna —1, a wspolrzedna y-owa jest rowna 0. Cosinus kata 180° jest wiec rowny —1, sinus kata 180°
jest réwny 0, a tangens tego kata jest réwny Z = % =0

S

X =cosa =-1

y=sina=0

-1

Rysunek 24: Kat o réwny 180°

cos 180° = —1 (1.16)

sin 180° = 0, (1.17)

tg 180° = 0. (1.18)

I wladnie w taki sposéb jestedmy w stanie otrzymacé wartosé cosinusa, sinusa i tangensa kazdego mozliwego kata.
Dlaczego wiec policzyliSmy sobie tylko te trzy? Ta metoda tylko te trzy wartosci sa tatwe do zauwazenia “golym
okiem”. Co byémy natomiast dostali za wykresy, jesli bySmy obliczyli cosinus oraz sinus dla kazdej mozliwej warto$ci
kata a? Oto, jak wygladaja funkcje cosinus i sinus na wykresie:

cosa

1

Rysunek 25: Wykres funkcji cosa w zaleznodci od miary kata a. Zaznaczone punkty sa tymi, ktére obliczyliémy sobie
wczedniej
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Rysunek 26: Wykres funkcji sina w zaleznosci od miary kata a. Zaznaczone punkty sa tymi, ktére obliczyliSmy sobie
wczesdniej

(wykresy te sa troche dziwne, poniewaz o§ X trzeba bylo edytowaé w nich recznie. Programy rysujace takie funkcje
wykorzystuja najczesciej nie stopnie, a miare tukowa, ktorej to na podstawie nie omawiamy. Wykres tangensa sobie
natomiast odpuscimy, poniewaz jest on dosy¢... specyficany i mégtby pewnie wielu osobom sprawié¢ bdl glowy)

Od razu widaé, dlaczego funkcje trygonometryczne nazywamy funkcjami okresowymi. Co pewna wartosé argumentow
zaczynaja one bowiem wyglada¢ dokladnie tak samo. Jest to spowodowane tym, ze gdyby$my zrobili cale jedno
“okrazenie” naszego okregu, czyli zakredlili kat o réwny 360°, to nastepne zwiekszanie kata byloby rowne z tym,
jakby$my dopiero co zaczynali go zwigkszaé¢ od kata 0°! Warto jeszcze zaznaczy¢, ze sinus i cosinus nie moze byé
mniejszy od —1 oraz wiegkszy od 1! Jesli wrécimy do naszego okregu, to zaréwno wspélrzedna x-owa, jak i y-owa
punktu A nie moze byé mniejsza od —1 oraz wigksza od 1. Widaé to rowniez na powyzszych wykresach, gdzie
“zawracaja” one przy tych wartosciach funkcji.

Jak wiec uczniowie przy rozwiazywaniu zadan na maturze maja sobie radzi¢ z cosinusami i sinusami, skoro trudno
wyliczy¢ niektére z nich? Opcje sa trzy:

o Jesli dane sa dhugosci bokow jakiegos trojkata prostokatnego, to obliczamy warto$é danej funkcji
trygonometrycznej danego kata poprzez obliczenie stosunku odpowiednich bokdw

o Jesli podana jest miara danego kata, to mozemy skorzystaé¢ z tablicy wartosci trygonometrycznych. Taka tablica
znajduje sie na karcie wzoréw, ktora dostajemy na egzaminie maturalnym. Wystarczy tylko odnalez¢ odpowiednia
miare kata i odczytad, jaka warto$é (najczesdciej przyblizona) przyjmuje jego sinus, cosinus lub tangens. W
zadaniach, gdzie potrzebujemy konkretnej wartoéci danego kata, najczeéciej bedzie chodzilo o miary katéw, ktore
podane sg w tabelce i ktorych wartosci funkceji trygonometrycznych mozna wyrazi¢ w nieco tatwiejszy sposéb. W
przypadku zadan z przedzialami miar katéw musimy natomiast wzia¢ pod uwage cala tablice wartoéci funkcji
trygonometrycznych

e Jedli podano wystarczajacy iloéé¢ informacji w zadaniu, np. jest podana warto$¢ innej funkcji trygonometrycznej,
to warto$¢ naszej szukanej funkcji trygonometrycznej jesteSmy w stanie obliczyé¢ dzieki wykorzystaniu zalezno$ci
miedzy tymi funkcjami. Poznamy je w nastepnym temacie.

Pamietajmy, ze réwniez bardzo czesto mozemy wykorzystaé zaleznosci w tréjkacie 60°,30°,90° oraz trojkacie
45°,45°,90°. Przejdziemy teraz do oméwienia szerzej tego zagadnienia.

ObliczyliSmy juz sobie pare wartosci cosinus, sinus i tangens, ktére wynikaly z naszych dziatan na okregu
jednostkowym. Czy sg jeszcze jakie$ katy, ktorych funkcje trygonometryczne obliczymy w tatwy sposéb? Tak, i aby tego
dokonaé, musimy sie cofnaé¢ do trdjkata o katach 30°, 60°, 90°, a takze do tréjkata o katach 45°, 45°, 90°. Zacznijmy
moze 7z tym pierwszym.
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Rysunek 27: Tréjkat prostokatny o katach 30°, 60°, 90°

Uzyjemy tego trdjkata w celu obliczenia wartosci funkeji trygonometrycznych dla katow 30° oraz 60°. Oczywiscie w
kazdym trojkacie prostokatnym funkcje trygonometryczne takiego kata beda mialy te sama wartos¢. Na powyzszej
ilustracji przypomnieliémy zaleznosci miedzy dlugos$ciami bokéw w tym trdjkacie, aby utatwi¢ nam obliczenia.

Zacznijmy wiec od kata 60°:

600_|AB|_%a_1 1
cos _|AC’|_ a 2a-a_23
sin60°*—|BC|—7§a7§a-a7£

JAC| a 2 27

oge — 1BCL_ Pa _ V3
YT 4Bl T la T 2

A nastepnie przejdzmy do kata 30°:

wossge — 1BCl _Fa V3 V3

|AC| a 2 2

. |AB| 3a 1 1

ST = a0 T e T Ty
tgoo_\ABL%“_la.ﬁazl.ﬁzl.lzizi.ﬁ
IBC|  L3q 2 2 2°2 2 V3 V3 V3 V3

Kup
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Teraz sprébujmy uzy¢ tréjkata o katach 45°, 45°, 90°, aby obliczy¢ funkcje trygonometryczne dla kata 45°.
Przypomnijmy sobie taki tréjkat oraz zaleznosci miedzy dlugosciami jego bokéw:

A B

Rysunek 28: Tréjkat prostokatny o katach 45°, 45°, 90°

|AB] a 1 1 V2 V2
cosdhl = — = —— = — = —. .

ClACT T av?2 2 2 V2 2

. . |BC] a V2
Sinds® = —— = — = 2
|AC|  av2 2
|[AB| a
tgd5° = 1 = — =
& IBC| ~ a

I tak oto doszliSmy do momentu, w ktérym mozemy utworzy¢ tabelke widziang chyba przez kazdego przynajmniej pare
razy. Stworzmy tabelke, w ktorej wypiszemy wartosé funkcji cosinus, sinus oraz tangens dla katéw 0°, 45°, 60°, 90° oraz
180°:

« 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180°
V3 V2
cosa | 1 73 72 % 0 —1
; V2 V3
sin o 0 % 72 73 1 0
tga | O ? 1 V3| - 0

Pamigtajcie, ze ta tabelka jest tez w karcie wzoréw!

Przyktad 1.1 Ile jest rowny tangens kgta o?

Wspéblrzedna x-owa punktu jest rowna —2, natomiast wspélrzedna y-owa jest rowna 1, stad:
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Przyktad 1.2 Ile wynosi miara kgta o?

42

Miara kata « jest rowna 45°. Mozna to wywnioskowaé, liczac cosinus jego kata lub zauwazy¢ zaleznosé miedzy
dtugosciami podanych bokéw.

sin® a - tg o

Przyktad 1.3 Wartosé wyrazenia m

dla o = 35° miesci sie w przedziale:

a) (0.10, 0.13)
)

(a) (

(b) (0.07, 0.09
(c) (0.14, 0.15)
(

d) (0.16, 0.17)

Zagladamy do tablic z wartoéciami funkcji trygonometrycznych i odczytujemy wartosci sin «v i cos o dla kata 35°. Przy
zaokragleniu do drugiej liczby po przecinku (takie zaokraglenie jest najczesciej w zupelnosci wystarczajace)
otrzymujemy sin 35° & 0,57 oraz tg35° ~ 0,7. Obliczamy nastepnie przyblizong warto$¢ naszego wyrazenia dla
podanych wartosci:

sin®o-tgar (0,57)2-0,7 0,33-0,7 0,23
log9-loggd ~ logg (9-4) ~ logg36 2

=0,115.

Prawidlowa odpowiedzia jest odpowiedz (a).

tga -sin 3
@

Przyktad 1.4 Oblicz warto$¢ wyrazenia dla kgtow w ponizszym tréjkgcie ABC':
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Obliczmy sobie najpierw warto$é¢ przeciwprostokatnej tego trdjkata:
12 +22 = |CBJ?,

CB? =5,

|CB| = V5,

a nastepnie obliczmy wartosci funkcji, ktére wystepuja w zadaniu:

t oz—1

g DR
smﬁ—i——%/5
Vi 5
s 225
Vi 5

I obliczmy nasze wyrazenie:

. 1 2V5
tga - sina 5 5
cos o % 2

Oczywiscie, jesli kto§ wezedniej zauwazyl, ze cos a jest réwny sin 3, to mégl to zadanie zrobié¢ duzo szybciej.

5-t
Przyktad 1.5 Dla pewnego kgta o zachodzi: 2 = s

. Zaznacz poprawny przedzial, w ktorym znajduje sie miara

kgta a:

(a) 35° < o < 40°

(b) 63° < a < 65°

(c) 50° < o < 55°

(d) 80° < a < 82°

Obliczmy najpierw, ile wynosi tg a z naszego wyrazenia:

_S-tga

2 -2
2 /2

4=5-tga /:5,

t 4 0,8

o= = — = ,0.

Y7510

Wyciagamy nastepnie karte wzoréw i szukamy w niej, jakiego kata tangens jest rowny okoto 0,8. Odczytujemy z niej, ze
jest to kat jako$ miedzy 53 a 54°, stad poprawng odpowiedzig jest odpowiedZ (c).
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Zadania

1. Tle wynosi sin « - tg a dla ponizszego kata «?

2. Zalezno$¢ x od y wynikajaca z ponizszego rysunku jest réwna:

X+3

()2 =127
) =22
(c)x:@
(d)x:\/gy2_6

3. Zaznacz prawidlowy przedzial, w ktéorym znajduje sie miara kata a:
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20° < v < 25°
32° < ar < 40°
10° < a < 15°
41°

(a
(b
(c

(d < a < 46°

)
)
)
)
4. Zaznacz przedzial, w ktérym znajduje sie warto$é x obliczona z réwnania —29z + 2sina = (/z +5)(v/x — 5), jesli

kat a wynosi 70°:

(a) (0.2, 0.4)

(b) (1.3, 1.6)

(c) (0.8, 1.1)

(d) (1.8, 2.2)

5. Zaznacz przedzial, do ktérego nalezy wartosé z:

X+5
2X

55° f

(d) (10, 12)
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6. Zaznacz przedzial, w ktorym znajduje sie¢ warto$é¢ stosunku diugosci wysokosci h stozka do wysokoéci h Sciany
bocznej, jesli kat nachylenia wysokosci Sciany bocznej do pola powierzchni podstawy stozka jest réwny 39°:

E

(a) (0, 0.4)
(b) (0.5, 0.8)
(c) (0.9, 1.3)

(d) (1.4, 1.7)

7. Wyznacz przyblizona wartosé pola ponizszego prostokata, wiedzac, ze cos a = 0,75 oraz sin a = 0,66.

o 0
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(= Powrdt do zadanl
1.
(a)
3%.3% = 3% =35 = 243,
(b)
22.42 = (2-4)2 = 82 = 64.
(c)
23.3%.672=(2-3)%.62=6%-62=63"2 =6 =6.
(d)
3\* 33 33 .22 22 33 33 27
= 22 = Z_ .92 — =33._=33.9-1 = _ = _
(2> 23 23 =3 2l 2 2
(e)
(39 + 253 4 4,498523)% — 1.
()

©)-0)- @) -5mime

2. W takich zadaniach waznym jest, abySmy doprowadzili poszczegolne wyrazy do takiej postaci, w ktérej mozemy
skorzystaé z dzialan na potegach. Najczesciej taka postacig jest taka sama podstawa potegi w kazdym z tych
wyrazéw. W naszym przypadku najlepiej sprowadzi¢ wszystkie potegi do takich, ktérych podstawa jest réwna 2:

425,(%)—20 - (22)25_(271)—20 o 250 ., 920 o 8.2:272.2:272.21 g :1
3

]24 e (23)24 ’ 72 72

3. Oczywiscie najpierw zamieniamy wszystkie potegi na takie o podstawie 3 i obliczamy warto$¢ naszego wyrazenia:

27.37%  3%.37% g 30

(3)-2 32 9 9 9

Prawidlowa odpowiedzia jest wiec odpowiedz (c).
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0.2

[=_Powrot do zadanl

1.

0.3

Do obliczenia pola wycinka kota potrzebujemy jeszcze promienia kota o srodku A, czyli r4. Diugosé |AC| jest
rOwna sumie promieni r4 oraz rp, poniewaz sg to kola styczne zewnetrznie, stad:

|AB|=ra+rg /—rs,
ra=|AB|—rp
podstawiajac:
ra=13cm—7cm =06 cm.

Mamy juz wszystkie dane potrzebne do obliczenia pola wycinka kota:

a® ., 60°

= STt =
360° 360°

1
- (62 cm)? = 6~367r cm? = 6 cm?.

Odpowiedz: Pole tego wycinka kota wynosi 67 cm?.

Do obliczenia pola pierscienia kola brakuje nam tylko dlugoéci promienia R 4. Okrag o srodku B styka sig
wewnetrznie z okregiem o $rodku A i promieniu Ry, stad odcinek |C'B| jest réwny réznicy promienia Rp i Ra:

|CB|=Rp—Ra /+Ra,
Rys+|CB|=Rp /- Ra,
R4 = Rp —|CB|.
Podstawiajac, otrzymujemy:
Rs=15cm — 10 cm = 5 cm.
Obliczmy teraz pole naszego pierscienia kolowego:
P=m(R% —1r%) =n((5 cm)? - (2 cm)?) = 7(25 cm? — 4 cm?) = 217 cm?.

Odpowiedz: Pole tego pierécienia kolowego wynosi 217 cm?.

(= Powrot do zadanl

1.

Wspéblrzedna x-owa punktu jest réwna %, jak i réwniez jego wspolrzedna y-owa, stad sinus tego kata jest rowny:
sina=y = -,
=3

natomiast tangens:

=N

N -
N

[SIEINIEN
DN | =

tga:g:
T
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Pod koniec pozostato juz tylko obliczenie wyrazenia z naszego zadania:

. ‘ 1 1 1
sina-tga=--1=—.
84T 9 Ty
Odpowiedz: Wyrazenie to jest réwne %
2. Musimy znalez¢ w tym zadaniu rozwiazanie w formie = ..., gdzie po prawej stronie réwnania bedzie jakies
wyrazenie zalezne od y. Mozemy to zrobi¢ na dwa sposoby: uzywajac zaleznosci dlugosci bokéw w tym tréjkacie

lub trygonometrii. Tym razem uzyjemy tego drugiego sposobu. Cosinus kata 30° jest rowny ?, ale takze jest

rowny stosunkowi dlugosci odpowiednich bokéw:

@ZQH'S /-2,
2 Yy

z+3

V3y=2r+6 /-6,

20 =3y—6 /:2,

Prawidlowa odpowiedzig jest odpowiedz (d).
3. Sinus tego kata jest rowny:

. 3 6
sma—g—E—O,G.

Patrzymy nastepnie na karte wzoréow i szukamy takiego kata «, ktérego sinus wynosi okoto 0,6. Taki kat powinien
mie¢ miare ok. 36°, stad poprawna odpowiedzia jest odpowiedz (b).

4. Odczytujemy wartos¢ dla sin 70° na ok. 0,94 i rozwiazujemy réwnanie:
—29z + 2 -sina = (yVz +5)(v/z — 5),
—29z+2-sina=x—-25 /—x—2-sinq,
—30x = —25 —2-0,94,
—30x = 25 — 1,88,
—30x = —26,88 /:(—30),
z ~0,9.

Prawidlowa odpowiedzia jest odpowiedZ (c).
5. Znajdziemy z, jesli przyrownamy sinus kata 55°, wynikajacy z rysunku zadania, do jego wartoéci przyblizonej,
ktora jest zapisana w karcie wzoréw. Jego wartos¢ wynosi ok. 0,82, stad:
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2x
T+ 5

=082 /- (z+5),

2¢ =0,82- (z +5),
20 =0,82zx+4,1 /—0,82x,
1,18z =41 /:1,18,
r ~ 3,47.

Prawidlowa odpowiedzia jest odpowiedz (a).

6. Kat nachylenia wysokosci $ciany bocznej do pola powierzchni podstawy to kat FGFE. Stosunek dlugosci wysokosci
ostrostupa h do wysokoéci $ciany bocznej hg jest wiec sinusem tego kata.

E

Z karty wzoréw odczytujemy, ze jego wartos¢ jest réwna ok. 0,629. Poprawna odpowiedzia jest wiec odpowiedz
(b).

7. W tym przypadku cos « to stosunek boku a do przekatnej o dlugosci 10, stad:

a
cosa = —,
10

a
~ — -1

0,75 0 /- 10,
a~T75.

Natomiast sin « to stosunek boku b do przekatnej o dtugosci 10, stad:

sina = —,

10

b
0,66 ~ — -10
6635 /10,

b=~ 6,6.

Przyblizona warto$¢ pola prostokata obliczymy, korzystajac z wyzej wyznaczonych przyblizonych wartosci
dtugosci bokéw tego prostokata:

P=ab~75 6,6~ 49,5.

Przyblizona warto$¢ pola tego prostokata wynosi 49,5.
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	Oblicza potegi o wykładnikach wymiernych i stosuje prawa działan na potegach o wykładnikach wymiernych
	Oblicza pole koła, pierscienia kołowego, wycinka kołowego
	Trygonometria
	Wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katów o miarach od 0 do 180; Korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub obliczonych za pomoca kalkulatora); Oblicza miare kata ostrego, dla której funkcja trygonometryczna przyjmuje dana wartosc (miare dokładna albo - korzystajac z tablic lub kalkulatora - przyblizona);


