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2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu,
pozycyjne systemy liczbowe i reprezentacja
danych liczbowych w komputerze

2.3.1. Systemy liczbowe

Systemem liczbowym nazywamy zbidr zasad okreslajacych sposob zapisywania
i nazywania liczb.

Pozycyjny system liczbowy to system, w ktorym wartos¢ cyfry zalezy od miejsca,
w jakim znajduje sie ona w danej liczbie. Miejsce to nazywamy pozycja.

Do najwazniejszych pozycyjnych systemow liczbowych wykorzystywanych w informa-
tyce naleza;

- system dwodjkowy, czyli binarny;

- system 6semkowy, czyli oktalny;

- system szesnastkowy, czyli heksadecymalny.

Podstawa systemu binarnego, okreslajacg liczbe cyfr, jest dwa. System ten korzysta wiec
z dwoch cyfr, ktorymisa 01 1.

System oktalny ma podstawe osiem, stad cyframi sg tutaj 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7.

Podstawa systemu heksadecymalnego jest szesnascie, a wiec w systemie tym korzystamy
z szesnastu cyfr. Cyframi tego systemu sa: 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F. Wy-
korzystanie liter w zapisie cyfr podyktowane jest koniecznos$cia jednoznacznej notacji
liczby w tym systemie. Litery odpowiadaja cyfrom, ktorych wartosci zapisane w ukla-
dzie dziesietnym sa liczbami dwucyfrowymi:

A =10,
B =11,
C,=12,,
D =13,
E =14,
F =15.

Gdybysmy nie korzystali z liter, zapis liczby 1 12, mogltby oznaczac 112 6 lub B2, lub 1C,,.

72 Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie
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Przy realizacji konwersji i dziatan arytmetycznych w réznych systemach liczbowych
mozna zastosowa¢ udostepniona w systemie Windows aplikacje Kalkulator. Pro-
gram ten umozliwia realizacje obliczen w nastepujacych systemach: decymalnym
(czyli dziesietnym), binarnym, oktalnym i heksadecymalnym. Wykonywa¢ mozna
zaréwno konwersje pomiedzy wymienionymi systemami, jak i operacje arytme-
tyczne. Aby uzyska¢ dostep do tych systemow, nalezy po uruchomieniu aplikacji
Kalkulator wybra¢ w menu polecenie Widok/Programisty (we wczesniejszych wer-
sjach systemu Windows — Widok/Naukowy).

Najbardziej znanym systemem liczbowym, ktdry nie jest pozycyjny, jest system rzym-
ski. Zaliczany jest on do systemoéw zwanych addytywnymi. Charakteryzuja si¢ one tym,
ze bazuja na symbolach dla kilku matych liczb oraz ich wielokrotnosci. W przypadku
systemu rzymskiego dotyczy to wielokrotnosci liczb 5 i 10. Dostepnych jest razem sie-
dem znakow:

I=1,
V=5,

X =10,

L =50,

C =100,
D =500,
M =1000.

Zapisywanie liczby w tym systemie polega na sktadaniu jej przez dodawanie lub odej-
mowanie kolejnych symboli o okreslonej wartosci. Liczba reprezentujaca dany symbol
odejmowana jest wowczas, gdy nastepny symbol ma wieksza od niej wartos¢. W prze-
ciwnym wypadku wykonywane jest dodawanie.

Na przyktad wartoé¢ liczby MCCXCIX wyznacza si¢ nastepujaco:
MCCXCIX = 1000, +100,+100, 10, +100, -1 +10, = 1299, .
Zamien liczby podane w systemie rzymskim na system dziesietny:
a) MXLVIII,
b) MCMLXXXIV,
¢) CMXLVIIL
d) DXLIX,
e) MMMCDI.

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe
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rALEVICP R Zamien liczby podane w systemie dziesietnym na system rzymski:
a) 1999,
b) 184

10°

) 2876,
d 3012,
e) 488

10°

p£LEVIEW AR Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci schematu
blokowego i programu realizujacy konwersje liczb z systemu rzymskiego na dziesigtny.

r£LENICP AP Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu
realizujacy konwersje liczb z systemu dziesi¢tnego na rzymski.

2.3.2. Konwersje pozycyjnych systemow liczbowych

Konwersja systemu dziesietnego na inny pozycyjny system liczbowy

Aby zamieni¢ liczbe nieujemna zapisana w systemie decymalnym na wartos¢
w systemie binarnym, nalezy powtarza¢ dzielenie z reszta tej liczby przez podstawe
systemu dwojkowego, dopoki w wyniku takiego dzielenia nie uzyskamy 0. Wowczas
otrzymane reszty z dzielenia, w kolejnosci od ostatniej obliczonej reszty do pierw-
szej, stanowia rozwiazanie.

P[,z,ylgtad 25

Przeanalizujmy konwersje systemu dziesigtnego na dwdjkowy na przyktadzie liczbowym.
Zapiszmy liczbe 125  w systemie binarnym:

125 2 = 62 reszta 1
62 2 = 31 reszta 0
31 2 = 15 reszta 1
15 2 = 7 reszta 1

7 2 = 3 reszta 1
3 2 = 1 reszta 1
1 2 = 0 | resztal

W wyniku dzielenia uzyskaliSmy zero, wigc obliczenia zostaly zakonczone. Rozwigzanie
odczytujemy, rozpoczynajac od reszty uzyskanej na koncu, stad 125 = 1111101, .

74 Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie



Kup ksigzke Pole¢ ksigzke

Wygodniejszy jest nastepujacy zapis konwersji tych liczb:

125 | 1
6210
31 |1
151

711
311
1)1
0

Opracujmy algorytm wykonujacy zamiane liczb zapisanych w systemie decymalnym

na liczby binarne w postaci schematu blokowego (patrz rysunek 2.5) oraz programow

w jezykach C++ (patrz punkt 3.6.1,,, Tablice”) i Pascal. Dodatkowo na plycie CD znajduje

sie realizacja tego algorytmu wykonana za pomocg arkusza kalkulacyjnego (arkusz2_4.xls, a
arkusz2_4.ods).

Specyfikacja:
Dane: Liczba catkowita: liczba > 0 (liczba w systemie dziesietnym).

Wynik:  Liczba calkowita: i > 0 (liczba cyfr warto$ci otrzymanej po zamianie z systemu
dziesi¢tnego na dwojkowy).

i-elementowa tablica jednowymiarowa zawierajaca liczby catkowite: W/[0...i-1]
(liczba zapisana w systemie dwdjkowym uzyskana po zamianie z systemu
dziesi¢tnego, ktorej cyfry nalezy odczyta¢ w kolejnosci W[i-1], W[i-2], ...,
w10]).

Funkcja w jezyku C++ (prog2_8.cpp):
void oblicz (long liczba, int &i, int W[])
{

i=0;

do

{
W[i]=1liczba%2;
liczba=1liczba/2;
i++;

}

while (liczba!=0);

}

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe 75
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Procedura w jezyku Pascal (prog2_8.pas):
procedure oblicz (liczba: longint; var i: integer; var W:tablica);
begin
i:=0;
repeat
W[i]:=1iczba mod 2;
liczba:=1iczba div 2;
ir=i+l
until liczba=0

end;

Rysunek 2.5. Schemat blokowy algorytmu realizujgcego
konwersje liczb z systemu dziesietnego na dwéjkowy

wczytaj: liczba

WIlil=liczba % 2

]

liczba=liczba / 2

I

i=i+1

NIE TAK

Omoéwiona metode konwersji liczb z systemu decymalnego na binarny mozna zastoso-
waé rOwniez przy zamianie systemu dziesigtnego na inne systemy liczbowe. Nalezy
jednak pamieta¢, ze kazdy z tych systemow ma inng podstawe. Na przyklad zamieniajac

liczby systemu decymalnego na system oktalny, bedziemy dzieli¢ przez osiem, na system
szesnastkowy — przez szesnascie itd.

76 Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie
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Przyldad 26

Zapiszmy liczbe 459,/ w systemie szesnastkowym. Zwré¢ uwage na cyfry, ktérych war-
tos¢ jest wieksza niz 9.

459 16 = 28 reszta 11 = B
28 16 = 1 reszta 12 =C
1 16 = 0 reszta 1

Ponizej przedstawiono skrécony zapis konwersji tych liczb:

459 | 11=8B
28 | 12=C
1)1
0

Uzyskalismy nastepujacy wynik: 459, = 1CB, .

Przekonwertuj podane liczby catkowite z systemu dziesi¢tnego na sy-

stemy o podstawach 2,4, 8,9, 16:
a) 1234,
b) 999
) 1380,
d) 49 ,
e) 2135,

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci listy kro-

kow realizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie dziesietnym na liczby w systemie
o podstawie z przedziatu [2, 9].

ELENIEWREN Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu re-
alizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie dziesietnym na system szesnastkowy.

Konwersja innych pozycyjnych systeméw liczbowych
na system dziesietny

Aby zamieni¢ liczbe zapisang w systemie binarnym na decymalny, nalezy wyzna-
czy¢ warto$¢ sumy cyfr tej liczby pomnozonych przez kolejne potegi podstawy sy-
stemu, czyli 2.

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe
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_Przyktad 27

Przeanalizujmy przebieg dzialania tej metody na przykfadzie liczbowym. Wykonajmy
konwersje z systemu binarnego na decymalny liczby 1011011,. Najpierw nalezy do kaz-
dej cyfry tej liczby dopasowac odpowiednie potegi liczby 2. Wartos¢ mnoznika bedacego
potega liczby 2 zalezy tutaj od pozycji cyfry w danej liczbie.

1 0 1 1 0 1 1

260020 2t | 28 22 2! 2°
Nastepnie wyznaczamy warto$¢ sumy iloczynow:

1:2°40-2°+1-2°41:2°+0-2° +1-2" +1-2° =91,,,.

Uzyskana warto$¢ 91, to liczba dziesietna bedaca wynikiem konwersji. Mamy wigc

1011011, =91 .

W przypadku gdy chcemy zamienia¢ liczby z innych systeméw pozycyjnych na decy-
malny, postepujemy podobnie. Musimy jednak pamieta¢ o tym, by kolejne cyfry kon-
wertowanej liczby mnozy¢ przez potegi podstawy systemu, w ktorym jest zapisana.

I?szyktadr 2.8

Zapiszmy liczbe 1A0B,, w systemie decymalnym:

1 A 0 B
12° | 122 | 12" | 12°
1-12°410-122+0-121+11:12° = 3179
Otrzymalismy wynik: 1A0B,, = 3179, .
Zapisz podane liczby calkowite w systemie dziesietnym:
a) 1011101,
b) 10011111,
c) 1000001,
d) 2120,
e) 430,

5

f) 145,

6

g) 264,

h) 7777,
i) 10007,

78 Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie
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j) ABCDE,,
k) FFFF,,
1) 1A17B0,.

Konwersje miedzy systemami niedziesietnymi

Najczesciej stosowanymi systemami liczbowymi w informatyce sa systemy: binarny,
oktalny i heksadecymalny. Wykorzystanie systemu dwdjkowego wynika ze sposobu
zapisu liczb w pamieci komputera za pomoca bitéw. Bit to najmniejsza jednostka
informacji, ktéra przyjmuje jedna z dwoch wartosci, zwykle okreslanych jako 01 1.
Z kolei systemy 6semkowy i szesnastkowy to systemy, ktorych podstawy sa pote-
gami liczby 2. Wynika stad mozliwo$¢ wykonywania bezposredniej konwersji mie-
dzy tymi systemami a systemem binarnym.

Liczba binarna zapisana na trzech miejscach ma wartosci w przedziale [0, 111], co w sy-
stemie dziesietnym wynosi [0, 7]. Liczby zawarte w tym zakresie to wszystkie cyfry sy-
stemu 6semkowego. Wykorzystajmy te wlasnos¢ przy konwersji liczb miedzy systemami
binarnym i oktalnym.

,,,,Przyk%ad 29.

Wykonajmy konwersje liczby 1011101111, na system oktalny. Najpierw nalezy zamie-
niang liczbe pogrupowac po trzy cyfry, rozpoczynajac od prawej strony:

1 011 101 111

Nastepnie kazda z uzyskanych grup traktujemy jak cyfre liczby, ktérg chcemy uzyska¢é
w systemie oktalnym. Wykonujemy wigc nastepujace obliczenia:

1,=12"=1

1,=12"+1.2"=3

101, =1-2* +0-2' +1-2° =5

111, =1-2* +1-2' +1-2° =7
Uzyskujemy wynik: 1011101111, = 1357,

Zamiane liczby zapisanej w systemie oktalnym na binarny realizujemy podobnie. Tym
razem jednak kazda kolejna cyfre liczby oktalnej konwertujemy na system binarny.

W przypadku konwersji migdzy systemem binarnym i heksadecymalnym tok myslenia
jest podobny. Nalezy jednak uwzgledni¢ grupowanie po cztery cyfry. Wynika to stad,
ze liczba binarna zapisana na czterech miejscach ma wartosci w przedziale [0, 1111],
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co w systemie dziesietnym daje [0, 15]. Tym razem sg to wszystkie cyfry systemu szes-
nastkowego.

Przyktad 2.10>

Przekonwertujmy liczbe 110011011, na system szesnastkowy:
1 1001 1011
L=1.2"=1
1001, =1-2+0-2°+0-2"+1-2"=9
1011, =1-2°+0-2° +1.2' +1-2° =11=B
Po wykonaniu konwersji otrzymujemy: 110011011, = 19B, .

PACEVICPRYA Zamien podane liczby catkowite z systemu dziesietnego na 6semkowy
i szesnastkowy z wykorzystaniem systemu dwojkowego:

a) 523,
b) 458,
) 399,
d) 878,
e) 1001,
f) 1112,
g) 2056,

2.3.3. Operacje arytmetyczne wykonywane
w roznych systemach liczbowych

Wykonujac operacje arytmetyczne w réznych systemach liczbowych, nalezy pamie-
ta¢ przede wszystkim o podstawie tych systemow. W przypadku systemu dziesietnego
wiemy, ze zaréwno dodawanie, odejmowanie, jak i mnozenie wykonuje si¢ w oparciu
o podstawe systemu, ktora jest liczba dziesie¢. Gdy realizujemy operacje dodawania,
nadmiar dziesigtek przenosimy w lewo, natomiast odejmowanie wymaga ,,pozyczania”
dziesigtek z lewej strony.

Wykonajmy podstawowe operacje arytmetyczne w systemie binarnym.

Rozpocznijmy od dzialania dodawania. W tym przypadku, gdy w wyniku dodawania
otrzymamy warto$¢ rowna lub wieksza od dwdch, w rozwiazaniu wpisujemy reszte
z dzielenia tej warto$ci przez 2, natomiast w lewo przenosimy wynik dzielenia catkowi-
tego tej liczby przez 2.
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_Przyktad 2.11>
Obliczmy sume liczb w systemie binarnym: 11011,+111110,. Pogrubieniem wyréznione
sa wartos$ci przenoszone w lewo.

1 1 1 1 1

1 1 0 1 1
+ 1 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 0 1

Otrzymany wynik to: 11011 +111110, = 1011001,

Przyktad 2.12>
Wyznaczmy sume czterech liczb zapisanych w systemie binarnym:
111111,+1110,+10111,+110111,. Ten przyktad wydaje si¢ trudniejszy, jednak jego reali-

zacja opiera si¢ na dokfadnie tych samych zasadach.

1 2 2 2 3 2 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 0
1 0 1 1 1
+ 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1

Po wykonaniu obliczen uzyskujemy nastepujacy wynik: 111111,+1110,+10111,+110111,
=10011011..
2

Kolejnym dzialaniem, ktére wykonamy w systemie binarnym, bedzie odejmowanie.
W tym przypadku problem pojawia si¢ w sytuacji, gdy chcemy wykona¢ operacje odej-
mowania, a liczba, od ktdrej odejmujemy, jest zbyt mata. Wowczas nalezy pobraé war-
tos$¢ z lewej strony. Kazda jedynka pobrana bezposrednio z lewej strony zamieniana jest
na podstawe systemu, czyli dwa, a nastgpnie wykonywane jest odejmowanie.

' Eﬁrzyk’(adr 2.1 D

Obliczmy réznicg liczb zapisanych w systemie binarnym: 110110,-1010,. Pogrubieniem
wyrdznione sa warto$ci uzyskane po pobraniu z lewej strony.

0 2
1 1 0 1 1 0
- 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0

Wynikiem wykonanego dziatania jest: 110110,-1010, = 101100,.
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_ Przyktad 2.14>
Wyznaczmy réznice liczb binarnych: 100000,-111,. Ten przyklad jest trudniejszy,
ale zasady identyczne. Dokladnie przeanalizuj wykonane dzialanie.

1 1 1
0 2 2 2 2 2
0 o S, 0 0
- 1 1 1
1 1 0 0 1

Uzyskali$my nastepujacy wynik: 100000,-111, = 11001, .

Mnozenie liczb binarnych jest dziataniem, ktdre faczy w sobie operacje mnozenia i doda-
wania. Najpierw wykonujemy mnozenie kolejnych cyfr jednej liczby przez kolejne cyfry
drugiej liczby, a nastepnie uzyskane wyniki w odpowiedni sposob dodajemy.

Przyktad 2.15)

Obliczmy iloczyn dwdch liczb w systemie binarnym: 110111,-1011, . Poréwnajmy wyko-
nanie tego dzialania w systemie dwojkowym z mnozeniem w systemie dziesigtnym.

1 1 0 1 1 1
X 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1
+ 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1 0 1

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy: 110111,-1011, = 1001011101, .
Wykonaj nastepujace dzialania arytmetyczne w systemie binarnym:
a) 10110, +1101,-111,,
b) 111000,-11,+101100,-110,,
c) 101,-1100,-11011, +10,,
d) 1o1110,-10011, -111,,
e) 110,-11001,+110111, -11,,
f) 11111111, +1,.

p£LENIEWAER Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu
wykonujacy dodawanie dwoch wprowadzonych z klawiatury nieujemnych liczb catko-
witych zapisanych w systemie binarnym.
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Przeanalizowali$my dokladnie realizacje podstawowych dzialan arytmetycznych w syste-
mie binarnym. Znajac zasady wykonywania tych operacji, mozna przenies¢ je na plasz-
czyzng innych pozycyjnych systeméw liczbowych. Nalezy jednak pamietaé, aby w tych
systemach stosowa¢ wlasciwg im podstawe. Na przyklad w oktalnym — 8, w heksade-
cymalnym — 16.

Wyznaczmy warto$¢ wyrazenia: 323,-32,-213,.

- Przykfadr 2,169

3 2
X 3 2
1 1 2
+ 2 3 0 1
3 0 2 2
1 6
3 0 3 2 2
- 2 1 3
3 0 1 0 3

Uzyskalismy nastepujacy wynik: 323 ,:32,-213, = 30103,.

r£LENIEP ] Wykonaj nastepujace dziatania arytmetyczne w podanych systemach
liczbowych:

a) 112,-222,-1100,,
b) 4430, +302,-31,,
) 707, +1066,-45, ~12,,
d) AB10,,—FF,,-C,,+1,,.

r£LENIEWP AN Podaj, wjakich systemach pozycyjnych zostaly wykonane nastepujace
dziatania:

a) 1001+10-1010=1,
b) 244.2-14 =474,
o (10-2)-2=2,

d) A1-3-10+A = 80.

Ktére z podanych dziatan mozna wykona¢ w réznych systemach liczbowych?
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Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu
wykonujacy dodawanie dwdoch wprowadzonych z klawiatury nieujemnych liczb catko-
witych zapisanych w systemie liczbowym o podstawie z przedziatu [2, 9], réwniez wpro-
wadzonej z klawiatury. Wynik niech bedzie wypisany w tym samym systemie.

2.3.4. Wyznaczanie wartosci wielomianu
za pomoca schematu Hornera

Schemat Hornera jest najszybszym sposobem obliczania wartosci wielomianu. Przeanali-
zujmy dziatanie tej metody, przeksztatcajac ogolny wzor na warto$¢ wielomianu stopnia 7.

Dany mamy wielomian stopnia n, gdzie n > 0:
w, (x)z ax"+ax""'+..+a, x+a,. (2.10)

W omawianym algorytmie nalezy stosowaé grupowanie wyrazow tak dtugo, az pozo-
stanie dwumian.
w, (x)=ax"+ ax"'+..+a, x+a, =

= (aox"_1 +ax"+.. . +a,, )x +a,=

n-2 n-3 _
((aox +ax +...+an72)x+an4)x+an = (2.11)

:((,..((aox+al)x+a2)x+...+an_2)x+an_1)x+an

Schemat Hornera ma wiec nastepujacg postac:

w, (x)= ((...((aox+al )x+a2)x+...+an_2)x+an_1)x+an‘ 2.12)

Poréwnujac wzory 2.10 i 2.12 na obliczanie wartosci wielomianu, tatwo zauwazy¢, ze
w schemacie Hornera wykonywana jest mniejsza liczba mnozen.

_Przyktad 2.17»
Obliczmy warto$¢ wielomianu w(x) = 2x*+4x*-3x+7 dla x = 3, wykorzystujac schemat
Hornera. Wspolczynnikami wielomianu sg tutaj a,=2,a =4a,=-3,a,=7,a stopien
wielomianu # wynosi 3.
w(x)z 2% +4x7 -3x+7=
=((2x+4)x-3)x+7
Stad dla x = 3 mamy:
w(3)=2-3"+4-3-3.3+7 =
=((2:3+4)3-3)3+7=
=(10-3-3)-3+7=
=27-34+7=
=88
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Poréwnajmy liczbe dziatan wykonywanych przy obliczaniu wartosci wielomianu po wy-
braniu kazdego ze wzordw.

w(x):2-x~x~x+4~x-x+(—3)-x+7

W powyzszym przykladzie wykonano sze$¢ operacji mnozenia oraz trzy operacje do-
dawania.

W przypadku schematu Hornera wzér mozna przedstawi¢ nastepujaco:
w(x): ((2-x+4)~x+(—3))-x+7,
Liczba wykonanych dziatan jest tutaj znacznie mniejsza: trzy mnozenia i trzy dodawania.

r£LEVIWRER Opierajac sie na powyzszej analizie, wyznacz ogélng liczbe operacji
mnozenia i dodawania przy obliczaniu wartosci wielomianu stopnia n. Na podstawie
uzyskanych wynikow podaj ztozonos¢ czasowa obydwu algorytmow.

Wyznaczajac warto$¢ wielomianu schematem Hornera (patrz wzoér 2.12), nalezy wyko-
nac nastepujace operacje:

w=a,

w=wx+a

w=wx+a,

w=wx+a, 2.13)
w=wx+a,,

w=wx+a,

Mozemy wiec zdefiniowa¢ wzér iteracyjny tego algorytmu:

{w=%
(2.14)

w=wx+a, dla i=12,...,n

Na podstawie otrzymanego wzoru 2.14 konstruujemy algorytm iteracyjny w postaci li-
sty krokow, schematu blokowego (patrz rysunek 2.6) oraz programoéw w jezykach C++

i Pascal.
Specyfikacja:
Dane: Liczba catkowita: n > 0 (stopien wielomianu).

n+1-elementowa tablica liczb rzeczywistych: A[0...n] (wspdtczynniki wielo-
mianu).

Liczba rzeczywista: x (warto$¢ argumentu).

Wynik:  Warto$¢ rzeczywista wielomianu stopnia n dla wartosci argumentu x.

Pole¢ ksigzke
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Rysunek 2.6. Schemat blokowy algorytmu iteracyj-
nego wyznaczajacego wartos¢ wielomianu schema-

tem Hornera

wezytaj: n, A[0...n], x

!

w=A[0]

w=w*x+Al[i]

Lista krokéw:

Krok 0.  Wczytaj wartosci danych n, A[0...n], x.

Krok 1.  Przypisz w = A[0].

Krok 2. Dla kolejnych wartosci i: 1, 2, ..., n, wykonuj krok 3.
Krok 3.  Przypisz w = w-x+A[i].

Krok 4.  Wypisz wartos¢ wielomianu: w. Zakoncz algorytm.

Funkcja w jezyku C++ (prog2_9.cpp):
double oblicz (double A[], int n, double x)
{
double w=A[9];
for (int i=1;i<=n;i++) w=w*x+A[i];
return w;

}
Funkcja w jezyku Pascal (prog2_9.pas):

function oblicz (A: tablica; n: integer; x: real): real;
var w: real;
i: integer;
begin
w:=A[0];

86
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for i:=1 to n do w:=w*x+A[i];
oblicz:=w

end;

Przedstawiony algorytm mozna wykona¢ réwniez rekurencyjnie. Nietrudno zauwazy¢ za-
leznos¢ rekurencyjna, na podstawie ktorej obliczana jest wartos¢ wielomianu stopnia #.

— n n—1 _ n—-1 n-2 _
w, (x)=a,x" +ax +...+an71x+an—(a0x +ax +...+aH)x+an—wH(x)x+an 2.15)

w1 (x)

Na podstawie wzoru 2.15 tworzymy definicje rekurencyjng, ktéra wyglada nastepu-

jaco:

()_ a, dla n=0 2.6
= w,_ (x)x+a, dla n>0 '

Zastosowanie schematu Hornera nie ogranicza si¢ do wyznaczania wartosci wielo-

mianu stopnia n. Algorytm ten wykorzystywany jest rowniez do:

- konwersji liczb z dowolnego pozycyjnego systemu liczbowego na system dzie-
sietny;

- szybkiego obliczania wartosci potegi;

- jednoczesnego obliczania warto$ci wielomianu i jego pochodne;j.

PECENIEWPPL Y Napisz program obliczajacy rekurencyjnie wartos¢ wielomianu stop-
nia n z wykorzystaniem schematu Hornera, zgodny z podana powyzej specyfikacja al-
gorytmu iteracyjnego.

2.3.5. Zamiana liczb z dowolnego pozycyjnego

systemu liczbowego na system dziesietny

z zastosowaniem schematu Hornera

Schemat Hornera mozna zastosowa¢ do konwersji liczb zapisanych w réznych syste-
mach liczbowych na system dziesigtny. Przypomnijmy, w jaki sposob dokonujemy ta-
kiej zamiany w systemie binarnym, co zostalo oméwione w punkcie 2.3.2, ,Konwersje

pozycyjnych systemoéw liczbowych”. Zamienmy liczbe 1011101, na warto$¢ w systemie
decymalnym:

1011101, =1-2°+0-2° +1-2* +1-2° +1-2° +0-2' +1.2° =93,

Latwo zauwazy¢, ze zapis liczby podczas obliczen przypomina wielomian. Cyfry zamie-
nianej liczby mozna wigc potraktowa¢ jak wspoétczynniki wielomianu, a podstawe sy-
stemu jak wartos¢ argumentu x. W tym przypadku mamy nastepujaca sytuacje:

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe
;;’Europejczyka



Kup ksigzke Pole¢ ksigzke

n==~6,
aozl,
a1=0,
a2=1,
a3=1,
a, =1,
aS—O,
aG:I,
x=2.

Taka interpretacja konwersji liczb na system dziesietny umozliwia zastosowanie do jej
realizacji schematu Hornera. Skonstruujmy wiec algorytm wykonujacy zamiane liczb
z systemu dwdjkowego na dziesietny.

Specyfikacja:
Dane: Liczba catkowita: n > 0 (stopien wielomianu).

n+1-elementowa tablica liczb calkowitych: A[0...n] (wspotczynniki wielo-
mianu, czyli cyfry liczby zapisanej w systemie binarnym).

Wynik:  Wartos¢ wielomianu stopnia n dla argumentu 2 (liczba w systemie dziesiet-

nym).

Funkcja w jezyku C++ (prog2_10.cpp):
long oblicz (int A[], int n)
{
long w=A[0];
for (int i=1;i<=n;i++) w=w*2+A[i];
return w;

}
Funkcja w jezyku Pascal (prog2_10.pas):

function oblicz (A: tablica; n: integer): longint;
var w: longint;
i: integer;
begin
w:=A[0];
for i:=1 to n do w:=w*2+A[i];
oblicz:=w

end;
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Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj rekurencyjny algorytm w po-
staci programu realizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie o podstawie p, gdzie
p jest dowolna liczba naturalng z przedziatu [2, 9], na system dziesietny z zastosowa-
niem schematu Hornera.

p£LENIEW LN Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj iteracyjny algorytm w postaci
programu realizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie szesnastkowym na system
dziesietny z zastosowaniem schematu Hornera.

2.3.6. Reprezentacja danych liczbowych w komputerze

Binarna reprezentacja liczb ujemnych

Dane w komputerze zapisywane sa w postaci liczb binarnych. Wynika to stad, ze naj-
mniejsza jednostka informacji, czyli bit, stuzy do zapisu jednej cyfry systemu dwdjkowego:
0lub 1. Dotychczas poznalismy reprezentacje binarna liczb catkowitych nieujemnych. War-
to$ci ujemne zapisuje sie, uzywajac kodu uzupetnieniowego do dwéch, zwanego kodem U2.
Ogdlny zapis liczby w kodzie U2 mozna przedstawi¢ za pomocg nastepujacego wzoru:

{x dla x>0
— (2.17)

2"+x dla x<0
gdzie:
x — liczba, ktora chcemy zapisa¢ w kodzie U2;
n — liczba bitéow przeznaczonych do zapisania kodowanej liczby;
y — liczba x zapisana za pomoca kodu U2.
Liczba y po wykonaniu obliczen przedstawiana jest w postaci binarne;j.

Zakres wartosci liczby x, ktéra konwertujemy za pomoca kodu U2, zalezy od liczby bi-
tow przeznaczonych do zapisania tej liczby. Majac do dyspozycji n bitéw, pierwszy bit
rezerwujemy do oznaczenia znaku liczby (1 — liczba ujemna, 0 — liczba nieujemna),
pozostale n-1 bitdw do zapisania liczby. Zauwazmy, ze rol¢ pierwszego bitu mozna rozu-
mie¢ na dwa rdOwnowazne sposoby: reprezentuje on znak liczby x w kodzie U2, a zarazem
jest pierwszym (najbardziej znaczacym) bitem nieujemnej liczby y w zwyklym uktadzie
dwojkowym. Warto$¢ kodowanej liczby x zawiera sie wiec w przedziale [-2", 2"1).

Zaldézmy, ze dysponujemy 1 bajtem (czyli 8 bitami) przeznaczonym do zapisania liczby.
Stad n = 8, a wartos¢ kodowanej liczby x musi zawierac si¢ w przedziale [-2", 2"!) =
[-27,27) = [-128,,
dzie U2. Musimy wykona¢ nastepujace obliczenia:

128, ). Korzystajac z wzoru, wyznaczmy warto$¢ liczby x = =56 w ko-

y=2"+(-56)=256-56="200,, .
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Nastepnie konwertujemy uzyskana wartos¢ z systemu dziesietnego na dwojkowy:

200,, =11001000, .

Uzyskana liczba, y = 11001000, to zakodowana warto$¢ liczby x = -56

10°

r£LENICW Y Zapisz podane liczby ujemne dla okreslonej wartosci n za pomoca
kodu U2.

a) -108,, dla n = 8 bitdw,
b) -99  dla n = 8 bitow,
c) -241, dlan =16 bitéw,
d) -189,,dla n =16 bitow.

Statopozycyjna reprezentacja liczb

Stalopozycyjna reprezentacja liczb charakteryzuje si¢ stalym polozeniem przecinka, ktory
oddziela czes¢ catkowita od czesci utamkowej zapisywanej liczby. Powoduje to, ze taki
zapis liczby jest doktadny tylko wtedy, gdy dana liczba nie wykracza poza zakres miej-
sca, jakie zostalo przeznaczone do jej zapisu.

Zalézmy, ze mamy do dyspozycji 2 bajty (czyli 16 bitdéw) do zapisania liczby w repre-
zentacji stalopozycyjnej. Wowczas podzial na czes$¢ catkowita i utamkowa moze przed-
stawiac si¢ jak na rysunku 2.7.

Rysunek 2.7. Przyktadowy podziat na
czes¢ catkowitag i utamkowa w stato-
pozycyjnej reprezentacji liczb

czes¢ catkowita
(8 bitow)

czes¢ utamkowa
(7 bitow)

W reprezentacji stalopozycyjnej liczba zapisywana jest w kodzie uzupelniajacym do
dwoch.

Potrafimy juz wykonywac konwersje liczby catkowitej pomiedzy systemami binarnym
i decymalnym. Jednak aby przedstawi¢ liczb¢ rzeczywista z wykorzystaniem reprezen-
tacji stalopozycyjnej, trzeba uwzgledni¢ rowniez cz¢$¢ utamkowa.

Konwertujac liczby z systemu binarnego na decymalny, mnozymy kolejne cyfry tej liczby
przez potegi dwojki. W czesci utamkowej mnoznikiem sg ujemne potegi liczby 2.
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 Przyktad 2.19>

Zapiszmy liczbe rzeczywistg 101111,01101, w systemie dziesietnym. Zaczynamy od do-
pasowania poteg liczby 2 do kolejnych cyfr podanej wartosci:

1 0 1 1 1 1 , 0 1 1 0 1
25 24 23 22 21 20 271 272 273 274 275
Nastepnie obliczamy wartos¢ konwertowanej liczby w systemie dziesietnym:

101111,01101, =1-2° +0-2* +1-2° +1:22 +1.2' +1.2° +0-27 +1-22 +1.27 4027 41.27° =47g )

10
Zamiana liczby utamkowej z systemu dziesigtnego na dwéjkowy wykonywana jest przez
mnozenie cz¢$ci ulamkowej przez 2 tak dlugo, az w czgsci utamkowej uzyskamy zero lub
zauwazymy, ze wynikiem jest utamek nieskonczony. Rozwiazaniem jest liczba utworzona
z calkowitych czesci wynikéw uzyskiwanych podczas mnozenia liczby przez 2.

Przyktad 2.20>

Przekonwertujmy liczbe utamkowg 0,1825,  na system binarny.

W tym celu nalezy wykona¢ mnozenie czesci ulamkowej tej liczby przez 2:

0,1825 0,1825 - 2 = 0,375
0,375 0,375 - 2 = 0,75
0,75 0,75 - 2 = 1,5
1,5 0,5 -2 = 1,0
1,0

Rozwigzaniem jest utamek skonczony. Widac to po wartosci ostatniego wyniku 1,0, w kto-
rym cze$¢ utamkowa wynosi zero. UzyskaliSmy wigc nastepujace rozwiazanie:

0,1825, = 0,001,

Ponizej pokazany zostal czytelniejszy zapis konwersji liczb utamkowych z systemu de-
cymalnego na binarny:

1825

375
75
5

i i [=} O‘O

0
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_Przyktad 2.2

Przekonwertujmy liczbe 0,2, na system binarny. Rozwiagzaniem bedzie utamek nieskon-
czony.

S = o= O O == O OO
L= S I e ) e RS N S e e A Y

Latwo zauwazy¢, ze sekwencja liczb ,,0011” bedzie si¢ powtarza¢. Wynikiem jest wigc
utamek okresowy 0,(0011),.
Przekonwertuj podane liczby rzeczywiste na system dziesietny:

a) 10100,11101,,

b) 0,0111011,,

c) 11,110001,,

d) 10110011,11100101,,

e) 11011100,10010101,.

Przekonwertuj podane liczby rzeczywiste na system binarny:
a) 8526875,
b) 620,09375,
c) 612,03125 ,
d) 1536,9921875 ,
e) 2707,7734375,.

Wykonaj nastepujgce operacje arytmetyczne w systemie binarnym:
a) 1110,011,-10001,00111,,
b) 1111,001,+100000,11011,,
c) 10011,01011,-100,1011,.
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Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb

Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb charakteryzuje sie zmiennym potozeniem prze-
cinka, ktére zalezy od zapisywanej liczby. Ogoélny wzor na wartosci w tej reprezentacji
przedstawia si¢ nastepujaco:

liczba = m-2¢, (2.18)
gdzie:
liczba — liczba, ktdra chcemy zapisaé w reprezentacji zmiennopozycyjnej;
m — mantysa (ulamek wlasciwy);
¢ — cecha (liczba catkowita).

Ponadto mantysa powinna spetnia¢ warunek |m|e[0,5, 1). Woéwczas kodowana liczba
jest w postaci znormalizowane;j.

Aby wyznaczy¢ warto$¢ liczby zapisanej w reprezentacji zmiennopozycyjnej, trzeba znaé
warto$ci mantysy i cechy. Na rysunku 2.8 przedstawiono graficznie zapis zmiennopozy-
cyjny, z uwzglednieniem podziatu na ceche i mantyse. Cecha i mantysa zapisywane sa
jako liczby stalopozycyjne w kodzie U2.

cecha mantysa Rysunek 2.8. Przyktadowy podziat na ce-
che i mantyse w zmiennopozycyjnej repre-
zentacji liczb

znak mantysy
(1 bit)

Zatoézmy, ze dang mamy liczbe 0000111011100001 zapisang w reprezentacji zmiennopo-
zycyjnej. Podana liczba zajmuje 2 bajty (czyli 16 bitow), z czego 7 bitdw to cecha, a po-
zostale 9 bitow to mantysa. Wowczas liczba sklada sie z nastepujacych elementdw:

+ 0 — bit znaku cechy,

- 000111 — cecha,

« 0 — bit znaku mantysy,

- 11100001 — mantysa.

Zaréwno cecha, jak i mantysa to w tym przypadku liczby nieujemne, o czym swiadcza
bity znaku réwne zero.

Wyznaczmy wartosci cechy i mantysy:

c=111,=1-22+1.2'+1.2° =7

10 »
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m=0,11100001, =1.27 +1.27 +1.27 40-24 +0.2° 4+0-2° 1027 +1.2° = 220 _0,87890625,, -

10

Nastepnie, korzystajac z podanego wzoru 2.18, obliczmy wartos¢ zakodowanej liczby:

225

liczcha=m-2° = p 27=0,87890625-2" =112,5,,.

W reprezentacji zmiennopozycyjnej nie kazda liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ doklad-
nie. Liczby te sa najczesciej reprezentowane w sposob przyblizony. Na doktadnos$¢ ma
wplyw liczba cyfr w mantysie, natomiast od liczby cyfr w cesze zalezy, jak duze liczby
moga by¢ zapisywane.

PECEVICWP RN Wyznacz wartosci dziesietne liczb podanych w reprezentacji zmienno-
pozycyjnej (cecha i mantysa oddzielone sg odstepem):

a) 000000010 0110011,
b) 0001010 010000101,
¢) 0000011 010100001.

2.3.7. Btedy w obliczeniach
Notacja naukowa liczb
W notacji naukowej liczby zapisuje si¢ w postaci:
liczba=m-10°, (2.19)
gdzie:
liczba — liczba, ktora chcemy zapisa¢ w notacji naukowej,
m — mantysa,

¢ — cecha.

Mowimy, ze zapis liczby jest znormalizowany, jezeli [m| < [0,1,1).

_Przyktad 2.23>

Zapis naukowy moze by¢ stosowany do bardzo duzych liczb, na przyktad:
25!'=15511210043330985984000000 = 0,15511210043330985984-10%.

Liczba cyfr przeznaczonych na mantyse ma wptyw na doktadnosc¢ obliczen. Jesli przyj-
miemy, ze na mantyse przeznaczono # cyfr, to do obliczen wykorzystana zostanie zaokra-
glona warto$¢ mantysy do # cyfr, ktéra oznaczymy m . Zmiennopozycyjna reprezentacja
liczby liczba w komputerze bedzie wigc wartoscia przyblizona rowna:

94
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liczba =m-10°, (2.20)
gdzie:
liczba — przyblizona wartosc¢ liczby,
m — zaokraglona warto$¢ mantysy do n cyfr,
¢ — cecha.
Przyktad 2,28

Przyjmijmy, ze na mantyse przeznaczono szes¢ cyfr. Wowczas wartos$¢ 25! zapisana w tej
notacji jest przyblizona, a wi¢c niedoktadna:

25! =15511210043330985984000000 = 0,155112-10%.

Przyktad 2.25>

Notacja naukowa stosowana jest rowniez do zapisu liczb bliskich zeru, na przyktad w celu
wyrazenia masy elektronu. Warto$¢ ta, zapisana w notacji naukowej dla mantysy zawie-
rajacej dwie cyfry, jest przyblizona i wynosi:

0,00000000000000000000000000000091095 kg = 0,91-10-* kg.
_Przyktad 2.2 6

W tabeli 2.1 podano przyktadowe wartosci i ich komputerowa reprezentacje dla liczby
cyfr w mantysie n rdwnej 6.

Tabela 2.1. Przyktadowe liczby i ich komputerowa reprezentacja dla n = 6

liczba liczba
% =0,666666(6) 0,666667 -10°
13 1
7=1,(857142) 0,185714-10
_ 0,00000000002 | 0,2-107"°
50000000000

Zapisz podane liczby w postaci naukowej znormalizowanej dla n = 5:
a) 5124,
b) r,
c) 544327789045,
d) 0,0000000012581479.

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe
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Btad bezwzgledny i wzgledny

Zajmijmy si¢ teraz dokladnoscig liczb zapisanych w reprezentacji zmiennopozycyjne;j.
Obliczenia wykonywane na liczbach w zapisie zmiennopozycyjnym sa niedoktadne. Uzy-
skane wyniki to najczesciej wartosci przyblizone. Obarczone sa wiec btedami.

Btedem bezwzglednym nazywamy wartos¢ bezwzgledna réznicy miedzy wynikiem
oczekiwanym a uzyskanym w obliczeniach.

Btad bezwzgledny obliczamy wzorem:
€, :‘x—;‘, (2.21)

gdzie:
€, — blad bezwzgledny,
x — oczekiwany wynik,

x — uzyskany wynik.

Btedem wzglednym nazywamy stosunek btedu bezwzglednego do oczekiwanego
wyniku obliczen.

Dla uzytkownika programu wazniejszy jest btad wzgledny, ktéry pokazuje, jaki jest wptyw
bledu bezwzglednego na uzyskany wynik obliczen.

Btad wzgledny obliczamy wzorem:

_& (2.22)

gdzie:
8 — blad wzgledny,

€, — btad bezwzgledny,

x — oczekiwany wynik,

x — uzyskany wynik.
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_Przyktad 2.27>

Oszacujmy blad wzgledny i bezwzgledny dla roéznicy liczb a = 22,84563391
ib=17,799344112. Obliczenia wykonamy dla liczb a i b z dokladnoscia do 5 miejsc po
przecinku, natomiast oczekiwany wynik bedzie dokfadna wartoscia roznicy tych liczb.

Obliczmy wartos¢ oczekiwanego wyniku:
x =a-b=122,84563391-17,799344112 = 5,046289798.

Nastepnym krokiem jest wyznaczenie wartosci roznicy liczb a i b z dokladnoscia
do 5 miejsc po przecinku:

X=a—-b =22,84563—-17,79934 = 5,04629.

Kolejna czynnoscig jest oszacowanie bledu bezwzglednego:
&, =|x — x| =[5,046289798 - 5,04629| = 0,000000202 .

Na podstawie wyznaczonego bledu bezwzglednego obliczamy biad wzgledny:

€, 0,000000202

X

R — ~ — 107
© Ty T 5.046289798 0,0000000400294093454678... = 0,00000004 = 0,4-107".

Wyznacz obwdd okregu o promieniu r = 10 cm. Wykonaj obliczenia dla
liczby 7z doktadnoscia do 1,2, 3,4 i 5 miejsc po przecinku. Wyznacz blad bezwzgledny
i wzgledny przeprowadzonych obliczen. Przyjmij, ze oczekiwany wynik obliczany jest
dla 7z dokladnoscia do 10 miejsc po przecinku.

IQ' Wybrane zadania maturalne

Na zalaczonej do podrecznika plycie CD zamieszczono tresci wybranych zadan matu-

ralnych. Zaproponowane zadania wymagaja od ucznia znajomosci schematu Hornera

ijego zastosowan, a takze systemow liczbowych, ich konwersji oraz umiejetnosci wyko-

nywania na nich operacji arytmetycznych.

- matura2.2.pdf (Egzamin styczen 2006 r. Arkusz I, zadanie 3.).

- matura2.3.pdf (Informator maturalny od 2009 r. Arkusz I, poziom podstawowy, zadanie
2. KRAJE).

- matura2.4.pdf (Informator maturalny od 2009 r. Arkusz II, poziom podstawowy, zadanie 5.
DODAWANIE LICZB TROJKOWYCH).

- matura2.5.pdf (Egzamin probny 2009 r. Arkusz I, poziom rozszerzony, zadanie 3.
KOSMOS LICZB).

- matura2.6.pdf (Egzamin maj 2009 r. Arkusz I, poziom podstawowy, zadanie 2. CENY
W SYSTEMACH DZIESIETNYM I DWOJKOWYM).

Informatyka 2.3. Wyznaczanie wartosci wielomianu, pozycyjne systemy liczbowe
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. 2.4. Generowanie liczb pierwszych i badanie,
czy liczba jest pierwsza

2.4.1. Badanie, czy liczba jest pierwsza

Liczbe naturalng n wigeksza od 1 nazywamy liczbg pierwsza, jesli posiada tylko dwa
dzielniki: 1 i n. Liczbe naturalng wieksza od 1, ktora nie jest liczbg pierwsza, na-
zywamy liczbg ztozona. Natomiast liczby 0 i 1 nie sg ani liczbami zlozonymi, ani
pierwszymi.

Najprostszym algorytmem okreslajacym, czy liczba n to liczba pierwsza, jest sprawdzenie,
czy posiada ona wiecej niz dwa dzielniki. Nalezy wiec zbada¢, czy w przedziale [2, n-1]
znajduje sie co najmniej jedna warto$¢ catkowita, przez ktdrg dzieli sie liczba n.

Specyfikacja:

Dane: Liczba naturalna: n > 1.
Wynik:  Komunikat informujacy, czy liczba n jest liczba pierwsza.

Funkcja w jezyku C++ (prog2_11.cpp):
bool sprawdz (int n)
{
for (int i=2;i<n;i++)
if (n%i==0) return false;
return true;

}
Funkcja w jezyku Pascal (prog2_11.pas):

function sprawdz (n: integer): boolean;
var pierwsza: boolean;
i: integer;

begin

pierwsza:=true;

i:=2;

while i<n do

begin

if n mod i = @ then pierwsza:=false;

ir=i+l

end;

sprawdz:=pierwsza

end;
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Przedstawiona funkcja jest typu logicznego. Jesli po wykonaniu ma ona warto$¢ true,
liczba n jest liczbg pierwsza. W przeciwnym wypadku 7 jest liczbg ztozona.

Sprébujmy zmodyfikowaé powyzszy algorytm w taki sposdb, aby poprawi¢ jego ztozo-
no$¢ obliczeniowa. W obecnej postaci ztozonos$¢ tej metody jest klasy O(#n). Wynika to
stad, ze liczba operacji dominujacych, czyli poréwnan, wynosi n-2.

Zauwazmy, Ze nie ma koniecznosci dalszego sprawdzania podzielnosci liczby n, jesli zo-
stanie znaleziony dzielnik tej liczby w przedziale [2, n-1]. Dodanie w petli while wa-
runku sprawdzajacego, czy zmienna pierwsza jest rowna true, spowoduje przerwanie
petli w przypadku znalezienia takiego dzielnika.

Nie ma réwniez sensu sprawdzanie wszystkich liczb z przedzialu [2, n-1]. Zalézmy, ze
istnieje liczba x wieksza niz /n, ktora jest dzielnikiem liczby n. Wynika stad, ze musi
istnie¢ liczba y, bedaca rowniez dzielnikiem liczby n, taka, ze n = x-y. Liczba y musia-
taby jednak by¢ mniejsza od v, a to oznacza, ze zostalaby znaleziona juz w przedziale
[2, Vn ]. W rzeczywisto$ci wystarczy wiec sprawdzenie, czy w przedziale [2, n ] znajduje
si¢ warto$¢, ktora jest dzielnikiem liczby n.

Na rysunku 2.9 przedstawiony zostal schemat blokowy zmodyfikowanego algorytmu
sprawdzajacego, czy dana liczba jest pierwsza. Dodatkowo na ptycie CD znajduje sie e
realizacja tego algorytmu wykonana za pomoca arkusza kalkulacyjnego (arkusz2_5.xls,
arkusz2_5.ods).

Rysunek 2.9. Schemat blokowy algo-
@ rytmu sprawdzajacego, czy dana liczba
jest pierwsza
i=2

pom=sqrt(n)
\

wypisz: , TAK"
i NIE

wypisz:,,NIE” i=i+1
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Liczba operacji dominujacych, czyli poréwnan, w tym algorytmie jest tym wigksza, im
pOzniej zostaje znaleziona liczba bedaca dzielnikiem n. Najwieksza liczba poréwnan
bedzie wigc wykonana w sytuacji, gdy # jest liczba pierwsza. Ztozonos¢ tego algorytmu
jest wiec rzedu O(V/n ).

Funkcje realizujaca ten algorytm mozna uruchomic w petli generujacej wartosci z okre-
slonego zakresu, uzyskujac w ten sposdéb metode wyznaczania wszystkich liczb pierw-
szych z podanego zakresu liczb.

p£LEVIW AL R Napisz program sprawdzajacy, czy liczba wezytana z klawiatury jest
pierwsza. Skonstruuj algorytm zgodny ze schematem blokowym przedstawionym
na rysunku 2.9.

2.4.2. Sito Eratostenesa

Sito Eratostenesa to algorytm generujacy liczby pierwsze z przedziatu [2, n]. Dziatanie
tego algorytmu opiera si¢ na wlasnosci liczb ztozonych méwiacej, ze liczba ztozona jest
wielokrotnoscia co najmniej jednej liczby pierwszej. Na przyktad wartos¢ 10 jest wie-
lokrotnoscia liczb 2 i 5, liczba 9 to wielokrotnos¢ liczby 3, a liczba 24 to wielokrotnos¢
liczb 2,4, 6,81 12. Twoércg omawianej w tym punkcie metody jest Eratostenes z Cyreny,
grecki matematyk zyjacy okolo II wieku p.n.e.

Algorytm ten nazywamy ,,sitem’, poniewaz w kolejnych krokach ,,odsiewane” sa liczby
ztozone bedace wielokrotnosciami znalezionych liczb pierwszych. Operacje wykonywane
sa w okreslonym przedziale [2, n]. Wynikiem jest uzyskanie wszystkich liczb pierwszych
z tego zakresu. Rozpoczynamy od najmniejszej liczby pierwszej, ktorg jest 2. Usuwamy
wszystkie wielokrotnosci tej liczby, a wartos¢ 2 oznaczamy jako liczbe pierwsza. Nastep-
nie przechodzimy do nastepnej nieskreslonej liczby, ktora jest 3. ,,0dsiewamy” jej wie-
lokrotnosci i oznaczamy ja jako liczbe pierwsza. Kontynuujemy te dzialania, wybierajac
kolejno tylko te liczby z przedziatu [2, n], ktore nie zostaly jeszcze ,,odsiane”

 Przyktad 2.28>

Zaloézmy, ze w tablicy T indeks elementu i to warto$¢ kolejnej liczby z podanego zakresu,
natomiast warto$¢ elementu tablicy T[i] to informacja, czy i jest liczba pierwsza.

Przeanalizujmy dzialanie algorytmu dla n = 10. Naszym zadaniem jest znalezienie wszyst-
kich liczb pierwszych z przedziatu [2, 10].

Przed rozpoczeciem generowania liczb pierwszych nalezy wszystkim elementom tablicy
T przypisa¢ wartos¢ 1: T[i] = 1,dla i =2, 3, .., n. W ten sposob na poczatku oznaczamy
wszystkie liczby jako pierwsze. W kolejnych krokach algorytmu, po znalezieniu liczby
ztozonej (jako wielokrotnosci wybranej liczby pierwszej), zmieniamy wartos¢ elementu
tablicy o numerze i (gdzie i jest wyznaczong liczbg ztozong) na 0: T[i] = 0.
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i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T[i] 1 1 1—-0 1 1-0 1 1—-0 1 1-0

Pierwszg znaleziona najmniejszg liczbg pierwsza jest 2, co zaznaczono kolorem niebie-
skim. Szarym ttem wyrézniono jej wielokrotnosci, ktore zostaly oznaczone zerami.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

i
T[i]

1 1 0 1 0 1 0 1-0 0

Druga liczba pierwsza jest 3, a jej wielokrotnosci to 6 i 9.

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T[i] 1 1 0 1 0 1 0 0 0

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T[i] 1 1 0 1 0 1 0 0 0

W nastepnych dwoch krokach algorytmu odnajdujemy kolejno wartosci 51 7.

Wynikiem dziatania tej metody jest tablica T[2...10], w ktorej jesli T[i] = 1, to i jest liczba
pierwsza, natomiast jesli T[i] = 0, to i nie jest liczbg pierwsza.

Konstruujac algorytm, zamiast wartosci liczbowych 0 i 1 mozna zastosowaé wartosci
typu logicznego. Wowczas liczbie 1 odpowiadatoby true, natomiast 0 — false.

Specyfikacja:

Dane:

Wynik:

Liczba naturalna: n > 1.

Liczby pierwsze z przedzialu [2, n]: tablica jednowymiarowa T[2...n], w ktorej
jesli T[i] = 1, to i jest liczbg pierwsza, natomiast jesli T[i] = 0, to i jest liczba

ztozona.

Lista krokéw algorytmu:

Krok 0.  Wczytaj wartos$¢ danej n.

Krok 1.  Przypisz elementom tablicy T warto$ci poczatkowe 1.

Krok 2.  Przypisz najmniejsza liczbe¢ pierwsza zmiennej i: i = 2.

Krok 3.  Znajdz wszystkie wielokrotnosci liczby i z przedziatu [2-i, n] oraz oznacz je
jako liczby zlozone, czyli zmien tym elementom tablicy T wartos¢ na 0.

Krok 4.  Przejdz do kolejnej liczby nieoznaczonej jako ztozona wiekszej od i z przedziatu
[i+1, n] oraz — jesli zostanie znaleziona — przejdz do kroku 3., w przeciw-
nym razie przejdz do kroku 5.

Krok 5.  Wypisz wszystkie liczby pierwsze z przedziatu [2, n], czyli indeksy tych ele-
mentow tablicy T, ktérych warto$¢ jest rowna 1. Zakoncz algorytm.
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Funkcja w jezyku C++ (prog2_12.cpp):
void generuj (int T[], int n)
{
int i, m;
for (i=2;i<=n;i++) T[i]=1;
i=2;
while (i<=n)
{
m=2%i;
while (m<=n)
{
T[m]=0;
m+=1;
}
do i++; while (T[i]==0 && i<=n);
}
}

Procedura w jezyku Pascal (prog2_12.pas):
procedure generuj (var T: tablica; n: integer);

var i, m: integer;

begin
for i:=2 to n do T[i]:=1;
i:=2;
while i<=n do
begin
m:=2%i;

while m<=n do

begin

T[m]:=0;

m:=m+i

end;

repeat

ir=i+1

until (T[i]=1)or(i>n)
end

end;
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y£LENIWR N Czy mozna poprawi¢ zfozonos¢ obliczeniowa przedstawionego algo-
rytmu? Czy istnieje koniecznos¢ sprawdzania wszystkich liczb z przedziatu [2, n]? Za-
proponuj rozwiazanie i uzasadnij swoja odpowiedz.
PACEUIEPRET N Liczbe naturalng wiekszg od 1 mozna przedstawic jako iloczyn k liczb
pierwszych (gdzie k jest liczbg naturalng wiekszg od 0) nastepujacej postaci:
P-P-..P,_,
gdzie:
P,<P <..<P_,
P jest liczba pierwsza, dlai=0, 1, ..., k-1.
Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci listy krokéw i programu re-

alizujacy rozklad liczby naturalnej na czynniki pierwsze P, P, ..., P,_.

Przyjrzyj si¢ przykladowi rozktadu liczby 100 na czynniki pierwsze:
100 = 2.2.5-5.
Zauwaz, ze podany rozklad mozna przedstawi¢ jako iloczyn poteg liczb pierwszych:

100 = 22.5%

lal Wybrane zadania maturalne

Na zalaczonej do podrecznika ptycie CD zamieszczono tresci wybranych zadan matu-
ralnych oraz niezbedne dane. Zaproponowane zadania wymagaja od ucznia znajomosci
zagadnien zwiazanych z liczbami pierwszymi.

- matura2.7.pdf (Informator maturalny od 2009 r. Arkusz I, poziom podstawowy, zadanie 1.

ALGORYTM).

- matura2.8.pdf (Informator maturalny od 2009 r. Arkusz I, poziom rozszerzony, zadanie 2.
LICZBY PIERWSZE).

- matura2.9.pdf (Egzamin probny 2009 r. Arkusz II, poziom podstawowy, zadanie 5. LICZBY
POLPIERWSZE).

- matura2.10.pdf (Egzamin maj 2009 r. Arkusz II, poziom podstawowy, zadanie 5. LICZBY
PIERWSZE).

- matura2.11.pdf (Egzamin maj 2010 r. Arkusz I, poziom podstawowy, zadanie 2. ROZ-
KELAD LICZBY).
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A

Agile, 292
alfabet Morse’a, 54
algorytm, 9, 10, 11
asymetryczny, 54
blokowy, 54
delty, 22
dobrze okreslony, 58
efektywnos¢, 57, 120
Euklidesa, 66, 71
Herona, 150
iteracyjny, Patrz: iteracja
liniowy, 16, 104, 183
Newtona-Raphsona, 149
niestabilny réwnania kwadratowego, 23
optymalny, 58
podstawieniowy, 193
poprawnosc¢, 57, 58
przestawieniowy, Patrz:
szyfrowanie przestawieniowe
rekurencyjny, Patrz: rekurencja
RSA, 200
sekwencyjny, Patrz: algorytm liniowy
skonczony, 57, 58
sortujacy, 124, 127, 130, 140, 145, 181
stabilny réwnania kwadratowego, 22, 25
strumieniowy, 54
symetryczny, 54
uniwersalno$é, 58
z warunkami, 16, 18
zachfanny, 50, 164, 171
ztozonos¢
czasowa, 55
kwadratowa, 56
liniowa, 56
liniowo-logarytmiczna, 56
logarytmiczna, 56
obliczeniowa, 55
oczekiwana, 55

Pole¢ ksigzke

pamieciowa, 55

pesymistyczna, 55

wykladnicza, 57
algorytmika, 9
anagram, 54, 179, 181
aproksymacja, 149

B

Bellman Richard Ernest,

Patrz: zasada optymalnosci Bellmana
blok

decyzyjny, 13

operacyjny, 13

wejscia, 13

wyjscia, 13
btad, 94

bezwzgledny, 96

wzgledny, 96

C

catka oznaczona Riemanna, 152

calkowanie numeryczne, 153, 154

cecha, 93

ciag liczbowy, 104, 108
Fibonacciego, 39
monotoniczny, 117
nieuporzadkowany, 49
sortowanie, 119
uporzadkowany, 47

D

dane
reprezentacja, 89
tablicowe, Patrz: tablica
typ, 10, 240, 257
wejsciowe, 9, 10, 16
wyjsciowe, 10
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dowdd poprawnosci, 11
drzewo
algorytmu, 10, 14
binarne, 282, 283
wyrazenia, 10

E

Erastotenes, 100

F

Fibonacci Leonardo, 39

FIFO, 278

funkcja, 241
beztypowa, 252
definicja, 241
deklaracja, 241
iteracyjna, Patrz: iteracja
logiczna, 252
matematyczna, 224
miejsce zerowe, 160
parametr aktualny, 242
parametr formalny, 242
przeciazenie, Patrz:

funkcja przetadowanie

przetadowanie, 252
rekurencyjna,

Patrz: rekurencja
struktura, 241
wywolanie, 243
zaleznosci, 56

G

galaz, 14

generator aplikacji, 204
Delphi, 204
Visual Basic, 204

generator liczb losowych,
Patrz: liczby losowe

H

Heron, Patrz: wzor Herona
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I

informacje poczatkowe,
Patrz: dane wejsciowe
instrukcja
break, 239
continue, 239
do-while, 236
for, 234
iteracyjna, Patrz: iteracja
przypisania, 226
sterujaca, 238
warunkowa, 227
while, 233
wyboru, 230
zlozona, 227
interpreter, 205
inzynieria oprogramowania, 291
metodyka zwinna, 293
model kaskadowy, 291
Scrum, 293
iteracja, 28, 85, 135, 233, 252

J

jezyk programowania, 15, 203
Algol, 204
Basic, 204, 205
C++, 11, 15, 203, 204, 205
Cobol, 204
deklaratywny, Patrz: jezyk

programowania logiczny
Delphi, 204
Fortran, 204
imperatywny, Patrz: jezyk
programowania statyczny

Java, 204
logiczny, 205
niskiego poziomu, 203, 204
Pascal, 11, 204
Prolog, 205
Visual Basic, 204
wewnetrzny, 203
wysokiego poziomu, 15,203, 204
zewnetrzny, 203
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K

klasa funkcji zaleznosci,
Patrz: funkcja zaleznosci
klucz
prywatny, 54, 200
publiczny, 54, 200
kod
ASCII, 54
U2, 89

uzupelnieniowy do dwdch,

Patrz: kod U2
kodowanie, 54
kolejka, 278
komentarz, 226
kompilator, 205
korzen, 14
kryptoanaliza, 53
kryptografia, 53, 189
kryptologia, 53

L

liczby
Fibonacciego, 41
losowe, 225
notacja naukowa,

Patrz: notacja naukowa
pierwsze, 98, 100
stalopozycyjne, 90
ujemne, 89
ztozone, 98, 100
zmiennopozycyjne, 93

lider, 113

lista, 279
cykliczna, 280, 282
dwukierunkowa, 280, 282
jednokierunkowa, 280
krokéw, 11
numerowana, 11

L

fancuch, 265,270
Yukasiewicz Jan, 186
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M

maksimum, 110, 135
maksymalizacja, 50
manipulator, 212
mantysa, 93, 94
metoda
dziel i zwyciezaj, 47, 135
liniowa, Patrz: algorytm liniowy
zachlanna, Patrz: algorytm zachtanny
metody numeryczne, 149
metodyka zwinna, Patrz: inzynieria
oprogramowania metodyka zwinna
minimalizacja, 50
minimum, 110, 135
monotonicznos¢, 117

N

najmniejsza wspélna wielokrotnos¢, 66, 71
najwiekszy wspoélny dzielnik, 66
notacja
duzego O, 57
infiksowa, 186
naukowa, 94
odwrotna polska,
Patrz: odwrotna notacja polska
postfiksowa,
Patrz: odwrotna notacja polska
prefiksowa, 186
NWD, Patrz: najwigkszy wspolny dzielnik
NWW, Patrz: najmniejsza wspolna
wielokrotnoé¢

O

odleglos¢ punktu
od prostej, Patrz: punkt odlegtos¢
od prostej
od punktu, Patrz: punkt odlegtos$¢
od punktu
odwrotna notacja polska, 186, 188
oktalny, Patrz: system liczbowy oktalny
ONP, Patrz: odwrotna
notacja polska
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operacja
dominujaca, 55, 56
strumieniowa, 285
wejscia-wyjécia, 209, 285

operator
alternatywa, 220
arytmetyczny, 218
dekrementacji, 219
dodawania, 218
dostepu, 272
dzielenia, 218
iloczyn logiczny, 220
inkrementacji, 219
koniunkcja, 220
logiczny, 220
mniejsze lub réwne, 220
mniejsze, 220
mnozenia, 218
negacja, 220
odejmowania, 218
podstawienia,

Patrz: operator przypisania
przypisania, 217, 221
relacyjny, 220
reszty z dzielenia, 218
rozmiaru sizeof, 222
réwne, 220
rdzne, 220
suma logiczna, 220
warunkowy, 222
wieksze lub réwne, 220
wieksze, 220
zmniejszania i zwiekszania, 219

optymalizacja, 50, 58

P

palindrom, 175
parametr, 245
aktualny,
Patrz: funkcja parametr aktualny
formalny, Patrz: funkcja
parametr formalny
przekazywanie przez referencje, 246
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przekazywanie przez wartos¢, 245
przekazywanie przez wskaznik, 246
warto$¢ domyslna, 252
petla, Patrz: instrukcja do-while,
instrukcja for, instrukcja while
pierwiastek kwadratowy, 149
posta¢ znormalizowana, 93
priorytet, 223
problem
plecakowy, 164, 169, 171
wydawania reszty, 173
programowanie
dynamiczne, 167, 169
zachtanne, Patrz: algorytm zachtanny
prosta, 61
prostopadta, 63
réwnolegta, 63
przeszukiwanie
binarne, 47, 56, 104
liniowe, 104
liniowe z wartownikiem, 108
pseudokod, 10
pseudorekurencja, 37
punkt
odleglos¢ od prostej, 61
odleglos¢ od punktu, 63

R

referencja, 217
rekurencja, 36, 40, 41, 45, 70, 138,
139, 144, 252
relacja, 217,223
Reverse Polish Notation,
Patrz: odwrotna notacja polska
réwnanie kwadratowe, 21

S

schemat
blokowy, 11,13
Hornera, 56, 84, 87
Scrum, Patrz: inzynieria
oprogramowania Scrum
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silnia, 37
sito Eratostenesa, 100
sortowanie, Patrz tez: algorytm sortujacy
babelkowe, 121
kubetkowe, 133
tancucha znakéw, 177
przez scalanie, 140
przez wstawianie, 127
przez wybor, 124
przez zliczanie, 130
szybkie, 145
w miejscu, 120
stala, 215
deklaracja, 215
steganografia, 53
stos, 277
struktura, 271, 277, 280
dynamiczna, 276
system liczbowy, 72
addytywny, 72
binarny, Patrz: system liczbowy
dwojkowy
decymalny, Patrz: system liczbowy
dziesietny
dwéjkowy, 72, 77, 79, 88, 90, 91
dziesietny, 9, 74, 77, 87, 88, 90, 91
heksadecymalny, 72, 79
oktalny, 72,79
6semkowy, 72, 79
pozycyjny, 72
rzymski, 73
szyfr, 53, 54, 189
Cezara, 194
monoalfabetyczny,
Patrz: szyfrowanie monoalfabetyczne
plotowy, 192
RSA, Patrz: algorytm RSA
wieloalfabetyczny,
Patrz: szyfrowanie wieloalfabetyczne
szyfrowanie, 53
asymetryczne, 54, 200
metoda Cezara, 194
metoda kolumnowa, 190
metoda plotowa, 192
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monoalfabetyczne, 198, 199
permutacyjne, Patrz:
szyfrowanie przestawieniowe
podstawieniowe, 54
przestawieniowe, 54, 189
symetryczne, 54, 189
wieloalfabetyczne, 198

T

tablica, 257
deklaracja, 258
dynamiczna, 276
jednowymiarowa, 257
struktur, 273
wielowymiarowa, 260
znakow, 265

translacja, 205

typ, Patrz: dane typ

\Y%

Viete Frangois, Patrz: wzér Viéte'a

W

wartosc¢
najmniejsza, Patrz: minimum
najwieksza, Patrz: maksimum
wartownik, 108
warunek, 16
wielomian, 56, 84
wierzchotek
koncowy, Patrz: lis¢, 14
poczatkowy, 14
posredni, 14
wieze Hanoi, 37, 43, 56
Wirth Niklaus, 204
wskaznik, 215,262,272
wynik, Patrz: dane wyjsciowe
wyrazenie arytmetyczne, 217
wzOr
Herona, 21
Viete'a, 22, 25
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Z

zasada optymalnosci Bellmana, 168
zlozono$¢, Patrz: algorytm zlozono$¢

zmienna
globalna, 244
lokalna, 244
zakres, 24
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