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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

EXA Wyznaczanie
wartosci wielomianu,
pozycyjne systemy liczbowe
I reprezentacja danych
liczbowych w komputerze

Al Systemy liczbowe

o
N Uinic
‘ Systemem liczbowym nazywamy zbior zasad okreslajgcych sposob zapi-

sywania i nazywania liczb.

N
Wiinica
|V Pozycyjny system liczbowy to system, w ktorym wartosc¢ cyfry zalezy od
S miejsca, w jakim znajduje sie ona w danej liczbie. Miejsce to nazywa-
my pozycja.
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

Do najwazniejszych pozycyjnych systeméw liczbowych wykorzystywanych
w informatyce naleza:

P system dwojkowy, czyli binarny;

P system dsemkowy, czyli oktalny;

P system szesnastkowy, czyli heksadecymalny.

Podstawa systemu binarnego, okreslajaca liczbe cyfr, jest dwa. System ten ko-
rzysta wiec z dwdch cyfr, ktérymisa 01i 1.

System oktalny ma podstawe osiem, stad cyframi sg tutaj 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.

Podstawa systemu heksadecymalnego jest szesnascie, a wigc w systemie tym
korzystamy z szesnastu cyfr. Cyframi tego systemu s3: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
A, B, C, D, E, F. Wykorzystanie liter w zapisie cyfr podyktowane jest konieczno-
$cig jednoznacznej notacji liczby w tym systemie. Litery odpowiadaja cyfrom,
ktorych wartosci zapisane w ukladzie dziesietnym sg liczbami dwucyfrowymi:

A =10,
B =11,
Co=12,
D =13,
E =14,
F =15,

Gdyby$my nie korzystali z liter, zapis liczby 112, méglby oznacza¢ 112
lub B2 lub 1C,.

o
A\ Whenduta L L .
o Przy realizacji konwersji i dziatan arytmetycznych w réznych syste-
y mach liczbowych mozna zastosowac udostepniong w systemie Win-

dows aplikacje Kalkulator. Program ten umozliwia realizacje obliczen
W nhastepujgcych systemach: decymalnym (czyli dziesietnym), binar-
nym, oktalnym i heksadecymalnym. Wykonywa¢ mozna zardéwno
konwersje pomiedzy wymienionymi systemami, jak i operacje aryt-
metyczne. Aby uzyskac dostep do tych systemow, nalezy po urucho-
mieniu aplikacji Kalkulator wybra¢ w menu polecenie Widok-Naukowy.

Najbardziej znanym systemem liczbowym, ktéry nie jest pozycyjny, jest system
rzymski. Zaliczany jest on do systeméw zwanych addytywnymi. Charaktery-
zujg si¢ one tym, Ze maja symbole dla kilku matych liczb oraz ich wielokrotnosci.
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

W przypadku systemu rzymskiego dotyczy to wielokrotnosci liczb 5 i 10. Do-
stepnych jest razem siedem znakow:

I =1,

V =5,

X =10,
L =50,
C =100,
D =500,
M =1000.

Zapisywanie liczby w tym systemie polega na skfadaniu jej przez dodawanie
lub odejmowanie kolejnych symboli o okreslonej wartosci. Liczba reprezentu-
jaca dany symbol odejmowana jest wowczas, gdy nastepny symbol ma wigksza
od niej warto$¢. W przeciwnym wypadku wykonywane jest dodawanie.

Na przyktad wartos¢ liczby MCCXCIX wyznacza si¢ nastepujaco:
MCCXCIX = 1000, + 100, + 100, ~ 10, + 100, - 1, + 10, = 1299 .

\( \\\e
-2

Zamien liczby podane w systemie rzymskim na system dziesietny:

a) MXLVIII,

b) MCMLXXXIV,
¢) CMXLVII,

d) DXLIX,

¢) MMMCDI.

\( \\\e
-2

Zamien liczby podane w systemie dziesietnym na system rzymski:

a) 1999 ,
b) 184,
) 2876, ,
d)3012,,
¢) 488 .

\( \\\e
2

Podaj specyfikacje zadaniaiskonstruujalgorytm wpostacischematublokowego
i programu realizujacy konwersje liczb z systemu rzymskiego na dziesietny.



2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

N “_\e

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu realizu-
jacy konwersje liczb z systemu dziesietnego na rzymski.

A7 Konwersje pozycyjnych
systemow liczbowych

Konwersja systemu dziesietnego
na inny pozycyjny system liczbowy

-
5

R
i Aby zamieni¢ liczbeg nieujemng zapisang w systemie decymalnym na wartos$¢
w systemie binarnym, nalezy powtarzac¢ dzielenie z resztg tej liczby przez
podstawe sytemu dwojkowego, dopoki w wyniku dzielenia nie uzyska-
my 0. Wowczas otrzymane reszty z dzielenia stanowig rozwigzanie.

S

Przeanalizujmy konwersj¢ systemu dziesi¢tnego na dwdjkowy na przykladzie
liczbowym. Zapiszmy liczbe 125, w systemie binarnym:

125 : 2 = 62| reszta 1l
62 : 2 31| reszta 0
31 2 15| reszta 1
15 2 7| reszta 1
7 2 3| reszta 1
3 2 1| resztal
1 2 = 0| resztal

W wyniku dzielenia uzyskaliSmy zero, wiec obliczenia zostaly zakonczone.
Rozwigzanie odczytujemy, rozpoczynajac od reszty uzyskanej na koncu, stad
125, = 1111101 .

Wygodniejszy jest nastepujacy zapis konwersji tych liczb:
125

62

31
15

N S = T

S = W N
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

Opracujmy algorytm wykonujacy zamiane liczb zapisanych w systemie de-
cymalnymnaliczbybinarne wpostacischematublokowego (patrzrysunek2.2)
oraz programow w jezykach C++ (patrz punkt 3.6.1, ,, Tablice”) i Pascal.

Specyfikacja:

Dane: Liczba catkowita: liczba > 0 (liczba w systemie dziesietnym).

Wynik: Liczba catkowita: i > 0 (liczba cyfr warto$ci otrzymanej po za-
mianie z systemu dziesietnego na dwdjkowy).

i-elementowa tablica jednowymiarowa zawierajgca liczby cal-
kowite: W[0...i-1] (liczba zapisana w systemie dwdjkowym
uzyskana po zamianie z systemu dziesietnego, ktorej cyfry na-
lezy odczyta¢ w kolejnosci W[i-1], W[i-2], ..., W[0]).

Rysunek 2.2.

Schemat blokowy algorytmu
realizujgcego konwersjeg liczb
z systemu dziesietnego

na dwojkowy

wczytaj: liczba

WIil=liczba % 2
liczba=liczba / 2
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

Funkcja w jezyku C++ (prog2_6.cpp):

void oblicz (long liczba, int &i, int W[])
{
i=0;
do
{
W[il=liczba % 2;
liczba=liczba/2;
i++;
}
while (liczba!=0);
}

Procedura w jezyku Pascal (prog2_6.pas):

procedure oblicz (liczba: longint; var i: integer; var W: tablica);
begin

1:=0;

repeat

W[i]:=liczba mod 2;

liczba:=liczba div 2;

i:=i+1
until liczba=0
end;

Omowiong metode konwersji liczb z systemu decymalnego na binarny moz-
na zastosowa¢ rowniez przy zamianie systemu dziesietnego na inne systemy
liczbowe. Nalezy jednak pamigtaé, ze kazdy z tych systeméw ma inng podsta-
we. Na przyklad, zamieniajac liczby systemu decymalnego na system oktalny,
bedziemy dzieli¢ przez osiem, na system szesnastkowy — przez szesnascie itd.

Zapiszmy liczbe 459,/ w systemie szesnastkowym. Zwrdé¢ uwage na cyfry, kto-
rych warto$¢ jest wieksza niz 9.

459 . 16 = 28 resztall =B
28 : 16 = 1 resztal2 =C
1 . 16 = 0 reszta 1

Ponizej przedstawiono skrécony zapis konwersji tych liczb:

459 | 11=B
28 | 12=C
11
0

Uzyskalismy nastepujgcy wynik: 459 = 1CB,.
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

L =

1\\%\\'\%
> 4

Przekonwertuj podane liczby calkowite z systemu dziesietnego na systemy
o podstawach 2, 4, 8, 9, 16:

a) 1234,

b) 999,

c) 1380,,,

d)49,,,

e) 2135 .

{ i
&

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci listy krokéw i pro-
gramu realizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie dziesigtnym na licz-

- by w systemie o podstawie z zakresu [2; 9].

i

G

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu rea-
lizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie dziesietnym na system
szesnastkowy.

Konwersja innych pozycyjnych
systemow liczbowych na system dziesietny

Aby zamieni¢ liczbg zapisang w systemie binarnym na decymalny, nalezy
wyznaczy¢ wartos¢ sumy cyfr tej liczby pomnozonych przez kolejne
potegi podstawy systemu, czyli 2.

L

Przeanalizujmy przebieg dziatania tej metody na przykiadzie liczbowym. Wyko-
najmy konwersje z systemu binarnego na decymalny liczby 1011011,. Najpierw
nalezy do kazdej cyfry tej liczby dopasowa¢ odpowiednie potegi liczby 2. Wartos¢
mnoznika bedacego potega liczby 2 zalezy tutaj od pozycji cyfry w danej liczbie.
1o |1 |1 o |1 |1
20|28 | 2¢ |2 |22 |2 |20
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

Nastepnie wyznaczamy warto$¢ sumy iloczynéw:

1:2°40-2°+1-2° +1:2° +0-2° +1-2" +1-:2° =91,

Uzyskana wartos¢ 91, to liczba dziesigtna bedgca wynikiem zamiany syste-
mow. Mamy wigc 1011011, =91 .

W przypadku, gdy chcemy zamienia¢ liczby z innych systemow pozycyj-
nych na decymalny, postepujemy podobnie. Musimy jednak pamigta¢ o tym,
by kolejne cyfry konwertowanej liczby mnozy¢ przez potegi podstawy syste-

@ mu, w ktérym jest zapisana.

Zapiszmy liczbe 1A0B , w systemie decymalnym:

1
123

A
122

0
12!

B
12°

1-12°+10-12*+0-12'+11-12° = 3179 |

y Otrzymali$m nik: 1A0B._ = 3179 .
/e ymalismy wy 2 r

Zapisz podane liczby calkowite w systemie dziesietnym:

a) 101110 L,
b) 10011111,
¢) 1000001,
d)2120,

e) 430,,

f) 145,

g) 264,
h)7777,,

i) 10007,,

j) ABCDE,,
k) FFFF,,,

1) 1A17B0,..
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

Konwersje miedzy systemami niedziesietnymi

systemy: binarny, oktalny i heksadecymalny. Wykorzystanie systemu
dwojkowego wynika ze sposobu zapisu liczb w pamigci komputera
za pomocag bitow. Z kolei systemy dsemkowy i szesnastkowy to syste-
my, ktorych podstawy sg potegami liczby 2. Wynika stgd mozliwosc
wykonywania bezposredniej konwersji migedzy tymi systemami a sy-
stemem binarnym.

NI Najczescie] stosowanymi systemami liczbowymi w informatyce sag

Liczba binarna zapisana na trzech miejscach ma wartosci w zakresie [0; 111],
co w systemie dziesigtnym wynosi [0; 7]. Liczby zawarte w tym zakresie to
wszystkie cyfry systemu 6semkowego. Wykorzystajmy te wlasnos¢ przy kon-
wersji liczb migdzy systemami binarnym i oktalnym.

B
t Wykonajmy konwersje liczby 1011101111, na system oktalny. Najpierw nalezy
zamieniang liczbe pogrupowac po trzy cyfry, rozpoczynajac od prawej strony:

1 011 101 111

Nastepnie kazdg z uzyskanych grup traktujemy jak cyfre liczby, ktéra chcemy
uzyskac w systemie oktalnym. Wykonujemy wigc nastepujace obliczenia:

L=1.2"=1

11,=1-2'+1-2"=3

101,=1-2°+0-2'+1-2°=5

111, =12 +1-2'+1-2°=7
Uzyskujemy wynik: 1011101111, = 1357,

Zamiane liczby zapisanej w systemie oktalnym na binarny realizujemy po-
dobnie. Tym razem jednak kazdg kolejng cyfre liczby oktalnej konwertujemy
na system binarny.

W przypadku konwersji miedzy systemem binarnym i heksadecymalnym tok
myslenia jest podobny. Nalezy jednak uwzgledni¢ grupowanie po cztery cyfry.
Wynika to stad, ze liczba binarna zapisana na czterech miejscach ma wartosci
w zakresie [0; 1111], co w systemie dziesigtnym daje [0; 15]. Tym razem sg to
wszystkie cyfry systemu szesnastkowego.
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

R

i Przekonwertujmy liczbe 110011011, na system szesnastkowy:
1 1001 1011
L,=1.2"=1
1001, =1-2°+0-2°+0-2' +1-2° =9
1011, =1-2"+1-2+0-2'+1-2°=11=B

Po wykonaniu konwersji otrzymujemy: 110011011, = 19B, .

\(’
» 2

Zamien podane liczby catkowite z systemu dziesi¢tnego na 6semkowy i szes-
nastkowy z wykorzystaniem systemu dwdjkowego:

a) 523,

b) 458 ,

€)399,,

d) 878,

e) 1001,

f) 1112,

g) 2056, .

P J=<] Operacje arytmetyczne wykonywane
w roznych systemach liczbowych

Wykonujac operacje arytmetyczne w réznych systemach liczbowych, nalezy
pamieta¢ przede wszystkim o podstawie tych systeméw. W przypadku sy-
stemu dziesietnego wiemy, ze zaréwno dodawanie, odejmowanie, jak i mno-
zenie wykonuje sie w oparciu o podstawe systemu, ktorg jest liczba dziesiec.
Gdy realizujemy operacje dodawania, nadmiar dziesiatek przenosimy w lewo,
natomiast odejmowanie wymaga pozyczania dziesigtek z lewej strony.

Wykonajmy podstawowe operacje arytmetyczne w systemie binarnym.

Rozpocznijmy od dzialania dodawania. W tym przypadku, gdy w wyniku
dodawania otrzymamy warto$¢ rowna lub wigksza od dwdch, w rozwigzaniu
wpisujemy reszte z dzielenia tej wartoéci przez 2, natomiast w lewo przenosi-
my wynik dzielenia catkowitego tej liczby przez 2.
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¥

e

Obliczmy sume liczb w systemie binarnym: 11011 +111110,. Pogrubieniem
wyroznione sg wartosci przenoszone w lewo.

11

— = e
— = e
S|—= O -
O = =
— O =

+ 1
10
Otrzymany wynik to: 11011, +111110, = 1011001,.

v

Wyznaczmy sume czterech liczb zapisanych w systemie binarnym: 111111 _+
1110,+10111,+110111,. Ten przyklad wydaje si¢ trudniejszy, jednak jego rea-
lizacja opiera sie¢ na dokladnie tych samych zasadach.

1222321
111111
1110
10111
110111
10011011

Po wykonaniu obliczen uzyskujemy nastepujgcy wynik: 111111,+1110,+
10111 +110111, = 10011011,

Kolejnym dziataniem, ktére wykonamy w systemie binarnym, bedzie odej-
mowanie. W tym przypadku problem pojawia si¢ w sytuacji, gdy chcemy
wykonac operacje odejmowania, a liczba, od ktdrej odejmujemy, jest zbyt
mata. Woéwczas nalezy pobra¢ warto$¢ z lewej strony. Kazda jedynka pobrana
bezposrednio z lewej strony zamieniana jest na podstawe systemu, czyli dwa,
a nastepnie wykonywane jest odejmowanie.

Obliczmy réznice liczb zapisanych w systemie binarnym: 110110,-1010.,.
Pogrubieniem wyréznione sa wartosci uzyskane po pobraniu z lewej strony.

02
1+6110
- 1010
101100

Wynikiem wykonanego dziatania jest: 110110,-1010, = 101100,.
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

i Wyznaczmy rdznicg liczb binarnych: 100000,-111,. Ten przyktad jest trud-
niejszy, ale zasady identyczne. Dokladnie przeanalizuj wykonane dzialanie.

1111
022222
166660660
- 111
11001

Uzyskaliémy nastepujacy wynik: 100000,-111, = 11001..

Mnozenie jest dzialaniem, ktdre taczy w sobie operacje mnozenia i dodawa-
nia. Najpierw wykonujemy mnozenie kolejnych cyfr jednej liczby przez druga,
a nastepnie uzyskane wyniki w odpowiedni sposob dodajemy.

i Obliczmy iloczyn dwoch liczb w systemie binarnym: 110111,-1011,. Poréwnaj
wykonanie tego dziatania w systemie dwdjkowym z mnozeniem w systemie
dziesietnym.

—_
—_

—_ = O =
— == =
—_ |

—_— O =
O | = =
—l—_= O
= = O~ O

+ 11
100 101

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy: 110111,-1011, = 1001011101,

a2~
. Wykonaj nastepujace dzialania arytmetyczne w systemie binarnym:
a)10110, +1101,-111,,
b)111000, —11,+101100,-110,,
©)101,-1100, —11011, +10,,
d)101110,-10011, —111,,
e)110,-11001, +110111, 11,
£) 1111111, +1,.
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g
1 lie

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu wyko-
nujacy dodawanie dwdéch wprowadzonych z klawiatury nieujemnych liczb
catkowitych zapisanych w systemie binarnym.

Przeanalizowaliémy dokladnie realizacj¢ podstawowych dzialan arytmetycz-
nych w systemie binarnym. Znajac zasady wykonywania tych operacji, mozna
przenies¢ je na plaszczyzne innych pozycyjnych systeméw liczbowych. Na-
lezy jednak pamigtac, aby w tych systemach stosowa¢ wtasciwg im podstawe.
Na przyktad w oktalnym — 8, w heksadecymalnym — 16.

2

Wyznaczmy warto$¢ wyrazenia: 323,32 -213,.

323
x 32
1312

+ 2301
30322
16
30322
- 213
30103

Uzyskalismy nastepujacy wynik: 323 -32 -213, = 30103,.

5 =
(e
; Wykonaj nastepujace dzialania arytmetyczne w podanych systemach liczbowych:
a)112,-222,-1100,,
b) 4430, +302;-31,
c) 707, +1066, -45, —12,,

d) AB10,, — FF,-C,, +1,.

;.
(1N
y Podaj, w jakich systemach pozycyjnych zostaly wykonane nastepujace dziatania:
a) 1001+10-1010=1,

b) 244-2-14 = 474,
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

c) (10-2)2=2,
d) A1-3-10+A = 80.

Ktore z podanych dzialan mozna wykona¢ w réznych systemach liczbowych?

e
-2

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj algorytm w postaci programu wyko-
nujacy dodawanie dwdéch wprowadzonych z klawiatury nieujemnych liczb
catkowitych zapisanych w systemie liczbowym o podstawie z zakresu [2; 9],
réwniez wprowadzonej z klawiatury. Wynik niech bedzie wypisany w tym sa-
mym systemie.

FACY Wyznaczanie wartosci wielomianu
za pomocg schematu Hornera

Schemat Hornera jest najszybszym sposobem obliczania wartosci wielomia-
nu. Przeanalizujmy dzialanie tej metody, przeksztalcajac ogélny wzér na war-
to$¢ wielomianu stopnia 7.

Dany mamy wielomian stopnia #, gdzie n 2 0:
w, (x)z ax"+ax""+...+a, x+a, (2.4)

W omawianym algorytmie nalezy stosowaé grupowanie wyrazéw tak dlugo,
az pozostanie jednomian.

— n n—1 _
w,(x)=ax"+ax""+...+a,_x+a, =

_ n—1 n=2 _
= (@ +ax +...+a, )x+a, =

-2 -3
= ((aox” +ax" +.+ anfz)x + aH)x +a,= (2.5)

= ((..((a0x+al )x+a2)x+...+an_2)x+an_l)x+an

Schemat Hornera ma wiec nastepujaca postac:

w, (x) = (( . ((aox +a, )x + az)x ..+ aH)x + aH)x +a,. (2.6)

Poréwnujac wzory 2.4 i 2.6 na obliczanie wartosci wielomianu, fatwo zauwa-
zy¢, ze w schemacie Hornera wykonywana jest mniejsza liczba mnozen.
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

P

Obliczmy warto$¢ wielomianu w(x) = 2x’+4x*-3x+7 dla x = 3, wykorzystujac
schemat Hornera. Wspdtczynnikami wielomianu sg tutaja, =2, a, =4,a,=-3,
a, =7, a stopie wielomianu 7 wynosi 3.

w(x)= 2 +4x* =3x+7=
= ((2x+ 4)x—3)x+ 7

Stad dla x = 3 mamy:
w()=2-3"+4-3"-3.3+7=
=((23+4)3-3)-3+7=

=(10-3-3)-3+7=
=27-3+7=
=88

Poréwnajmy liczbe dzialan wykonywanych przy obliczaniu wartosci wielo-
mianu po wybraniu kazdego ze wzoréw:

w(x)z 2-x-x-x+4-x-x+ (—3)-x+ 7.
W powyzszym przykladzie wykonano szes¢ operacji mnozenia oraz trzy ope-
racje dodawania.

W przypadku schematu Hornera wzér mozna przedstawi¢ nastepujaco:
w(x)= ((2-x+ 4)-x+ (—3))-x+ 7.

Liczba wykonanych dzialan jest tutaj znacznie mniejsza: trzy mnozenia i trzy

dodawania.
L ==

o

Opierajac si¢ na powyzszej analizie, wyznacz ogélng liczbe operacji mnoze-
nia i dodawania przy obliczaniu warto$ci wielomianu stopnia n. Na podstawie
uzyskanych wynikéw podaj ztozonos$¢ czasowa obydwu algorytmow.

Wyznaczajac warto$¢ wielomianu schematem Hornera
w, (x)= (( ((ayx+a)x+ay)x+...+ an_z)x + an_l)x +a,

nalezy wykonac¢ nastepujace operacje:
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

w=a,

w=wx+aq,

w=wx+a,

W= WX +d, (2.7)
w=wx+a,_,

w=wx+a,

Mozemy wiec zdefiniowa¢ wzor iteracyjny tego algorytmu:

w=aq,
{ . (2.8)

w=wx+a, dla i=12,...,n

Na podstawie otrzymanego wzoru 2.8 konstruujemy algorytm iteracyjny
w postaci listy krokéw, schematu blokowego (patrz rysunek 2.3) oraz progra-
moéw w jezykach C++ i Pascal.

Specyfikacja:

Dane: Liczba catkowita: n > 0 (stopien wielomianu).

n+1-elementowa tablica liczb rzeczywistych: A[0...n] (wspot-
czynniki wielomianu).

Liczba rzeczywista: x (warto$¢ argumentu).

Wynik: Warto$¢ rzeczywista wielomianu stopnia n dla wartosci argu-
mentu x.

Lista krokow:

Krok 0. Wezytaj wartosci danych n, A[0...n], x.

Krok 1. Przypisz w = A[0].

Krok 2. Dla kolejnych wartosci i: 1, 2, ..., n, wykonuj krok 3.
Krok 3. Przypisz w = wx+A[i].

Krok 4. Wypisz warto$¢ wielomianu: w. Zakoncz algorytm.
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

Rysunek 2.3.

Schemat blokowy
@ algorytmu
iteracyjnego

wyznaczajgcego
wczytaj: n, A[O...n], X wartos¢ wielomianu
schematem Hornera

Funkcja w jezyku C++ (prog2_7.cpp):
double oblicz (double A[], int n, double x)

{

double w=A[0];

for (int i=1;i<=n;i++) w=w*x+A[i];
return w;

}
Funkcja w jezyku Pascal (prog2_7 pas):

function oblicz (A: tablica; n: integer; x: real): real;
var w: real;
i: integer;

begin

w:=A[0];

for i:=1 to n do w:=w*x+A[i];

oblicz:=w
end;

Przedstawiony algorytm mozna wykona¢ réwniez rekurencyjnie. Nie jest
trudne zauwazenie zalezno$ci rekurencyjnej, na podstawie ktdrej obliczana
jest wartos¢ wielomianu stopnia 7.

w, (x)= ax"+ax""'+.. . +a,_x+a, =(ax""+ax"+.. .+ anfl)x +a,=w,, (x)x +a,

W,y (\')

(2.9)
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

Na podstawie wzoru 2.9 tworzymy definicje rekurencyjna, ktéra wyglada
nastepujaco:
a, dla n=0
v ()= {wn_l (x)x+a, dla n>0 (2.10)

wartosci wielomianu stopnia n. Algorytm ten wykorzystywany jest row-
niez do:

\\m . : . . .
:g Zastosowanie schematu Hornera nie ogranicza sie do wyznaczania

P konwersji liczb z dowolnego pozycyjnego systemu liczbowego
na system dziesietny;

- szybkiego obliczania wartosci potegi;

P jednoczesnego obliczania wartosci wielomianu i jego
pochodne;.

Napisz program obliczajacy rekurencyjnie wartos¢ wielomianu stopnia n
z wykorzystaniem schematu Hornera zgodny z podang powyzej specyfikacja
algorytmu iteracyjnego.

“75 Zamiana liczb z dowolnego
pozycyjnego systemu liczbowego
na system dziesietny z zastosowaniem
schematu Hornera

Schemat Hornera mozna zastosowa¢ do konwersji liczb zapisanych w réznych
systemach liczbowych na system dziesi¢tny. Przypomnijmy, w jaki sposéb do-
konujemy takiej zamiany w systemie binarnym, co zostalo oméwione w punk-
cie 2.2.2, ,Konwersje pozycyjnych systeméw liczbowych”. Zamienmy liczbe
1011101, na warto$¢ w systemie decymalnym:

1011101, =1-2°+0-2° +1-2* +1:2° +1.2° +0-2' +1-2° =93 .

Latwo zauwazy¢, ze zapis liczby podczas obliczenn przypomina wielomian.
Cyfry zamienianej liczby mozna wiec potraktowa¢ jak wspélczynniki wie-
lomianu, a podstawe systemu jak warto$¢ argumentu x. W tym przypadku
mamy nastepujacg sytuacje:

n==6,
a0=1,
a1=0,
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[ S)
I

w

'S

5

Il
—_ O = =

6 >

=2.

X 8 8 8 2
I

Taka interpretacja konwersji liczb na system dziesietny umozliwia zastosowa-
nie do jej realizacji schematu Hornera. Skonstruujmy wiec algorytm wykonu-
jacy zamiane liczb z systemu dwojkowego na dziesietny.

Specyfikacja:

Dane: Liczba catkowita: n > 0 (stopien wielomianu).

n+1-elementowa tablica liczb rzeczywistych: A[0...n] (wspot-
czynniki wielomianu, czyli cyfry liczby zapisanej w systemie
binarnym).

Wynik: Wartos$¢ wielomianu stopnia # dla argumentu 2 (liczba w sys-
temie dziesietnym).

Funkcja w jezyku C++ (prog2_8.cpp):

long oblicz (int A[], int n)
{

long w=A[0];

for (int i=1;i<=n;i++) w=w*2+A[i];
return w;

}

Funkcja w jezyku Pascal (prog2_8.pas):
function oblicz (A: tablica; n: integer): longint;
var w: longint;
i: integer;

begin

w:=A[0];

for i:=1 to n do w:=w*2+A[i];

oblicz:=w
end;

i
-2

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj rekurencyjny algorytm w postaci pro-
gramu realizujgcy konwersje liczb zapisanych w systemie o podstawie zawartej
w zakresie [2; 9] na system dziesi¢tny z zastosowaniem schematu Hornera.
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

L =3

\( Tatanie
o~

Podaj specyfikacje zadania i skonstruuj iteracyjny algorytm w postaci progra-
mu realizujacy konwersje liczb zapisanych w systemie szesnastkowym na sy-
stem dziesietny z zastosowaniem schematu Hornera.

“17-]] Reprezentacja danych liczbowych
w komputerze

Binarna reprezentacja liczb ujemnych

Dane w komputerze zapisywane s3 w postaci liczb binarnych. Wynika to stad,
ze najmniejsza jednostka pamieci, ktdra jest bit, stuzy do zapisu jednej cyfry
systemu dwojkowego: 0 lub 1. Dotychczas poznaliSmy reprezentacje binarng
liczb calkowitych nieujemnych. Wartosci ujemne zapisuje si¢, uzywajac kodu
uzupelniajacego do dwoch, zwanego kodem U2. Ogélny zapis liczby w ko-
dzie U2 mozna przedstawi¢ za pomocg nastgpujacego wzoru:
{x dla x=0
y =

2"+x dla x<0 (2.11)

gdzie:

x — liczba, ktéra chcemy zapisa¢ w kodzie U2;

n — liczba bitéw przeznaczonych do zapisania kodowanej liczby;

y — liczba x zapisana za pomoca kodu U2.

Liczba y po wykonaniu obliczen przedstawiana jest w postaci binarne;j.

Zakres warto$ci liczby x, ktorg konwertujemy za pomocg kodu U2, zalezy
od liczby bitéw przeznaczonych do zapisania tej liczby. Majac do dyspozycji
n bitéw, pierwszy bit rezerwujemy do oznaczenia znaku liczby (1 — liczba
ujemna, 0 — liczba nieujemna), pozostale n-1 bitéw do zapisania liczby.
Zauwazmy, ze role pierwszego bitu mozna rozumie¢ na dwa réwnowazne
sposoby: reprezentuje on znak liczby x w kodzie U2, a zarazem jest pierw-
szym (najbardziej znaczacym) bitem nieujemnej liczby y w zwyklym ukta-
dzie dwojkowym. Wartos¢ kodowanej liczby x zawiera si¢ wiec w zakresie
[-27-1; 21y,

i Zalézmy, ze dysponujemy 1 bajtem (czyli 8 bitami) przeznaczonym do za-
pisania liczby. Stad n = 8, a wartos¢ kodowanej liczby x musi zawiera¢ sie
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

w zakresie [-2" 2") = [-27; 27) = [-128 ; 128, ). Korzystajac z wzoru,
wyznaczmy warto$¢ liczby x = -56 w kodzie U2. Musimy wykona¢ nastepuja-
ce obliczenia:

y=2"+(=56)=256-56 = 200,,.

Nastepnie konwertujemy uzyskang wartos¢ z systemu dziesi¢tnego na dwojkowy:

200,, =11001000,.

Uzyskana liczba, y = 11001000, to zakodowana warto$¢ liczby x = -56

10°
L ==

@@

Zapisz podane liczby ujemne dla okreslonej wartosci n za pomoca kodu U2.
a) -108 dla n = 8 bitéw,
b) -99,, dla n = 8 bitéw,
) -241 dla n = 16 bitow,
d)-189  dla n = 16 bitow.

Statopozycyjna reprezentacija liczb

Stalopozycyjna reprezentacja liczb charakteryzuje si¢ stalym polozeniem
przecinka, ktory oddziela czes¢ catkowitg od czesci utamkowej zapisywa-
nej liczby. Powoduje to, ze taki zapis liczby jest dokladny tylko wtedy, gdy
dana liczba nie wykracza poza zakres miejsca, jakie zostalo przeznaczone
do jej zapisu.

Zalézmy, ze mamy do dyspozycji 2 bajty (czyli 16 bitéw) do zapisania liczby
w reprezentacji stalopozycyjnej. Wowczas podzial na czes¢ calkowity i utam-
kowa moze przedstawiac si¢ jak na rysunku 2.4.

Przyktadowy podziat
na czesc catkowitg

i utamkowag

w statopozycyjnej
reprezentaciji liczb

cze$¢ catkowita
(8 bitow)

cze$¢ utamkowa
(7 bitow)

W reprezentacji stalopozycyjnej liczba zapisywana jest w kodzie uzupelniaja-
cym do dwdch.
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

Potrafimy juz wykonywa¢ konwersje liczby catkowitej pomiedzy systemami bi-
narnym i decymalnym. Jednak aby przedstawi¢ liczbe rzeczywista, wykorzystu-
jac reprezentacje stalopozycyjna, trzeba uwzgledni¢ réwniez czes¢ utamkows.
Konwertujac liczby z systemu binarnego na decymalny, mnozymy kolej-
ne cyfry tej liczby przez potegi dwojki. W czesci utamkowej mnoznikiem sg
ujemne potegi liczby 2.

>

Zapiszmy liczbe rzeczywistg 101111,01101, w systemie dziesigtnym. Zaczyna-
my od dopasowania poteg liczby 2 do kolejnych cyfr podanej wartosci:

1
25

0
94

1
23

1
22

1
21

1 , 0
20 27!

1
2-2

1
2-3

0
-4

1
2-5

Nastepnie obliczamy warto$¢ konwertowanej liczby w systemie dziesigtnym:

10111101101, =1-2° +0-2* +1-2° +1-22 + 1. 2" +1-2°+0-27 +1.22 4 1.2 +0-2 +1.27 :47%0.
Zamiana liczby ulamkowej z systemu dziesietnego na dwéjkowy wykony-
wana jest przez mnozenie czg¢$ci ulamkowej przez 2 tak dlugo, az w czesci
ulamkowej uzyskamy zero lub zauwazymy, ze wynikiem jest utamek nieskon-
czony. Rozwigzaniem jest liczba utworzona z calkowitych czesci wynikow
uzyskiwanych podczas mnozenia liczby przez 2.

Przekonwertujmy liczbe utamkowg 0,1825, 'na system binarny.

W tym celu nalezy wykona¢ mnozenie czesci utamkowej tej liczby przez 2:

0,1825 0,18252 = 0,375
0,375 0,3752 = 0,75
0,75 0,75-2 = 15
1,5 0,52 = 1,0
1,0

Rozwigzaniem jest ulamek skonczony. Wida¢ to po wartosci ostatniego wyni-
ku 1,0, w ktérym czes¢ utamkowa wynosi zero. Uzyskaliémy wiec nastepujace
rozwigzanie:

0,1825 = 0,0011,
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Ponizej pokazany zostal czytelniejszy zapis konwersji liczb utamkowych z sy-
stemu decymalnego na binarny:

0/ 1825
0| 375
0|75
15
1]0

Przekonwertujmy liczbg 0,2, na system binarny. Rozwigzaniem bedzie ufa-

mek nieskonczony.
02
04

O e e OO = - O
£\ \S e Qe RTINS e e

Latwo zauwazy¢, ze sekwencja liczb ,,0011” bedzie si¢ powtarza¢. Wynikiem
jest wiec utamek okresowy 0,(0011),.

o
-2

Przekonwertuj podane liczby rzeczywiste na system dziesigtny:

a) 10100,11101,,
b)0,0111011,,

¢) 11,110001 ,
d)10110011,11100101 ,

e) 11011100,10010101,.
L ==

\{ Tatie
2~

Przekonwertuj podane liczby rzeczywiste na system binarny:

a) 852,6875, ,
b) 620,09375,,
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2.2. Wyznaczanie wartosci wielomianu

¢) 612,03125
d)1536,9921875,,
e) 2707,7734375 .

-
&~

Wykonaj nastepujace operacje arytmetyczne w systemie binarnym:

a) 1110,011,-10001,00111,,
b) 1111,001,+100000,11011,,
¢) 10011,01011,-100,1011,.

Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb

Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb charakteryzuje si¢ zmiennym potoze-
niem przecinka, ktore zalezy od zapisywanej liczby. Ogdlny wzér na wartosci
w tej reprezentacji przedstawia si¢ nastepujaco:

liczba = m-2, (2.12)
gdzie:
liczba — liczba, ktérg chcemy zapisa¢ w reprezentacji zmiennopozycyjnej;
m — mantysa (ulamek wtasciwy);
¢ — cecha (liczba calkowita).

Ponadto mantysa powinna spetnia¢ warunek |m|€ [0,5; 1). Wowczas kodowa-
na liczba jest w postaci znormalizowane;j.

Aby wyznaczy¢ warto$¢ liczby zapisanej w reprezentacji zmiennopozycyjnej,
trzeba zna¢ warto$¢ mantysy i cechy. Na rysunku 2.5 przedstawiono graficz-
nie zapis zmiennopozycyjny, z uwzglednieniem podzialu na ceche i mantyse.
Cecha i mantysa zapisywane sg jako liczby stalopozycyjne w kodzie U2.

Rysunek 2.5.

cecha mantysa Przyktadowy podziat
na ceche i mantyse
W zmiennopozycyjnej
reprezentacji liczb

znak mantysy|
(1 bit)
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Rozdziat 2. Algorytmy i ich zastosowanie

t Zalézmy, ze dang mamy liczbe 0000111011100001 zapisang w reprezentacji
zmiennopozycyjnej. Podana liczba zajmuje 2 bajty (czyli 16 bitéw), z czego
7 bitow to cecha, a pozostale 9 bitéw to mantysa. Wowczas liczba sktada sie
z nastepujacych elementow:

P 0 — bit znaku cechy,

P 000111 — cecha,

P 0 — bit znaku mantysy,
P 11100001 — mantysa.

Zaréwno cecha, jak i mantysa to w tym przypadku liczby nieujemne, o czym
$wiadcza bity znaku réwne zero.

Wyznaczmy wartosci cechy i mantysy:
c=111,=1-22+1-2"+1.2"=7,,

m=0,11100001, =1-27"+1-27 +1.27 +0-27% +0-2° +0-2°+0-27 +1.27 = % =0,87890625,,.
10
Nastepnie, korzystajac z podanego wzoru 2.12, obliczamy warto$¢ zakodowa-
nej liczby:

.22
liczha =m-2° = 2—52-27 =0,87890625-2" =112,5,,.

W reprezentacji zmiennopozycyjnej nie kazda liczbe rzeczywista mozna zapi-
sa¢ doktadnie. Liczby te s3 najczesciej reprezentowane w sposob przyblizony.
Na doktadno$¢ ma wplyw liczba cyfr w mantysie, natomiast od liczby cyfr
w cesze zalezy, jak duze liczby mogg by¢ zapisywane.

Wyznacz wartosci dziesigtne liczb podanych w reprezentacji zmiennopozycyj-
nej (cecha i mantysa oddzielone sa odstgpem):

a) 000000010 0110011,
b) 0001010 010000101,
c) 0000011 010100001.

MATURA — egzamin styczen 2006 r. Arkusz I, zadanie 3.
“‘ MATURA — Sylabus od 2009 r. Arkusz I poziom podstawowy, zadanie 2. KRAJE
& MATURA — Sylabus od 2009 r. Arkusz II poziom podstawowy, zadanie 5.
DODAWANIE LICZB TROJKOWYCH



