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Rozdzia� 10.

B��dy zaokr�gle�

10,0 razy 0,1 prawie nigdy nie jest równe 1,0.
Brian Kernighan

asz szef prosi nas o wygenerowanie raportu podsumowuj�cego

koszty pracy programistów wed�ug projektów (koszt ma by� wyzna-

czany na podstawie czasu po�wi�conego na usuwanie poszczegól-

nych b��dów). Ka�dy programista reprezentowany w tabeli Konta otrzy-

muje inn� stawk� godzinow�, zatem musimy nie tylko rejestrowa� liczby

godzin potrzebnych do usuni�cia poszczególnych b��dów (w tabeli Bledy),

ale te� mno�y� te warto�ci przez atrybut stawka_godzinowa zdefiniowany dla

wyznaczonych programistów.

Plik B��dy-zaokr�gle�/wprowadzenie/cost-per-bug.sql

SELECT b.id_bledu, b.godziny * k.stawka_godzinowa AS koszt_bledu
FROM Bledy AS b
  JOIN Konta AS k ON (b.przypisany_do = k.id_konta);

Obs�uga tego zapytania wymaga utworzenia nowych kolumn w tabelach

Bledy i Konta. Obie kolumny powinny obs�ugiwa� warto�ci u�amkowe,

poniewa� musimy �ledzi� koszty mo�liwie precyzyjnie. Decydujemy si�

wi�c zdefiniowa� nowe kolumny jako FLOAT, poniewa� w�a�nie ten typ

danych obs�uguje warto�ci u�amkowe.

N
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Plik B��dy-zaokr�gle�/wprowadzenie/float-columns.sql

ALTER TABLE Bledy ADD COLUMN godziny FLOAT;
ALTER TABLE Konta ADD COLUMN stawka_godzinowa FLOAT;

Obie kolumny aktualizujemy na podstawie zapisów w dziennikach prac

nad eliminowaniem b��dów i stawek godzinowych programistów. Testu-

jemy jeszcze generowanie raportu i jeste�my gotowi do codziennego przy-

gotowywania potrzebnych zestawie	.

Nast�pnego dnia do naszego gabinetu wchodzi szef z kopi� raportu o kosz-

tach projektu. „Te liczby nie zgadzaj� si�” — wycedzi� przez zaci�ni�te

z�by. „Dla porównania wykona�em te obliczenia r�cznie i okaza�o si�, �e

Twój raport jest nieprecyzyjny — nieznacznie, ró�nice wynosz� kilka

z�otych. Jak to wyja�nisz?”. Jeste�my przera�eni. Co mo�e nie zgadza� si�

w tak prostych obliczeniach?

10.1. Cel: stosowanie liczb u�amkowych
zamiast liczb ca�kowitych

Liczba ca�kowita jest wyj�tkowo przydatnym typem danych, ale umo�liwia

reprezentowanie tylko warto�ci ca�kowitoliczbowych, jak 1, 327 czy –19.

Ten typ danych nie oferuje mo�liwo�ci reprezentowania warto�ci u�amko-

wych, na przyk�ad 2,5. Je�li wi�c potrzebujemy liczb gwarantuj�cych wi�k-

sz� precyzj� ni� liczby ca�kowite, musimy zastosowa� inny typ danych. Na

przyk�ad kwoty pieni��ne zwykle s� reprezentowane przez liczby z dwoma

miejscami dziesi�tnymi, na przyk�ad 19,95 z�.

Naszym celem jest przechowywanie warto�ci numerycznych nieb�d�cych

liczbami ca�kowitymi i wykorzystywanie tych liczb w obliczeniach arytme-

tycznych. Istnieje jeszcze jeden cel, który jednak jest na tyle oczywisty, �e

rzadko si� o nim wprost mówi — wyniki naszych oblicze	 arytmetycznych

musz� by� prawid�owe.

10.2. Antywzorzec: stosowanie typu
danych FLOAT

Wi�kszo�� j�zyków programowania obs�uguje typy danych dla liczb ca�-

kowitych (zwykle pod nazw� float lub double). J�zyk SQL obs�uguje podob-

ny typ danych nazwany FLOAT. Wielu programistów odruchowo u�ywa typu
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danych FLOAT SQL-a wsz�dzie tam, gdzie potrzebuj� u�amkowych danych

liczbowych, poniewa� s� przyzwyczajeni do programowania z wykorzysta-

niem tego typu danych.

Typ danych FLOAT j�zyka SQL, tak jak typ danych float w wi�kszo�ci

j�zyków programowania, koduje liczby rzeczywiste w formacie binarnym

zgodnie ze standardem IEEE 754. Efektywne u�ywanie tego typu wyma-

ga zrozumienia wybranych cech liczb zmiennoprzecinkowych reprezento-

wanych w tym formacie.

Zaokr�glanie z konieczno�ci
Wielu programistów nie zdaje sobie sprawy z istnienia pewnej wa�nej cechy

tego formatu liczb zmiennoprzecinkowych: nie wszystkie warto�ci, które

mo�emy zapisywa� w formie liczb dziesi�tnych, mog� by� reprezentowane

w formie binarnej. W tej sytuacji niektóre warto�ci wymagaj� zaokr�glania

do bardzo zbli�onych warto�ci.

Aby lepiej zrozumie� kontekst tych zaokr�gle	, wystarczy przeanalizowa�

przypadek prostej liczby wymiernej, na przyk�ad jednej trzeciej, która jest

reprezentowana przez okresowy u�amek dziesi�tny 0,333… Prawdziwej

warto�ci nie mo�na reprezentowa� w formie dziesi�tnej, poniewa� musieli-

by�my zapisa� niesko	czon� liczb� cyfr. Liczba cyfr po przecinku to tzw.

precyzja reprezentacji odpowiedniej warto�ci, zatem w pe�ni prawid�owa re-

prezentacja u�amka okresowego wymaga�aby niesko�czonej precyzji.

Rozwi�zaniem kompromisowym jest stosowanie sko�czonej precyzji,

tj. wybór warto�ci liczbowej mo�liwie zbli�onej do oryginalnej liczby u�amko-

wej, na przyk�ad 0,333. Wad� tego rozwi�zania jest to, �e ta warto�� nie

jest dok�adnie t� sam� liczb�, któr� chcemy reprezentowa�.

1/3+1/3+1/3 = 1,000
0,333+0,333+0,333 = 0,999

Nawet je�li zwi�kszymy precyzj�, suma trzech przybli�e	 jednej trzeciej

wci�� nie b�dzie równa oczekiwanej warto�ci 1,0. Kompromis polegaj�cy

na stosowaniu sko	czonej precyzji dla u�amków okresowych jest jednak

niezb�dny.

1/3+1/3+1/3 = 1,000000
0,333333+0,333333+0,333333 = 0,999999

Oznacza to, �e niektóre prawid�owe warto�ci liczbowe, które mo�emy

sobie bez trudu wyobrazi�, w ogóle nie mog� by� reprezentowane z zasto-

sowaniem metody sko	czonej precyzji. Cz��� programistów uwa�a, �e



146 � Rozdzia� 10. • B��dy zaokr�gle�

takie rozwi�zanie jest usprawiedliwione — skoro warto�ci z�o�onych z nie-

sko	czonej liczby cyfr i tak nie da si� zapisa�, ka�da zapisywana przez nas

liczba z natury rzeczy ma sko	czon� precyzj� i tak te� powinna by� prze-

chowywana w formie binarnej, prawda? Niestety nie.

Zgodnie ze standardem IEEE 754 liczby zmiennoprzecinkowe s� repre-

zentowane w systemie liczbowym o podstawie 2. Oznacza to, �e warto�ci

wymagaj�ce niesko	czonej precyzji w systemie binarnym nie pokrywaj� si�

ze zbiorem warto�ci, które wymagaj� takiej reprezentacji w systemie dziesi�t-

nym. Niektóre warto�ci, które wymagaj� sko	czonej precyzji w systemie

dziesi�tnym, na przyk�ad 59,95, wymagaj� niesko	czonej precyzji, je�li

mia�yby by� dok�adnie reprezentowane w systemie binarnym. Typ danych

FLOAT nie oferuje takich mo�liwo�ci, zatem stosuje najbli�sz� obs�ugiwan�

warto�� w systemie liczbowym o podstawie 2, czyli warto�� odpowiadaj�c�

liczbie 59.950000762939 w systemie dziesi�tnym.

Niektóre warto�ci przypadkowo wymagaj� sko	czonej precyzji w obu for-

matach. Je�li zrozumiemy szczegó�y przechowywania liczb w formacie

IEEE 754, teoretycznie b�dziemy potrafili przewidywa�, jak poszczególne

warto�ci dziesi�tne b�d� reprezentowane w formacie binarnym. W prakty-

ce jednak wi�kszo�� programistów nie wykonuje podobnych oblicze	 dla

ka�dej stosowanej przez siebie liczby zmiennoprzecinkowej. Nie mo�emy

zagwarantowa�, �e kolumna FLOAT w bazie danych b�dzie dostatecznie

precyzyjna, zatem nasza aplikacja powinna zak�ada�, �e ka�da warto��

w tej kolumnie mog�a zosta� zaokr�glona.

Niektóre bazy danych obs�uguj� pokrewne typy danych nazwane DOUBLE

PRECISION i REAL. Precyzja oferowana przez te typy danych i sam typ FLOAT

zale�y co prawda od implementacji bazy danych, ale wszystkie te typy

reprezentuj� warto�ci zmiennoprzecinkowe ze sko	czon� liczb� cyfr binar-

nych, zatem sposób zaokr�glania liczb we wszystkich przypadkach jest

podobny.

Stosowanie typu FLOAT w j�zyku SQL

Niektóre bazy danych kompensuj� wspomnian� niedok�adno�� i wy�wie-

tlaj� w�a�ciwe warto�ci.

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/select-rate.sql

SELECT stawka_godzinowa FROM Konta WHERE id_konta = 123;

Zwraca: 59.95
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Pozna� format IEEE 754

Pierwsze propozycje dotycz�ce standardowego formatu binarnego
dla liczb zmiennoprzecinkowych pojawi�y si� jeszcze w 1979 roku.
Specyfikacja, która ostatecznie zyska�a status standardu w 1985 roku,
jest obecnie powszechnie implementowana w rozmaitych formach
oprogramowania, przede wszystkim w j�zykach programowania
i mikroprocesorach.

Format sk�ada si� z trzech pól niezb�dnych do zakodowania warto�ci
zmiennoprzecinkowej: pola cz��ci u�amkowej, pola wyk�adnika,
do którego nale�y podnie�� t� cz��� u�amkow�, oraz jednobitowego
pola znaku.

Jedn� z zalet standardu IEEE 754 jest w�a�nie stosowanie wyk�adnika,
dzi�ki czemu mo�na w tym formacie reprezentowa� zarówno bar-
dzo ma�e, jak i bardzo du�e warto�ci. Format obs�uguje nie tylko
liczby rzeczywiste, ale te� du�o wi�kszy przedzia� warto�ci ni� tra-
dycyjne, sta�oprzecinkowe formaty reprezentacji liczb ca�kowitych.
Jeszcze wi�kszy przedzia� reprezentowanych warto�ci oferuje for-
mat podwójnej precyzji. Oznacza to, �e opisywane formaty dobrze
sprawdzaj� si� w zastosowaniach naukowych.

Bodaj najbardziej popularnym zastosowaniem u�amkowych warto-
�ci liczbowych jest reprezentowanie kwot pieni��nych. Stosowanie
standardu IEEE 754 dla tego rodzaju warto�ci nie jest konieczne,
poniewa� opisany w tym rozdziale format skalowanych liczb dzie-
si�tnych pozwala równie �atwo i bardziej precyzyjnie obs�ugiwa�
kwoty pieni��ne.

Dobrymi �ród�ami wiedzy o tym formacie s� artyku� opublikowany
na Wikipedii (http://pl.wikipedia.org/wiki/IEEE_754) oraz artyku� Davida
Goldberga zatytu�owany „What Every Computer Scientist Should
Know About Floating-Point Arithmetic” [Gol91].

Artyku� Goldberga zosta� te� przedrukowany (jest dost�pny pod
adresem http://www.validlab.com/goldberg/paper.pdf).

Rzeczywista warto�� przechowywana w kolumnie typu FLOAT nie musi

jednak odpowiada� tej warto�ci. Wystarczy pomno�y� t� warto�� przez

miliard, aby odkry� pewne rozbie�no�ci:

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/magnify-rate.sql

SELECT stawka_godzinowa * 1000000000 FROM Konta WHERE id_konta = 123;

Zwraca: 59950000762. 939
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Mo�na by�o oczekiwa�, �e warto�� zwrócona przez poprzednie zapytanie

po przemno�eniu wyniesie 59950000000,000. Jak wida�, warto�� 59,95 zo-

sta�a zaokr�glona do warto�ci, która mo�e by� reprezentowana w systemie ze

sko	czon� precyzj� oferowanym przez format binarny IEEE 754. W tym

przypadku ró�nica jest mniejsza ni� jedna milionowa, zatem jej dok�ad-

no�� powinna wystarczy� na potrzeby wielu oblicze	.

Przybli�enie nie gwarantuje jednak wystarczaj�cej dok�adno�ci dla innych

oblicze	. Dobrym przyk�adem jest u�ycie warto�ci typu FLOAT w wyra�eniu

porównuj�cym liczby.

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/inexact.sql

SELECT * FROM Konta WHERE stawka_godzinowa = 59.95;

Wynik: zbiór pusty, brak pasuj�cych wierszy

Jak wiemy, warto�� przechowywana w kolumnie stawka_godzinowa w rze-

czywisto�ci jest nieznacznie wi�ksza ni� 59.95. W tej sytuacji, mimo �e

przypisali�my tej kolumnie warto�� 59.95 w wierszu z identyfikatorem konta

123, zapytanie nie jest dopasowywane do powy�szego zapytania.

Typowym obej�ciem tego problemu jest traktowanie warto�ci zmienno-

przecinkowych jako „praktycznie równe”, je�li dziel�ca je ró�nica nie

przekracza jakiego� niewielkiego progu. Wystarczy odj�� jedn� warto�� od

drugiej i u�y� dost�pnej w j�zyku SQL funkcji warto�ci bezwzgl�dnej

ABS(), aby uzyskana ró�nica by�a dodatnia. Je�li wynik jest równy zero,

obie warto�ci s� dok�adnie równe. Je�li wynik jest dostatecznie ma�y, obie

warto�ci mo�na traktowa� jako praktycznie równe. Poni�sze zapytanie

prawid�owo odnajduje interesuj�cy nas wiersz:

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/threshold.sql

SELECT * FROM Konta WHERE ABS(stawka_godzinowa - 59.95) < 0.000001;

Ró�nica jest jednak na tyle du�a, �e porównanie z nieco wi�ksz� precyzj�

zako	czy si� niepowodzeniem:

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/threshold.sql

SELECT * FROM Konta WHERE ABS(stawka_godzinowa - 59.95) < 0.0000001;

Dobór w�a�ciwego progu zale�y od konkretnej liczby, poniewa� warto��

bezwzgl�dna ró�nicy dziel�cej warto�ci dziesi�tne od zaokr�glonych repre-

zentacji binarnych jest ró�na w przypadku poszczególnych liczb.
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Innym przyk�adem problemu wynikaj�cego z nieprecyzyjnego charakteru

typu FLOAT s� obliczenia polegaj�ce na agregowaniu wielu warto�ci. Je�li

na przyk�ad u�yjemy funkcji SUM() do dodania wszystkich warto�ci zmien-

noprzecinkowych w jakiej� kolumnie, b��dy zaokr�gle	 poszczególnych

liczb skumuluj� si� w wyznaczonej sumie.

Plik B��dy-zaokr�gle�/anty/cumulative.sql

SELECT SUM(b.godziny * k.stawka_godzinowa) AS koszty_projektu
FROM Bledy AS b
JOIN Konta AS k ON (b.przypisany_do = k.id_konta);

Skumulowany efekt niedok�adno�ci liczb zmiennoprzecinkowych jest jesz-

cze bardziej widoczny podczas wyznaczania zagregowanego iloczynu

zbioru liczb (zamiast ich sumy). Poszczególne ró�nice wydaj� si� niewiel-

kie, ale z czasem mocno rosn�. Je�li na przyk�ad pomno�ymy warto�� 1

przez wspó�czynnik równy dok�adnie 1,0, wynik zawsze b�dzie wynosi� 1.

Nie ma znaczenia, ile razy zastosujemy ten mno�nik. Je�li jednak u�yjemy

wspó�czynnika 0,999, wynik b�dzie inny. Je�li kolejno pomno�ymy liczb� 1

przez warto�� 0,999 tysi�c razy, otrzymamy wynik równy oko�o 0,3677. Im

wi�cej operacji mno�enia wykonamy, tym wi�ksza b�dzie ta rozbie�no��.

Dobrym przyk�adem stosowania operacji wielokrotnego mno�enia jest

wyznaczanie ��cznego oprocentowania na potrzeby kalkulacji finanso-

wych. U�ywanie niedok�adnych liczb zmiennoprzecinkowych powoduje

b��dy, które pocz�tkowo wydaj� si� zupe�nie niegro�ne, ale z czasem, sku-

mulowane, zaczynaj� stwarza� powa�ne problemy. Stosowanie precyzyj-

nych warto�ci w aplikacjach finansowych jest wi�c bardzo wa�ne.

10.3. Jak rozpozna� ten antywzorzec
Niemal ka�de u�ycie typów danych FLOAT, REAL lub DOUBLE PRECISION jest

podejrzane. Wi�kszo�� aplikacji korzystaj�cych z liczb zmiennoprzecinko-

wych w rzeczywisto�ci nie potrzebuje przedzia�u warto�ci obs�ugiwanego

przez formaty zgodne ze standardem IEEE 754.

Korzystanie z typów danych FLOAT w j�zyku SQL wydaje si� o tyle natural-

ne, �e podobny typ (cz�sto nawet pod t� sam� nazw�) wyst�puje w wi�k-

szo�ci j�zyków programowania. Okazuje si� jednak, �e mo�na wybra�

lepszy typ danych.
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10.4. Usprawiedliwione u�ycia
tego antywzorca

FLOAT jest dobrym typem danych w sytuacji, gdy potrzebujemy liczb rze-

czywistych z przedzia�u wi�kszego ni� ten obs�ugiwany przez typy INTEGER

i NUMERIC. Naukowe aplikacje cz�sto wskazuje si� jako przyk�ad uzasadnio-

nego stosowania typu FLOAT.

W systemie Oracle typu danych FLOAT u�ywa si� do wyra�ania dok�adnie

skalowanych warto�ci liczbowych, za� do reprezentowania niedok�adnych

warto�ci numerycznych stosuje si� typ danych BINARY_FLOAT (zgodny ze stan-

dardem kodowania IEEE 754).

10.5. Rozwi�zanie: stosowanie typu
danych NUMERIC

Zamiast typu FLOAT i typów pokrewnych mo�emy stosowa� typy danych

NUMERIC lub DECIMAL j�zyka SQL dla liczb u�amkowych sta�ej precyzji.

Plik B��dy-zaokr�gle�/roz/numeric-columns.sql

ALTER TABLE Bledy ADD COLUMN godziny NUMERIC(9,2);

ALTER TABLE Konta ADD COLUMN stawka_godzinowa NUMERIC(9,2);

Wymienione typy danych umo�liwiaj� dok�adne reprezentowanie warto�ci

numerycznych z maksymaln� precyzj� okre�lon� podczas definiowania

odpowiednich kolumn. Precyzj� nale�y okre�li� w formie argumentu typu

danych — obowi�zuj�ca sk�adnia przypomina troch� sposób okre�lania

d�ugo�ci typu danych VARCHAR. Precyzja to ��czna liczba cyfr dziesi�tnych,

których mo�emy u�ywa� dla warto�ci w tak zdefiniowanej kolumnie. Precy-

zja równa 9 oznacza, �e mo�emy przechowywa� takie warto�ci jak 123456789,

ale najprawdopodobniej nie b�dziemy mogli obs�u�y� warto�ci równej

1234567890.1

                                                
1 W niektórych systemach baz danych rozmiar tej kolumny jest zaokr�glany w gór�

do najbli�szego bajta, s�owa lub podwójnego s�owa, zatem w pewnych przypadkach

maksymalna warto�� w kolumnie typu NUMERIC mo�e sk�ada� si� z wi�kszej liczby

cyfr, ni� to wynika ze wskazanej precyzji.
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Istnieje te� mo�liwo�� okre�lenia skali za po�rednictwem drugiego argu-

mentu tego typu danych. Skala decyduje o liczbie cyfr na prawo od prze-

cinka oddzielaj�cego cz��� ca�kowit� od u�amkowej. Cyfry skali s� odli-

czane od liczby cyfr precyzji, zatem precyzja 9 ze skal� 2 oznaczaj�, �e

mo�emy przechowywa� takie warto�ci jak 1234567.89, ale ju� nie warto�ci

12345678.91 czy 123456.789.

Okre�lane przez nas precyzja i skala s� stosowane dla danej kolumny we

wszystkich wierszach tabeli. Innymi s�owy, nie mo�emy przechowywa�

warto�ci ze skal� 2 w cz��ci wierszy i warto�ci ze skal� 4 w pozosta�ych.

W j�zyku SQL to naturalne, �e typ danych kolumny jest konsekwentnie

stosowany dla wszystkich wierszy (tak jak w przypadku kolumny typu

VARCHAR(20), gdzie ka�dy wiersz mo�e zawiera� �a	cuch okre�lonej d�ugo�ci).

Zalet� typów NUMERIC i DECIMAL jest mo�liwo�� przechowywania liczb wymier-

nych bez ryzyka ich zaokr�glania (jak w przypadku typu FLOAT). Po zapi-

saniu warto�ci 59.95 mo�emy by� pewni, �e w bazie danych jest przecho-

wywana dok�adnie ta liczba. Je�li porównamy j� ze sta�� warto�ci� 59.95,

oka�e si�, �e obie warto�ci s� sobie równe.

Plik B��dy-zaokr�gle�/roz/exact.sql

SELECT stawka_godzinowa FROM Konta WHERE stawka_godzinowa = 59.95;

Zwraca: 59.95

Podobnie, je�li pomno�ymy t� warto�� przez miliard, otrzymamy oczeki-

wan� warto��:

Plik B��dy-zaokr�gle�/roz/magnify-rate-exact.sql

SELECT stawka_godzinowa * 1000000000 FROM Konta WHERE stawka_godzinowa = 59.95;

Zwraca: 59950000000

Typy danych NUMERIC i DECIMAL zachowuj� si� identycznie; nie powinny

wyst�powa� �adne ró�nice w ich dzia�aniu. Istnieje te� synonim DEC dla

typu danych DECIMAL.

Nadal nie mo�emy przechowywa� warto�ci wymagaj�cych niesko	czonej

precyzji, na przyk�ad jednej trzeciej. Proponowane typy umo�liwiaj� nam

jednak przechowywanie dok�adnej reprezentacji liczb w formie, w której

zapisujemy je w systemie dziesi�tnym.
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Je�li wi�c potrzebujemy dok�adnych warto�ci dziesi�tnych, powinni�my pos�u-

giwa� si� typem danych NUMERIC. Typ danych FLOAT nie mo�e reprezento-

wa� wielu dziesi�tnych liczb wymiernych, zatem warto�ci tego typu nale�y

zawsze traktowa� jako niedok�adne.

Je�li tylko mo�emy tego unikn��, nie powinni�my u�ywa� typu FLOAT.
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