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KIEDY W OGOLE TEGO UZY]JE?

tej chwili w sali wykladowej gdzie$ na $wiecie jakas studentka klnie pod nosem na
W swojego nauczyciela matematyki, przez ktérego bedzie musiata po§wigci¢ znaczng
cze$¢ weekendu na obliczenie trzydziestu catek oznaczonych.

Nasza uczennica z cala pewnoscig wolataby zaja¢ sie czyms$ innym. Mozna nawet zaryzy-
kowac¢ stwierdzenie, ze wolalaby zaja¢ si¢ czymkolwiek, byle nie tym. Wie to, bo znaczng czes¢
poprzedniego weekendu spedzila na obliczaniu innych — chociaz tak naprawde bardzo po-
dobnych — trzydziestu calek oznaczonych. Nie widzi w tym zadnego sensu, co tez méwi swo-
jemu nauczycielowi. I w ktorym$ momencie ich wymiany zdan pada to najbardziej przerazajace
dla wykladowcy pytanie:

— Kiedy w ogdle tego uzyje?

Wykladowca przypuszczalnie odpowie co$ takiego:

— Rozumiem, Ze ci¢ to nudzi, ale pamigtaj, Ze nigdy nie wiadomo, do jakiej pracy trafisz.
Teraz nie widzisz w tym sensu, ale by¢ moze wybierzesz branze, w ktdrej umiejetnoé¢ szybkiego
i poprawnego obliczania calek oznaczonych jest niezwykle wazna.

Taka odpowiedz prawdopodobnie nie usatysfakcjonuje studentki. To dlatego, ze jest ktam-
stwem. Zaréwno ona, jak i nauczyciel zdaja sobie z tego sprawe. Dorostych, ktérym przyda sie
catka z (1-3x+4x%)"2dx, wzor na cos 36 lub syntetyczne dzielenie wielomian6w, mozna policzy¢
na paru tysigcach rak.

To kltamstwo nie jest tez specjalnie satysfakcjonujace dla nauczyciela. Kto jak kto, ale ja
powinienem to wiedzie¢, bo jako wyktadowca matematyki zadalem liczenie calek oznaczonych
setkom studentéw.

Na szczescie istnieje lepsza odpowiedz. Brzmi ona mniej wiecej tak:

— Matematyka nie polega na przeprowadzaniu do upadlego serii zmudnych obliczen, cho-
ciaz mozna odnie$¢ takie wrazenie na podstawie odbytych przez was lekeji zwanych matema-
tykg. Calki sg dla matematyki tym, czym trening silowy i kalistenika dla pitki noznej. Jesli
chcesz gra¢ w pitke nozng — ale tak na serio, na zawodowym poziomie — czeka cie mndstwo
nudnych, powtarzalnych i pozornie bezcelowych ¢wiczen. Czy zawodowy pitkarz kiedykolwiek
ich uzyje? Coz, nigdy nie widzialem, by kto§ w trakcie meczu biegat z cigzarkami lub robil zygzaki
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10 JAK SIE NIE POMYLIC

z pitkg miedzy pachotkami. Zawodnicy wykorzystuja natomiast sile, szybko$¢, instynkt i ela-
styczno$¢ wyrobione dzieki tym monotonnym, wielotygodniowym treningom. Sa one nie-
zbednym elementem nauki gry w pilke. Jesli chcesz zosta¢ zawodowym pitkarzem czy chociazby
gra¢ w druzynie uniwersyteckiej, czeka cie mnéstwo nudnych weekendéw na boisku trenin-
gowym. Nie ma innej drogi. Dobra wiadomos¢ jest jednak taka, ze jezeli nie jeste§ w stanie
zdzierzy¢ nuzacych ¢wiczen, mozesz gra¢ po prostu dla przyjemnoéci, z przyjaciétmi. Zreczne
wyminiecie obroncéw lub celny strzal z duzej odlegtosci da ci taka sama satysfakcje jak zawo-
dowcowi. Bedziesz zdrowsza i bardziej zadowolona, niz gdyby$ siedziala w domu i ogladata
zawodowcow w telewizji.

A potem podsumowalbym to tak:

— Z matematyka jest mniej wiecej tak samo. Nie musisz celowa¢ w matematyczne miejsca
pracy. Nie ma w tym niczego zlego i wigkszo$¢ osob podejmuje takg wasnie decyzje. Nie ozna-
cza to jednak, ze nie mozesz wykorzystywaé matematyki w praktyce. Prawdopodobnie zresztg
to robisz, nawet jesli tak tego nie nazywasz. Matematyka jest nieodlacznie wpleciona w nasz
system rozumowania i sprawia, ze jeste$ lepsza we wszystkim. Znajomos§¢ matematyki jest jak
noszenie superrentgenowskich okularéw, przez ktére wida¢ tajne struktury, ukryte pod cha-
otycznym i nieuporzadkowanym obliczem $wiata. Matematyka to nauka, ktéra uczy, jak sie
nie myli¢ w swoich ocenach, a jej techniki i narzedzia zostaly wypracowane przez setki lat su-
miennej pracy i dyskusji. Z wykorzystaniem jej zasobow patrzysz na $wiat w glebszy, zdrowszy
i bardziej wnikliwy sposéb. Jedyne, czego potrzebujesz, to trener — lub nawet zwykly pod-
recznik — dzieki ktéremu poznasz reguly i podstawowe strategie. Ja bede twoim trenerem.
Pokaze ci, jak to robic.

Rzadko mam tyle czasu, zeby faktycznie wyglasza¢ taka mowe na sali wyktadowej. Ale w ksiazce
moge sobie na to pozwoli¢. Licz¢ na to, Ze uda mi si¢ udowodni¢ gléwne tezy, jakie przed chwilg
zaprezentowalem, poprzez pokazanie Ci, Ze problemy, z jakimi borykamy si¢ kazdego dnia —
polityczne, medyczne, handlowe czy teologiczne — s3 nieodlgcznie splecione z matematyka.
Wrystarczy to zrozumied, aby zyska¢ dojscie do niedostepnej w zaden inny sposob wizji §wiata.

Ale nawet je$li wyglosze calg te inspirujaca przemowe, nie mam pewnosci, ze studentka da
sie przekona¢, szczegdlnie gdy jest wyjatkowo zacieta.

— Brzmi pi¢knie, profesorze — odpowie mi. — Ale to doé¢ abstrakcyjne. Twierdzi pan,
ze dzieki matematyce moze pan wilasciwie oceni¢ zjawiska, ktore bez niej ocenilby pan zle. Ale
o jakie zjawiska chodzi? Prosze mi dac¢ jaki$ przyktad z Zycia.

W tym momencie opowiedzialbym jej historie o Abrahamie Waldzie i brakujacych dziu-
rach po pociskach.

ABRAHAM WALD | BRAKUJACE DZIURY PO POCISKACH

Ta historia, jak wiele opowiesci z czaséw drugiej wojny $wiatowej, zaczyna sie od proby wy-
rzucenia Zydéw z Europy przez nazistow, a koriczy tym, ze nazistom jest z tego powodu wstyd.
Abraham Wald urodzit sie w 1902 roku w miescie, ktére nazywalo sie wowczas Klausenburg
i lezalo na terenach 6wczesnej monarchii austro-wegierskiej'. Gdy Wald osiggnat wiek nasto-
letni, pierwsza wojna $wiatowa trafila juz do podrecznikéw, a jego rodzinne miasto zmienito
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KIEDY W OGOLE TEGO UZYJE? 1

nazwe na Kluz i lezalo w Rumunii. Wald byt wnukiem rabina i synem koszernego piekarza,
lecz niemal od samego poczatku edukacji przejawial sklonnos¢ do matematyki. Szybko do-
strzezono jego talent i zostal postany na studia matematyczne na Uniwersytet Wiedenski,
gdzie zafascynowaly go tematy uwazane za trudne i abstrakcyjne nawet przez matematykow:
teoria mnogosci i przestrzen metryczna.

Na swoje nieszczescie skonczyt studia w potowie lat trzydziestych ubieglego wieku, gdy
Austria byta pograzona w zapa$ci ekonomicznej i nie bylo szans, zeby obcokrajowiec dostat
w Wiedniu posade nauczyciela. Uratowata go propozycja pracy od Oskara Morgensterna.
Morgenstern w pozniejszym okresie wyemigrowal do Stanéw Zjednoczonych i stworzyl pod-
waliny teorii gier, ale w 1933 roku byl kierownikiem Instytutu Badan Ekonomicznych i za-
oferowal Waldowi skromng pensje za wykonywanie nietypowych zadan matematycznych.
To okazalo si¢ dobrym posunieciem dla Walda, ktéry dzieki doswiadczeniu ekonomicznemu
zdobyt stypendium w Cowles Commission, instytucie badan ekonomicznych z siedzibg w Co-
lorado Springs. Mimo pogarszajacej sie sytuacji politycznej Wald nie chcial definitywnie roz-
stawacl sie z czysta matematyka, lecz najazd nazistéw na Austri¢ w znacznym stopniu ufatwit
mu podjecie tej decyzji. Po kilku miesigcach w Colorado otrzymal propozycje profesury na
wydziale statystyki na Uniwersytecie Columbia, spakowal sie wiec po raz drugi i przeprowadzit
do Nowego Jorku.

I tam wla$nie wzigl udzial w wojnie.

Przez wieksza cze$¢ drugiej wojny $wiatowej pracowal w Statistical Research Group (SRG)?,
czyli tajnym programie badawczym, ktory wykorzystywal potege statystyki w dziataniach wo-
jennych. Cos jak Projekt Manhattan, tyle ze zamiast bomb konstruowano réwnania. Co cie-
kawe, grupa faktycznie operowala na Manhattanie pod adresem 410 W 118th St w dzielnicy
Morningside Heights, czyli jedna przecznice od Uniwersytetu Columbia. Aktualnie w budyn-
ku znajduja si¢ mieszkania kadry naukowe;j i kilka gabinetow lekarskich, ale w 1943 roku mie-
$cilo si¢ tam aktywne i pulsujace zywiolowymi dysputami centrum wojennej matematyki.
W Applied Mathematics Group z Uniwersytetu Columbia dziesiatki mtodych kobiet pochylaty
sie nad kalkulatorami biurowymi Marchant, na ktérych liczyly optymalng krzywa, jaka powi-
nien podaza¢ lotnik, aby utrzymac¢ samolot wroga w zasi¢ggu swoich karabinéw. W innym
mieszkaniu grupa badaczy z Princeton opracowywala protokoty strategicznego bombardowania.
A grupa z Columbii zajmujaca si¢ projektem budowy bomby atomowej pracowala za nastep-
nymi drzwiami.

Ze wszystkich tych grup SRG byla jednak najpotezniejsza i, jak sie okazalo, najbardziej
wplywowa. Atmosfere intelektualnej otwartoéci i intensywnoé¢ wydzialu akademickiego pote-
gowaly poczucie wyzszego celu, nieodlacznie zwiazanego z tak wysoka stawka. ,,Rdzne rzeczy
sie dzialy, gdy wydawaliémy rekomendacje — napisal W. Allen Wallis, kierownik grupy. —
Mysliwce wylatywaty do akcji z karabinami naladowanymi zgodnie z zaleceniem Jacoba Wol-
fowitza" o mieszaniu réznych typéw amunicji i wracaty lub nie. My$liwce marynarki wojennej
wystrzelaly rakiety z paliwem zgodnym z wyrywkowa inspekcja Abe’a Girshicka, a rakiety eks-
plodowaly, niszczac nasze samoloty i zabijajac pilotdw, albo trafiaty w cel™.

: Ojca Paula.
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12 JAK SIE NIE POMYLIC

Konieczno$¢ posiadania talentu matematycznego byta wprost proporcjonalna do wagi re-
alizowanego zadania. Jak napisal Wallis, SRG bylo ,najbardziej wyjatkowa grupa statystykow,
jaka kiedykolwiek stworzono, i to zaréwno pod wzgledem liczebnosci, jak i poziomu uczestnikow™.
Nalezeli do niej Frederick Mosteller, przyszly zalozyciel wydziatu statystyki na Harvardzie,
oraz Leonard Jimmie Savage, pionier teorii decyzji i wybitny propagator dziedziny nazwanej
pozniej statystyka bajezjaniska . Norbert Wiener, matematyk MIT i twérca cybernetyki, zagla-
dal tam od czasu do czasu. A Milton Friedman, przyszly noblista z ekonomii, czgsto okazywat
sie dopiero czwartg osobg pod wzgledem intelektu.

Pierwszg osoba pod wzgledem intelektu w tej grupie byt najczesciej Abraham Wald. Ten
byly wyktadowca Allena Wallisa w Columbii funkcjonowat w niej jak swego rodzaju matema-
tyczna eminencja. Jako ,wrogi obcy” nie mial teoretycznie prawa wgladu w tajne raporty, ktére
tworzyl. W grupie funkcjonowat zart, ze sekretarki mialty obowiazek zabiera¢ mu kartke z no-
tatkami, gdy tylko skonczyt na niej pisa¢®>. Wald byl pod pewnymi wzgledami nieprawdopo-
dobnym czlonkiem grupy. Jak zawsze, mial sklonnoé¢ do abstrakeji i nie pociggato go prak-
tyczne zastosowanie wiedzy. Nie dalo sie jednak zaprzeczy¢ jego motywacji do wykorzystania
swoich talentéw przeciwko panstwom Osi. I gdy pojawiala si¢ konieczno$¢ przeksztalcenia
niejasnej idei w twardg matematyke, warto bylo go mie¢ w swoim zespole.

PrzejdZzmy do kwestii praktycznej®. Nie chcesz, zeby Twoje samoloty byly zestrzeliwane przez
wrogie myséliwce, wiec je opancerzasz. Ale w ten sposdb zwigkszasz ich wage, a ci¢zsze samoloty
zuzywaja wiecej paliwa i trudniej nimi manewrowa¢. Nadmierne opancerzenie samolotow jest
problemem, lecz zbyt stabe opancerzenie takze. Gdzie§ pomiedzy miesci si¢ optimum. I po to
wiasnie masz zespot matematykéw w nowojorskim mieszkaniu — zeby wyznaczyt to optimum.
Wojsko zglosito sie do SRG z danymi, ktére uwazalo za przydatne. Amerykanskie samolo-
ty, ktore powrdcily z potyczek na europejskim niebie, byly pokryte dziurami po pociskach. Ale
zniszczenia korpusu nie byly jednolite. Wiecej dziur znajdywano w kadtubach niz w silnikach.

Sekcja samolotu Liczba pociskow na stope kwadratowa
Silnik 1,11

Kadtub 1,73

Zbiorniki paliwa 1,55

Reszta samolotu 1,8

Wojskowi dostrzegli w tym mozliwos$¢ optymalizacji. Uzyskasz ten sam poziom bezpie-
czenstwa z lzejszym opancerzeniem, jesli skupisz si¢ na najbardziej newralgicznych obszarach,
czyli tych, ktore sg najczeéciej trafiane. Jak jednak obliczy¢ gruboé¢ pancerza dla poszczegol-
nych czesci samolotu? Wtasnie z takim pytaniem wojskowi przyszli do Walda, lecz odpowiedz,
jaka uzyskali, byla zupelnie inna.

: Savage byl niemal zupelnie niewidomy, widzial tylko katem jednego oka, a w pewnym okresie Zycia
przez sze$¢ miesiecy zywit sie wylacznie pemikanem, zeby udowodni¢ teze dotyczaca eksploracji Arktyki.
Pomygélatem, ze warto o tym wspomniec.
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KIEDY W OGOLE TEGO UZYJE? 13

Wald odpowiedzial, Ze opancerza¢ nalezy nie te sekcje, ktdre otrzymaly najwiecej trafien,
lecz te, gdzie dziur po pociskach bylo najmniej, czyli silniki.

Jego wktad w sprawe sprowadzal si¢ do prostego pytania: gdzie sg brakujace dziury? Te,
ktore powinny si¢ znajdowac na oslonie silnika, gdyby zniszczenia rozkladaly si¢ rownomier-
nie na caly samolot? Wald znal odpowiedZ na to pytanie. Przyczynag, dla ktérej tyle samolotéw
wrdcito z nielicznymi trafieniami w sekcje silnika, bylo to, ze samoloty trafione w silnik nie
wracaly. To, Ze znaczna liczba samolotéw doleciata do bazy z kadlubem dziurawym jak ser
szwajcarski, do§¢ przekonujaco dowodzi, ze trafienia w kadlub mozna (i nalezy) zignorowac.
Na tej samej zasadzie w szpitalu spotkasz znacznie wigcej 0s6b postrzelonych w noge niz w piers.
Whiosek nie jest jednak taki, ze ludzie sg rzadko trafiani w piers, lecz taki, ze ludzi trafionych
w pier$ z reguly nie ma sensu leczy¢.

Oto stara matematyczna sztuczka, ktéra bardzo pigknie to wszystko ujawnia: zaléz, ze nie-
ktére zmienne sq rowne zeru. W tym przypadku modyfikowang zmienng jest prawdopodo-
bienstwo, ze samolot trafiony w silnik jest w stanie utrzymac si¢ w powietrzu. Zalozenie, ze ta
zmienna wynosi zero, oznacza, ze kazde trafienie w silnik gwarantuje stracenie maszyny na
ziemie. Jak wowczas wygladalyby dane do analizy? Samoloty wracajace z akcji miatyby podziu-
rawione kadluby, skrzydla i dzioby, lecz nienaruszong sekgje silnika. Analitycy wojskowi moga
to wyjasni¢ na dwa sposoby: albo niemieckie pociski z jakiego$§ powodu trafiaja we wszystkie
sekcje samolotu poza silnikiem, albo silnik jest skrajnie wrazliwg sekcja. Oba sposoby ttumacza
uzyskane dane, ale drugi jest znacznie bardziej sensowny. Opancerzaé powinno si¢ te sekcje,
w ktérych bylo najmniej pociskéw.

Rekomendacja Walda zostata szybko wprowadzona w Zycie, a marynarka wojenna i sity
powietrzne korzystaly z niej takze w wojnach w Korei i Wietnamie’. Nie jestem w stanie po-
wiedzie¢, ile amerykanskich samolotéw dzigki temu ocalalo, chociaz analityczni spadkobiercy
SRG pracujacy wspolczes$nie dla wojska z pewnoscig mogliby sporo na ten temat powiedziec.
Amerykanskie sily zbrojne zawsze zdawaly sobie sprawe z tego, ze wojny nie wygrywa ten kraj,
ktoérego obywatele s3 odwazniejsi, dumniejsi lub nieznacznie bardziej lubiani przez Boga. Zwy-
cigza zazwyczaj ta strona, ktéra ma o 5% mniej stragconych samolotéw, zuzywa o 5% mniej pa-
liwa lub zapewni piechocie o 5% wiecej wartosci odzywczych przy jednoczesnym obnizeniu
kosztéw do 95% poprzednich wydatkéw. To nie sg fakty, na podstawie ktérych kreci sie filmy
wojenne, lecz tak wygladaja realia wojen. I na kazdym kroku mamy do czynienia z matematyka.

Dlaczego Wald dostrzegl cos, czego nie dostrzegli wojskowi, dysponujacy znacznie wieksza
wiedzg 1 do$wiadczeniem w kwestii potyczek powietrznych? Wszystko sprowadza sie do jego
matematycznych nawykéw w rozumowaniu. Matematycy zawsze pytaja: ,,Jakie przyjates zato-
zenia? Czy s3 uzasadnione?”. To bywa irytujace, ale jednoczeénie jest tez bardzo produktywne.
W tym przypadku wojskowi nie§wiadomie przyjeli zalozenie, ze samoloty, ktére powrdcily, to
reprezentatywna probka wszystkich samolotéw. Gdyby to bylo prawda, uzasadnione byloby
wycigganie wnioskéw o rozkladzie trafien na wszystkich samolotach na podstawie tych, ktére
wrocity. Ale w tej samej chwili, gdy uswiadomisz sobie, ze stawiasz taka hipoteze, dotrze do
Ciebie jej catkowita bledno$¢. Nic nie przemawia za tym, ze samolot ma jednakowe szanse na
powrdt niezaleznie od tego, gdzie zostanie trafiony. Ujmujac to matematycznym zargonem, do
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ktérego wrdécimy w rozdziale 15., istnieje korelacja miedzy prawdopodobienstwem powrotu
z misji i lokalizacjg dziur po pociskach.

Kolejng przewaga Walda byla jego stabo$¢ do abstrakeji. Wolfowitz — student Walda na
Uniwersytecie Columbia — napisal, ze Wald lubowat si¢ w ,,najbardziej abstrakcyjnych pro-
blemach” i ze ,,zawsze byt chetny do dyskusji matematycznych, ale nie interesowaly go uprosz-
czenia i praktyczne zastosowania”®.

Nie sposob zaprzeczy¢, ze z racji swej osobowosci Waldowi trudno bylo zajmowac si¢ prak-
tycznymi problemami. Szczegdly dotyczace samolotéw i dzial byly w jego oczach nadmiarowa
tapicerka, ktérg ignorowal, by przyjrze¢ si¢ drewnianemu szkieletowi spajajacemu calg te hi-
storie. Czasem takie podejscie skutkuje zignorowaniem istotnych detali. Pozwala jednak dostrzec
wspolng strukture probleméw, ktdre na pierwszy rzut oka wydaja si¢ zupelnie inne. Oznacza to,
ze mozesz korzysta¢ ze swego do$wiadczenia nawet w dziedzinach, na ktérych na pozér w ogodle
si¢ nie znasz.

Dla matematyka ukrytg struktura problemu dziur po pociskach jest zjawisko zwane bledem
przezywalnosci (ang. survivorship bias), ktore pojawia sie regularnie we wszelkiego rodzaju kontek-
stach. Ale wystarczy, ze je poznasz — jak Wald — a bedziesz je dostrzega¢ wszedzie, gdzie sie ukrywa.

Podobnie jest z funduszami inwestycyjnymi. Ocena wynikéw funduszy to temat, w ktérym
nie mozesz sobie pozwoli¢ nawet na drobny btad. 1% réznicy w rocznym wzroécie warto$ci
moze przesadzi¢ o tym, czy fundusz jest interesujacy, czy beznadziejny. Przypisane przez por-
tal Morningstar do kategorii ,Large Blend” fundusze, ktore inwestuja w duze przedsiebiorstwa
nalezace zazwyczaj do listy S&P 500, sprawiaja wrazenie interesujacych. Od 1995 do 2004 roku
zwickszyly wartos¢ érednio o 178,4%, co daje solidne 10,8% rocznie”. Wyglada na to, ze gdybys
miat jaka$ zbedng gotowke, dobrze by bylo w nie zainwestowa¢, prawda?

Ot6z nie. Przeprowadzone w 2006 roku przez Savant Capital badania pokazaly te liczby
w nieco mniej przychylnym $wietle’. Zastanow sie jeszcze raz nad tym, w jaki sposéb portal
Morningstar generuje te wyniki. Jest rok 2004, a my bierzemy wszystkie fundusze sklasyfiko-
wane jako ,Large Blend” i sprawdzamy, o ile wzrosty przez ostatnie dziesie¢ lat.

Czegos$ tu jednak brakuje: funduszy, ktérych nie ma. Fundusze nie zyja wiecznie. Jedne pro-
sperujg, inne upadajg. Te, ktdére upadly, z zasady nie zarabialy pieniedzy. Dlatego ocena dzie-
siecioletnich wynikéw funduszy na podstawie tych, ktore przetrwaly, jest jak snucie wnioskow
o zrecznosci pilotow w unikaniu kul na podstawie samolotow, ktore wrocily do bazy. Zalézmy,
ze zaden samolot nie ma wiecej niz jednej dziury po pocisku. Czy to oznacza, ze nasi piloci
majg wybitne umiejetnoéci unikania nieprzyjacielskiego ostrzalu? Czy moze raczej nalezaloby
sadzi¢, ze samoloty trafione wigcej niz jeden raz spadty w ptomieniach na ziemig?

Jak wynika z badan Savant Capital, po uwzglednieniu wynikéw upadlych funduszy stopa
zwrotu spada do 134,5%, co daje znacznie mniej imponujace 8,9% rocznie. Potwierdzity to takze
pdzniejsze analizy. Przeprowadzone w 2011 roku przez ,Review of Finance” gruntowne bada-
nia obejmujace blisko 5000 funduszy wykazaly, ze wyniki 2641 funduszy, ktére przetrwaly, sa
o0 okoto 20% wyzsze niz te same wyniki po uwzglednieniu tych, ktére nie przetrwalty'. Ta zna-
czgca rozbiezno$¢ wynikajaca z bledu przezywalnoséci mogla by¢ zaskoczeniem dla inwesto-
réw, ale Abraham Wald prawdopodobnie nie widzialby w niej nic niezwyklego.

" Trzeba zaznaczy¢, ze indeks S&P 500 poradzit sobie jeszcze lepiej, odnotowujac w tym samym okresie
wzrost 0 212,5%.
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MATEMATYKA JEST ROZWINIECIEM ZDROWEGO ROZSADKU
PRZY UZYCIU INNYCH SRODKOW

W tym momencie moj nastoletni rozméwca zapewne by mi przerwat i calkiem rozsadnie spytal:
gdzie w tym jest matematyka? Co prawda Wald byt matematykiem i nie sposéb zaprzeczy¢, ze
zaoferowal pomystowe rozwigzanie problemu dziur po pociskach, ale co w nim matematycznego?
Nie wykorzystal zadnych tozsamo$ci trygonometrycznych, calek, nieréwnoéci czy wzorow.

Przede wszystkim musze zaznaczy¢, ze Wald uzyl wzoréw. Opowiedzialem te historie bez
nich, bo to tylko wprowadzenie. Gdybys pisal ksigzke dla dzieci o rozmnazaniu czlowieka, nie
zaglebialbys si¢ we wprowadzeniu w calg te hydraulike zwiazang z umieszczeniem dzidziusia
w brzuszku mamusi. Zamiast tego zaczalbys od czegos$ takiego: ,,Wszystko w naturze si¢ zmienia.
Drzewa tracg liscie na zime, aby wiosng rozkwitng¢ na nowo. Niepozorna gasienica wchodzi
w faze poczwarki i zmienia si¢ w ol$niewajacego motyla. Ty takze jeste$ czescia naturyi...”.

To wiasnie ta cz¢$¢ mojej ksigzki.

Ale jestesmy doroéli. Darujmy sobie na chwile subtelnos$ci, zeby zobaczy¢ przykladows
strone raportu Walda''.

mozna by wyznaczy¢ dolne ograniczenie na Q,. Zalozenie jest
takie, ze spadek z qi do qi+l lezy miedzy granicami wtasciwymi.
Dlatego mozna wyznaczy¢ zardéwno gorne, jak i dolne ograniczenie
dla Q..

i

Zakladamy, ze

)\lqj < 9ia < )\ij ’
gdzie A, < A, < 1 i takie, ze rdwnanie

n aj L
——— £ - a
j§1 3G -1 ° ®
A 2

jest speknione.

Dokladne rozwigzanie jest zmudne, mozna jednak wyznaczy¢
przyblizone wartosci gérnej i dolnej granicy Q, dla i < n za pomoca
ponizszej procedury. Zbiér wykorzystanych przez nas hipotetycznych

danych to
a, = 0,780 a, = 0,010
a, = 0,070 a, = 0,005
a, = 0,040 a, = 0,005
A, = 0,800 \, = 0,900

Warunek A jest speiniony, gdyz przez podmiane
czyli mniej niz
DOLNY LIMIT Q

Pierwszym krokiem jest rozwigzanie rdwnania 66. Wymaga to
rozwigzania ponizszych czterech réwnan dla dodatnich pierwiastkoéw

8 81 8y 85
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Mam nadzieje, ze nie bylo to dla Ciebie zbyt szokujace.

Trzeba jednak zaznaczy¢, ze pomyst stojacy u podstaw wnioskéw Walda nie wymagat po-
kazanych powyzej formalnoéci. Wyjasnilismy go bez wykorzystania jakichkolwiek réwnan.
Dlatego pytanie mojego ucznia nadal pozostaje bez odpowiedzi. Gdzie w tym jest matematyka?
Moze to raczej zwykty zdrowy rozsadek?

Tak. Matematyka to wlasnie zdrowy rozsadek. Na podstawowym poziomie nie ma zadnych
watpliwosci w tej kwestii. Jak wyjasni¢ komus, ze dodanie siedmiu przedmiotéw do pieciu
przedmiotéw da ten sam wynik co dodanie pigciu przedmiotéw do siedmiu przedmiotéw? Nie
da sie. Ten fakt jest nieodlacznie wpisany w nasz sposéb myslenia o dodawaniu przedmiotdw.
Matematycy lubig nadawaé nazwy zjawiskom opisywanym przez nasz zdrowy rozsadek i za-
miast powiedzie¢: ,,Ta rzecz plus tamta rzecz to to samo co tamta rzecz plus ta rzecz”, stwier-
dzimy: ,Dodawanie jest przemienne”. Albo, jako Ze lubimy symbole, napiszemy:

Dla kazdego aib a+b = b+a.

Mimo tak oficjalnego wzoru méwimy o fakcie instynktownie rozumianym nawet przez dzieci.
Mnozenie to nieco inna historia. Wzdér wyglada do$¢ podobnie:

Dla kazdego a i b axb = bxa.

Na widok tego réwnania umyst nie zareaguje takim samym: ,,No, ba”, jak w przypadku do-
dawania. Czy to, ze dwa zestawy szesciu rzeczy sa rowne szesciu zestawom dwdch rzeczy, takze
jest kwestig ,,zdrowego rozsagdku”?

Nie wiem. Wiem jednak, ze moze sta¢ si¢ zdroworozsadkowa kwestig. Oto moje najwcze-
$niejsze matematyczne wspomnienie. Leze na podtodze w domu rodzicéw z policzkiem przyci-
$nietym do kosmatego dywanu i patrze na glto$niki wiezy stereo. Bardzo mozliwe, ze stucham
drugiej strony niebieskiego albumu Beatleséw. By¢ moze mam sze$¢ lat. Sg lata sze§¢dziesiate,
wigc glosniki maja fronty z prasowanego drewna z malymi okraglymi otworami tworzacymi
duzy prostokat. Osiem otworéw w poprzek, sze$¢ otwordow z gory na dot. Leze wiec sobie i patrze
na te dziurki. Szes¢ rzedéw. Osiem kolumn. Zmieniajac sposob patrzenia, widz¢ na zmianeg albo
rzedy, albo kolumny. Sze$¢ rzedéw po osiem otwordéw lub osiem kolumn po sze$¢ otwordw.

I wtedy to do mnie dociera. Osiem szdstek to tyle samo co szes¢ 6semek. Nie dlatego, ze tak
mi powiedziano, lecz dlatego, Ze po prostu nie moze by¢ inaczej. Liczba otworéw w panelu jest
taka sama, niezaleznie od metody uzytej do ich obliczenia.

Oo000 0020
oo R XeXeX-X-X2

O0O0O0OOOODO
OO0O0O0OO0OPDOO6

Oooobooo
Panel gtosnika rodzicow, 1977
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Zwykle uczy sie matematyki jako dlugiej listy regul. Przyswajasz je po kolei i musisz ich
przestrzegaé, bo jak nie, to dostaniesz jedynke. To nie jest matematyka. Matematyka to badanie
zjawisk, ktére zachodza w jaki$ sposob, gdyz nie ma mozliwosci, aby zachodzily w inny.

Powiedzmy sobie jednak szczerze, ze nie wszystko w matematyce mozna wyrazi¢ tak
przejrzyscie i intuicyjnie jak dodawanie i odejmowanie. Nie da si¢ obliczy¢ catki za pomo-
ca zdrowego rozsagdku. Mimo to catka bazuje na zdrowym rozsadku — Newton wykorzy-
stal nasze wrodzone przeczucie dotyczace obiektow poruszajacych sie w linii prostej,
sformalizowat je, a nastepnie na podstawie tej formalnej struktury zbudowal uniwersalny
opis ruchu. Gdy znasz teori¢ Newtona, mozesz wykorzysta¢ ja w rozwigzywaniu probleméw,
od ktérych z pewnoscig rozbolalaby Cie gtowa, gdyby$ nie mial do dyspozycji odpowied-
nich réwnan. Na tej samej zasadzie tworzymy mentalne systemy oceny prawdopodobien-
stwa uzyskania okreslonego wyniku. Sg one jednak utomne i mato wiarygodne, szczegdlnie
gdy dotycza skrajnie rzadkich zdarzen. W takich sytuacjach wspomagamy swoja intuicje
ugruntowanymi twierdzeniami oraz technikami i fabrykujemy z nich matematyczng teorie
prawdopodobienstwa.

Specjalistyczny jezyk, jakim rozmawiaja ze sobg matematycy, to pot¢zne narzedzie do pre-
cyzyjnego i szybkiego przekazywania skomplikowanych idei. Ale jego obcos¢ moze u oséb
z zewnatrz wywolywaé wrazenie zamknietego systemu my$lenia, niedostgpnego dla normal-
nych ludzi. W rzeczywistosci jest jednak wrecz przeciwnie.

Matematyke mozna przyréwna¢ do napedzanej atomowo protezy, ktdrg przytwierdza sie
do swojego zdrowego rozsadku, potegujac jego zasieg i mozliwosci. Mimo tej potegi i mimo
czasem odpychajacych i abstrakcyjnych formut i réwnan kryjace sie za tym wszystkim my-
$lenie nie rézni si¢ az tak bardzo od sposobu, w jaki analizujemy bardziej praktyczne pro-
blemy. W wyobrazeniu tego pomaga mi obraz Iron Mana, robigcego pigscig dziure w $cia-
nie. Z jednej strony przebijajaca $ciane sita nie pochodzi z mig$ni Tony’ego Starka, lecz jest
wynikiem dzialania serii perfekcyjnie zsynchronizowanych serwomechanizmoéw, napedza-
nych przez kompaktowy generator czasteczek beta. Z drugiej strony, z punktu widzenia
Tony’ego Starka, to on uderza piescig w $ciane, dokltadnie tak, jak zrobilby to bez zbroi, tyle
ze ze znacznie wiekszg sila.

Parafrazujac Clausewitza: matematyka jest jedynie rozwinieciem zdrowego rozsadku przy
uzyciu innych rodkow.

Bez oferowanych przez nig rygorystycznych struktur zdrowy rozsadek moze sprowadzi¢
Cie na manowce. To wiasnie przytrafito sie wojskowym, ktorzy chcieli opancerzy¢ te elementy
samolotu, ktore byly juz wystarczajaco opancerzone. Ale bez zdrowego rozsadku — bez tych
cigglych konfrontacji miedzy abstrakcyjnym mysleniem a przeczuciami dotyczacymi iloéci,
czasu, przestrzeni, ruchu, zachowania i niedoméwien — matematyka bylaby tylko sterylnym
¢wiczeniem sprowadzajacym sie do przestrzegania regul i ksiegowania. Innymi stowy, bylaby
tym, czym wydaje sie by¢ marudnym studentom.

To prawdziwe zagrozenie. John von Neumann w swoim eseju z 1947 roku The Mathe-
matician ostrzegat:

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke


http://helion.pl/page354U~rf/jaksnp
http://helion.pl/page354U~rf/jaksnp
http://helion.pl/page354U~rt/jaksnp

18 JAK SIE NIE POMYLIC

Oddalanie sie¢ matematyki od empirycznych korzeni lub, co gorsza, tworzenie drugich i trze-
cich generacji tylko posrednio zainspirowanych ideami zakorzenionymi w ,,rzeczywisto$ci”
niesie ze sobg bardzo powazne zagrozenie. Matematyka staje si¢ coraz bardziej czysto este-
tyczng sztukg dla sztuki. Nie ma w tym niczego zlego, jesli jest otoczona przez powigzane
dziedziny o wcigz obowiazujacych $cistych wigziach empirycznych lub jesli majg na nia
wplyw ludzie o wyjatkowo dobrze wyrobionym guscie. Istnieje jednak niebezpieczenstwo
podazenia po linii najmniejszego oporu i ze gtéwny konar w oddaleniu od korzeni rozszcze-
pi si¢ na mndstwo nieistotnych gatezi, a dyscyplina zamieni si¢ w zdezorganizowang mase
skomplikowanych szczegétow. Innymi stowy, wraz z oddalaniem si¢ od empirycznych zro-
del i tworzeniem coraz bardziej ,abstrakcyjnych” odgalezien roénie grozba, ze matematyka
ulegnie degeneracji*.

Z JAKA MATEMATYKA SPOTKASZ SIE W TEJ KSIAZCE?

Jesli znasz matematyke wylacznie ze szkoly, wmoéwione Ci wyobrazenie na jej temat jest bardzo
ograniczone i pod pewnymi istotnymi wzgledami falszywe. Matematyka w szkole skfada si¢
w znacznej mierze z sekwencji niepodwazalnych faktéw i pochodzacych od wyzszego autory-
tetu regut, ktérych si¢ nie kwestionuje. Kwestie matematyczne s przedstawiane jako ustalone
raz na zawsze.

To jednak nieprawda. Nawet w tak prostych przedmiotach badan jak liczby i figury geo-
metryczne nasza ignorancja znacznie przewyzsza nasza wiedze. A to, co wiemy, wymagalo ol-
brzymiego wysitku, licznych dysput i wielu momentéw zwatpienia. Lecz caly ten pot i chaos
zostaly w Twoim podreczniku starannie pominiete.

Sa oczywiscie fakty i fakty. Nigdy nie bylo zbyt wielkich kontrowersji wokot tego, ze 1+2 = 3.
Pytanie o to, w jaki sposob i czy w ogéle da si¢ tak naprawde udowodnié, ze 1+2 = 3, ktére
oscyluje niepewnie miedzy matematyka a filozofia, to zupelnie inna historia — wrécimy do te-
go na koncu ksigzki. To obliczenie jest jednak ze wszech miar prawdziwe. Chaos jest zwigzany
z czymS§ innym i kilka razy pojawi sie w naszym polu widzenia.

Fakty matematyczne moga by¢ proste lub skomplikowane oraz plytkie lub gtebokie. Tym
samym mozemy podzieli¢ matematyczny wszech§wiat na cztery ¢wiartki.

Von Neumann mial bardzo zdecydowany poglad na istot¢ matematyki, trzeba jednak przyzna¢, ze
okreslenie matematyki uprawianej wyltacznie dla waloréw estetycznych jako ,zdegenerowanej” moze
budzi¢ niesmak. Von Neumann napisal to dziesi¢¢ lat po wystawie entartene Kunst (,zdegenerowane;j
sztuki”) w hitlerowskim Berlinie, ktdrej celem byto pokazanie, ze ,sztuka dla sztuki” jest czyms uwiel-
bianym przez Zydéw i komunistéw i ma na celu podminowanie zdrowej ,realistycznej” sztuki pozada-
nej w odrodzonym germanskim panstwie. Te okolicznosci wzbudzajg che¢é obrony matematyki, ktéra
pozornie nie ma Zadnego celu. Komentator o innych zapatrywaniach politycznych niz moje moéglby w tym
momencie wspomnie¢ o sumiennej pracy von Neumanna nad skonstruowaniem i produkcja broni
atomowe;j.
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Proste Skomplikowane

Podstawowe fakty arytmetyczne w rodzaju 1+2 = 3 sa proste i plytkie. Podobnie jak pod-
stawowe tozsamosci, takie jak sin(2x)=2 sin x cos x lub rozwigzanie réwnania kwadratowego.
Przekonanie si¢ do nich jest nieco trudniejsze niz do 142 = 3, nie wymagaja jednak zadnych
niezwyklych konceptualnych sztuczek.

W ¢wiartce ,,skomplikowane i plytkie” znajdujg sie takie problemy jak mnozenie dziesie-
ciocyfrowych liczb, obliczanie zawilej catki oznaczonej lub — po kilku latach studiéw — wy-
znaczenie $ladu Frobeniusa formy modularnej o przewodniku 2377. Mozna sobie wyobrazi¢
taka sytuacje, w ktdrej z jakiego$ powodu musisz umie¢ rozwigza¢ takie problemy, i nie sposéb
zaprzeczy¢, ze zrobienie tego tylko za pomocg kartki i dtugopisu bytoby albo irytujace, albo
niemozliwe. A w przypadku tego ostatniego problemu samo zrozumienie pytania wymaga
dos¢ dobrego wyksztalcenia w tej dziedzinie. Nie zmienia to faktu, ze znajomo$¢ takich zagad-
nien nie wzbogaca zbytnio Twojej wiedzy o $wiecie.

Cwiartka ,,skomplikowane i glebokie” to miejsce, w ktérym zawodowi matematycy, tacy
jak ja, staraja sie spedzac jak najwiecej czasu. To tu zamieszkuja najstynniejsze twierdzenia
i hipotezy: hipoteza Riemanna, wielkie twierdzenie Fermata', hipoteza Poincarégo, P kontra
NP, twierdzenie Godla... Kazde z tych twierdzen zawiera idee o glebokim, fundamentalnym
znaczeniu, ktore s3 jednocze$nie oszalamiajaco piekne i brutalnie techniczne, i kazde z nich
mogloby by¢ bohaterem osobnej ksigzki'2.

Ale ta ksigzka jest inna. W tej ksigzce bedziemy trzymac si¢ lewej gornej ¢wiartki: prostej
i glebokiej. Zajmiemy si¢ ideami matematycznymi, ktérych znajomos¢ jest pozyteczna i do
ktérych mozna podej$¢ bezposrednio, niezaleznie od tego, czy w matematycznej edukacji

" Ktére wéréd naukowcéw jest aktualnie nazywane twierdzeniem Wilesa, poniewaz Andrew Wiles je
udowodnit (z krytycznym wsparciem Richarda Taylora), a Fermat nie. Podejrzewam jednak, ze trady-
cyjna nazwa nie zostanie przez to wyparta.
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zatrzymale$ sie na poczatkach algebry, czy zaszedte$ znacznie dalej. Nie sa to jednak ,,zwykle
fakty” w rodzaju prostych twierdzen arytmetycznych. Sa to zasady, ktorych zastosowanie wy-
kracza daleko poza to, co powszechnie uwaza si¢ za matematyczne. To uzyteczne narzedzia,
a wlasciwe korzystanie z nich pomaga w unikaniu pomylek.

Czysta matematyka to co$ w rodzaju klasztoru — ciche miejsce starannie odseparowane od
zgubnych wplywoéw chaosu i nieladu $wiata. Dorastalem w otoczeniu takich muréw. Moim
matematyczni znajomi dawali si¢ skusi¢ fizyce, genomice czy mrocznej sztuce zarzagdzania
funduszami hedgingowymi, ale ja nie czutem pociagu do takich eksceséw’. Po skoficzeniu stu-
diow poswiecitem sie teorii liczb, nazwanej przez Gaussa ,krolowa matematyki” — najczyst-
szej z dziedzin, $wigtemu ogrodowi w samym $rodku klasztoru, gdzie rozwaza sie te same kwe-
stie na temat liczb i réwnan, ktére spedzaly sen z powiek Grekom i mimo uptywu dwudziestu
pieciu stuleci nie staly si¢ ani odrobing mniej irytujace.

Poczatkowo zajmowatem si¢ teorig liczb w klasyczny sposob, przeprowadzajac dowody
twierdzen dotyczacych sum czwartych poteg liczb naturalnych, co teoretycznie, pod naci-
skiem, moglem wyjasni¢ rodzinie w $wieta, nawet jesli nie bytlbym w stanie wyjasni¢ im, jak
udowodnitem to, co udowodnilem. Szybko jednak wciagnety mnie jeszcze bardziej abstrakceyj-
ne kwestie i problemy — rezydualne modularne reprezentacje Galois, kohomologia schema-
tow moduli, uklady dynamiczne na przestrzeniach jednorodnych i tego typu rzeczy — o kto-
rych nie da si¢ porozmawiaé z kim$ spoza archipelagu seminaryjnych korytarzy i salonéw dla
kadry wykladowczej na Oksfordzie, w Princeton, Kioto, Paryzu czy w Madison w Wisconsin,
gdzie jestem w tej chwili profesorem. Gdy Ci powiem, ze s3 to ekscytujace, znaczace i piekne
problemy, ktére nigdy mi sie nie znudza, bedziesz mi musiat uwierzy¢ na stowo, gdyz potrzeba
naprawde dlugiej edukacji, zeby w ogdle dotrze¢ do poziomu umozliwiajacego zobaczenie
przedmiotu badan.

Stalo si¢ jednak co$ dziwnego. Im bardziej abstrakcyjne i odlegle od zycia byly moje badania,
tym wyrazniej zaczatem dostrzega¢ matematyke w zewnetrznym $wiecie. Nie reprezentacje
Galois czy kohomologie, lecz idee prostsze, starsze i rdwnie glebokie, nalezace do pétnocnoza-
chodniej ¢wiartki konceptualnego kwadratu. Zaczatem pisa¢ artykuly do magazynéw i czaso-
pism o tym, jak wyglada $wiat przez matematyczne okulary, i ku swojemu zdziwieniu odkry-
tem, ze chetnie czytali je nawet ludzie, ktorzy twierdzili, ze nienawidza matmy. To byly swego
rodzaju lekeje, ale zupelnie inne od tego, co robiliémy na salach wyktadowych.

Mialy one jednak jedna wspolng ceche z zajeciami dla studentéw: czytelnik dostawal zada-
nie do wykonania. Wré¢my do von Neumanna i The Mathematician:

Trudniej zrozumie¢ mechanike samolotu i teorie dotyczace sit, ktére go unosza i napedzaja, niz
wsigé¢ do niego jako pasazer czy nawet go pilotowac. Dziwne jest oczekiwanie, ze kto§ zro-
zumie proces bez wczesniejszego gruntownego zaznajomienia si¢ z nim, korzystania z niego
i zasymilowania go na instynktownym i empirycznym poziomie.

: Muszg jednak przyzna¢, ze w mlodosci przez pewien czas sadzitem, ze chce by¢ Powaznym Powiescio-
pisarzem. Napisalem nawet Powazna Powies¢ zatytutowana The Grasshopper King, ktdra zostata opu-
blikowana. Odkrytem jednak, ze polowe kazdego dnia poswigconego na Powazne Powiesciopisarstwo
spedzatem na bezcelowym kreceniu si¢ po domu i zalowaniu, ze nie rozwiazuje jakich$ probleméw
matematycznych.
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Inaczej méwiac, trudno zrozumie¢ matematyke, jesli si¢ jej nie praktykuje. Droga do geo-
metrii nie jest usiana r6zami, jak Euklides powiedzial Ptolemeuszowi lub, w zaleznosci od zrédta,
Menaichmos powiedzial Aleksandrowi Wielkiemu. (Powiedzmy sobie szczerze: stynne mak-
symy przypisywane starozytnym uczonym sg prawdopodobnie zmy¢lone, ale to nie umniejsza
ich waloréw edukacyjnych).

To nie jest ten rodzaj ksigzki, w ktorej zamaszystymi i niejasnymi gestami wskazuje w stro-
ne monumentéw wielkich matematykéw i kaze Ci podziwiac je ze stosownie duzej odleglosci.
Tutaj pobrudzisz sobie rece. Zdarzy nam si¢ co$ policzy¢. Pojawi si¢ pare wzoréw i roéwnan,
gdy beda mi potrzebne, zeby czego$ dowies¢. Nie musisz jednak zna¢ sie na zadnej wyzszej
matematyce — wystarczy zwykla arytmetyka, chociaz bede wyjasnial sporo wykraczajacych
poza nig kwestii. Narysuje pare prymitywnych wykreséw czy tabel. Natrafisz na tematy ze
szkoly, wyciagniete poza ich typowe $rodowisko. Zobaczysz na przykltad, w jaki sposéb funkcje
trygonometryczne opisujg wzajemng zaleznos¢ dwoch zmiennych, co rachunek catkowy ma
do powiedzenia na temat relacji zjawisk liniowych i nieliniowych oraz jak wykorzysta¢ réwna-
nie kwadratowe jako kognitywny model w procesie badawczym. Sporadycznie natrafisz tu na
matematyke wypchnieta na studia lub jeszcze dalej — na przyklad kryzys w teorii zbioréw,
ktdry stuzy jako metafora praworzadnosci Sadu Najwyzszego Stanoéw Zjednoczonych i sedzio-
wania w baseballu, ostatnie odkrycia w analitycznej teorii liczb, demonstrujace wspotzaleznosé
miedzy strukturg i przypadkowodcia, czy teorie informacji i struktur kombinatorycznych, za
pomocy ktérych wyjasnie, jak grupa studentéw MIT wygrala miliony dolaréw dzigki zrozu-
mieniu zasad loterii stanowej w Massachusetts.

Od czasu do czasu trafisz na plotke o jakim$ wybitnym matematyku lub na odrobine spe-
kulacji filozoficznych. Raz czy dwa razy zdarzy si¢ mi nawet co$ dowies¢. Nie bedzie jednak
zadnych zadan domowych i sprawdzianéw.
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igta Buffona, 178
inkubacja, 86
istotnos¢, 102
izobara, 254
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kat miedzy wektorami, 270
Kod Biblii, 84
kod
Hamminga, 221, 228
korygujacy, 220
koto, 38
kompresja, 263
korelacja, 256, 273
Galtona, 267
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Mankiwa, 201
stozkowa, 258
uzytecznosci, 201
kwadrat
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kwadryka, 259
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logistyczna, 141
réwnanie
Fermata, 122
kwadratowe, 93
Russell, 322
ryzyko, 204
wzgledne, 103
rzut moneta, 61
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stowa kodowe, 221

sondaz, 334
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system
Bertillona, 262
natychmiastowej dogrywki, 304
szereg rozbiezny, 199

teoria
Bernoullego, 199
granicy Cauchy’ego, 46
homotopii, 323
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Matemalyka jest czeScia naszego Swiata. Jest nieodlacznie zwiazana z naszym sposobem myélenia
i rozumienia rzeczywisto$ci. Matematyka to nauka, ktorej techniki i narzedzia zostaly wypracowa-
ne przez setki lat sumiennej pracy i dyskusji. Dzieki niej spogladasz na §wial w glebszy, zdrowszy
i bardziej wnikliwy sposob. Aby jednak choé troche nauczyé si¢ matematyki, trzeba ja praktykowac.

Wymaga to czasu i wysilku, ale matematyezne mys$lenie wyjatkowo sie przydaje!

Trzymasz w reku ksiazke, dzieki kiérej nauczysz sie malemaltycznego mys$lenia. Matematyka jest tu
traktowana jako rozwiniecie zdrowego rozsadku, narzedzie pozwalajace na odnajdywanie ukrytych
zaleznosci, wyszukiwanie rozwigzan pozornie nierozwigzywalnych problemow i swobodne porusza-
nie sie po zupehie réznych dziedzinach. Opisano tu dosé zlozone zagadnienia, takie jak proble-
my optymalizacji, inzynieria wsteczna, rachunek prawdopodobienstwa, i pokazano, w jaki sposob
mozna je wykorzystywac kazdego dnia podezas podejmowania réznych decyzji, dokonywania ocen
czy wyboréw. Predko sie przekonasz, jak bardzo praktykowanie matematyki ¢wiczy umysli wyrabia

umiejetnoscé szybkiej i trafnej oceny rzeczywislosei!

Dzie¢ki tej zajmujaceej ksigzce niematematyk:

= zrozumie podstawowe idee matematyczne,

= rozwinie umiejetno$¢ matematycznego myslenia,

«  nauczy si¢ wnioskowac¢ z zelazng matematyczng precyzja,
»  by¢ moze polubi matematyke,

« na pewno o wiele rzadziej bedzie si¢ myli¢!

wyklada matematyke na Uniwersytecie Wisconsin-Madison. Jest
badaczem, ktéry specjalizuje sie w teorii liczb i geometrii algebraicznej. Aktywnie popularyzuje
wiedze o matematyce: pisze dla ,New York Timesa”, ,Washington Post”, ,Wired”, ,Wall Street
Journal” czy ,,Boston Globe”. Od 2012 roku jest czlonkiem Amerykanskiego Towarzystwa Mate-

malycznego.
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