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R O Z D Z 1| A Lt

Klasyfikacja
na podstawie
najblizszego sasiedztwa

Algorytm najblizszego sasiedztwa dokonuje klasyfikacji elementéw danych na podstawie ich
sgsiadéw. Klasa instancji danych okreslona przez algorytm k najblizszych sasiadéw (ang. k-ne-
arest neighbors, w skrécie k-NN) jest klasa o najwyzszej reprezentacji wéréd k sasiadéw poto-
zonych najblizej w sensie przyjetej metryki.

W tym rozdziale wyjasniam szczegétowo:
jak zaimplementowaé podstawowg wersje algorytmu k-NN — na przykladzie
subiektywnego odczuwania temperatury;
jak wybiera¢ wlasciwa warto$é k, by algorytm dziatal prawidlowo i dawal wyniki
o duzej dokladno$ci— na podstawie mapy Wloch;
jak przeskalowywaé warto$ci w celu przygotowania ich jako dane wejsciowe
do algorytmu k-NN — na przykladzie domniemania wlasnosci nieruchomosci;
jak definiowaé wlasciwg metryke wyznaczajaca odleglos$ci miedzy punktami
danych;
jak eliminowaé nieistotne wymiary z wysokowymiarowych przestrzeni w celu
zapewnienia doktadnos$ci wynikéw algorytmu — na przyktadzie klasyfikacji tekstu.

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke
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Subiektywne odczuwanie temperatury

Zal6zmy, ze pewna sympatyczna Marysia subiektywnie odczuwa zimno przy temperaturze
10°C, lecz 25°C oznacza dla niej cieplo. Jakie bedzie jej subiektywne odczucie w kategoriach
~zimno-cieplo” w pokoju o temperaturze 22°C? Intuicyjnie, poniewaz temperatura 22°C jest
wyraznie blizsza 25°C niz 10°C — innymi stowy: blizej jej do ,,prawego” niz ,lewego” sasiada —
zgodnie z algorytmem 1-NN wspomniany pokdj bedzie wydawaé sie Marysi pokojem cieplym.

Skomplikujmy nieco 6w prosty przyktad. Wiemy wszyscy, chociazby z prognoz pogody, ze
na subiektywne odczuwanie ciepta-zimna istotny wplyw ma, oprécz fizycznej temperatury
powietrza, kilka innych czynnikéw, miedzy innymi predkosé¢ wiatru. Po uwzglednieniu tejze
Marysia sklonna jest klasyfikowa¢ swe odczucia zgodnie z tabela 1.1.

Tabela 1.1. Subiektywne odczuwanie temperatury

Temperatura w °C Predkos¢ wiatru w km/h Subiektywne odczucie
10 0 Zimno
25 0 Ciepto
15 5 Zimno
20 3 Ciepto
18 7 Zimno
20 10 Zimno
22 5 Ciepto
24 6 Ciepto

W ukladzie graficznym zalezno$ci te prezentujg sie tak, jak na rysunku 1.1:

Subiektywne odczucie ,zimno-ciepto”

" w
Hl Zimno
Cieplo
8
&£
£ o
-~
2 B
2
®
3 =
o 4
£
T
5
a
2
0 &5,
5 10 15 20 25 30

Temperatura w °C

Rysunek 1.1. Subiektywne odczuwanie zimna i ciepfa w zaleznosci od rzeczywistej temperatury i predkosci wiatru
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Rozdziat 1. e Klasyfikacja na podstawie najblizszego sasiedztwa [ ]

Stosujac ponownie algorytm 1-NN sprébujmy wydedukowaé¢ subiektywne odczucie Marysi
przy temperaturze 16°C i wietrze wiejacym z predkoscia 3 km/h (rysunek 1.2):

Subiektywne odczucie ,zimno-ciepto”
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Predko$¢ wiatru w km/h

Rysunek 1.2. Niewiadomy punkt podlegajacy klasyfikacji

Do okreslenia odleglosci miedzy dwoma punktami N; = (x, y,) i N, = (x,, y,) uzyjemy tzw.
metryki Manhattanu, zdefiniowanej nastepujaco:

dMan = |x1 - x2| + |[y1 - y2|

Na rysunku 1.3 badany punkt (16°C, 3 km/h) oznaczony jest znakiem zapytania, a jego sasia-
déw oznaczono liczbami wyrazajacymi odleglosé od niego wedlug metryki d, .

Subiektywne odczucie ,zimno-ciepto”
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)OO000000000000000000( - .. |
)9 00000000000000000000000(
IS0 0IRVODOVBDELIGBOOBI
) 9000000000000000000 000008(
000000000000 0000 0000000(
1009000000000 000000080(
)O0000006000000 000000000(
.)00000000600006000000000000(
IS0000000082000D020GS0000

0 T i 0, 0, S N . 0 A0, N 0 0, R, A, R N, S O, N, A R G, A 6
5 10 15 20 25 30

Temperatura w °C

Predko$¢ wiatru w km/h

Rysunek 1.3. Najblizsze sgsiedztwo badanego punktu
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Sposréd punktéw jawnie wymienionych przez Marysie, najblizszym punktu badanego (w sen-
sie odleglosci d,,,,) jest punkt (15°C, 5 km/h) subiektywnie sklasyfikowany jako ,,zimny”. Jest
odlegly od badanego punktu o 3 jednostki; najblizszy subiektywnie ,,zimny” punkt odlegly jest
od badanego o 4 jednostki. Zgodnie z algorytmem 1-NN decydujacy jest sasiad polozony blizej,
czyli ,,zimny” punkt odlegly od badanego o 3 jednostki. Ergo — przy temperaturze 16°C i wie-
trze 3 km/h Marysia bedzie odczuwata zimno.

Opisang procedure klasyfikacyjng mozna zastosowaé do kazdego punktu diagramu, otrzymu-
jac kompletny wykres, jak na rysunku 1.4.

Subiektywne odczucie ,zimno-ciepto”

R4 44 4 1 44 2L 22 2 L L -2 2 -1 -2 1 1 = E'mo 1

)OO0 000000000000000 @ -
)0000000000000000
)O000000000000000O
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|
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Y Y Y Y Y Y V7 7 Y

5 10 15 20 25

Temperatura w °C

Predkoé¢ wiatru w km/h

Rysunek 1.4. Wynik klasyfikacji punktow

Co jednak pocza¢ w sytuacji, gdy najblizszy badanemu punkt ,,zimny” znajduje sie w tej samej
odleglosci, co najblizszy punkt ,.cieply”? Na naszym wykresie takim punktem jest na przy-
ktad punkt (20°C, 6 km/h). Konieczne staje sie wowczas okreslenie dodatkowych kryteriéw,
na przykltad zasad pierwszenstwa jednej klasy przed druga, czy nawet rezygnacja z klasyfi-
kowania takich ,,granicznych” punktéw — wszystko to jest specyfikg konkretnego problemu
i konkretnej implementacji algorytmu.

Implementacja algorytmu k
najblizszych sasiadow

Opisana metoda zaimplementowana zostala w postaci programu w jezyku Python. Gléwny
plik programu — knn_to_data.py — znajduje si¢ w katalogu temperature_preferences wewnatrz
pakietu przykladowych programéw dostepnego do pobrania z witryny Wydawnictwa Helion;
tam tez znajduja sie pliki z przykltadowymi danymi. Na listingu 1.1 przedstawiam najwaz-
niejsze fragmenty wspomnianego programu, w dalszej czesci rozdziatu zaprezentuje jego modut
odpowiedzialny za wizualizacje dokonanej klasyfikacji.

I
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Listing 1.1. Implementacja algorytmu k-NN w jezyku Python

# knn_to_data.py

# Implementacja algorytmu knn

# Plik wejsciowy jest plikiem tekstowym, ktérego kazda linia zawiera dwie pozycje:
# temperature (w st. Celgusza),

# predkosé wiatru w kmvh

import sys
sys.path.append('..")
sys.path.append('../../common"')
import knn # noga

import common # noga

# Poczgtek programu

# Np. "temperature_preferences.data"
input_file = sys.argv[1]

# Np. "temperature_preferences_completed.data”
output_file = sys.argv[2]

k = int(sys.argv[3])

x_from = int(sys.argv[4])

x_to = int(sys.argv[5])

y_from = int(sys.argv[6])

y_to = int(sys.argv[7])

data = common.load 3row_data_to_dic(input_file)
new_data = knn.knn_to_2d_data(data, x_from, x_to, y from, y to, k)
common.save_3row_data_ from_dic(output_file, new_data)

# common\common.py
# *** Biblioteka wspolnych programéw i funkcji ***
def dic_inc(dic, key):
if key is None:
pass
if dic.get(key, None) is None:
dic[key] =1
else:
dic[key] = dic[key] + 1

# knn.py
#*** Biblioteka funkcji implementujgcych algorytm knn ***

# Resetuje liczniki sysiadéw i grup klas dla wybranego punktu
def info_reset(info):

info['nbhd_count'] = 0

info['class_count'] = {}

# Znajduje klase sgsiada 0 wspdirzednych (x, y)
# Jesli klasa ta jest znana, sgsiad jest uwzgledniany

def info_add(info, data, x, y):
group = data.get((x, y), None)
common.dic_inc(info['class_count'], group)
info['nbhd_count'] += int(group is not None)

# Stosuje algorytm k-NN do danych dwuwymiarowych, uwzgledniajgc k najblizszych

# sgsiadow wed/ug metryki Manhattan.
# Wespdir zedne pefnig w sfowniku role kluczy, wartosciami sg klasy.

I
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# Wspoirzedne (x, y) mieszczg sie w zakresie [x_from, x_to] ... [y_from, y_to].
def knn_to_2d data(data, x_from, x_to, y from, y to, k):
new_data = {}
info = {}
# Przgjdz przez wszystkie mozliwe wspdir zedne
for y in range(y_from, y to + 1):
for x in range(x_from, x to + 1):
info_reset(info)
# Uwzglednij liczdbe sgsiadéw dla kazdej grupy klasi dla kazdej
# odlegfosci, poczgwszy od 0 az do znalezienia co najmnieg
# k sgsiadéw o znang klasie
for dist in range(0, x_to - x_from + y to - y_from):
# Uwzglednij sgsiadéw oddalonych o "dist" od badanego
# punktu (x, y)
if dist == 0:
info_add(info, data, x, y)
else:
for i in range(0, dist + 1):
info_add(info, data, x - i, y + dist - i)
info_add(info, data, x + dist - i, y - i)
for i in range(1, dist):
info_add(info, data, x + i, y + dist - 1)
info_add(info, data, x - dist + i, y - i)
# Poniewaz wiele punktéw moze by¢ jednakowo odlegfych od badanego punktu (x, y)
# mozemy mied wigcej niz k najblizszych sgsiadow.
# Gdy ich liczba osiggnie lub przekroczy k, przerywamy petle
if info['nbhd_count'] >= k:
break
class_max_count = None
# Wybierz klase 0 najwigkszym liczniku sgsiadéw
# sposrod k najblizszych sgsiadow
for group, count in info['class_count'].items():
if group is not None and (class_max_count is None or
count > info['class_count'][class_max_count]):
class_max_count = group
new_data[x, y] = class_max_count
return new_data

Dane wejsciowe

Plik danych wejsciowych do opisywanego programu — temperature_preferences.data — jest
plikiem tekstowym, ktérego poszczegélne wiersze odpowiadajg punktom danych o znanych
klasach. Kazdy wiersz zawiera kolejno trzy elementy: temperature w stopniach Celsjusza,
predkosé wiatru w km/h i nazwe klasy reprezentujacej subiektywne odczucie (,,zimno” albo
scieplo”). Zgodnie z deklaracjg Marysi, zawarto$¢ tego pliku jest nastepujaca:

10 0 zimno

25 0 ciepto

15 5 zimno

20 3 ciepto

18 7 zimno

20 10 zimno

22 5 ciepto

24 6 ciepto

I
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Wynik klasyfikacji
Program, uruchomiony za pomoca polecenia

$ python knn_to_data.py temperature preferences.data
temperature preferences_completed.data 1 5 30 0 10

wykonal, za pomoca algorytmu k-NN dla k = 1, klasyfikacje dla punktéw o temperaturze zmie-
niajacej sie od 5 do 30 z krokiem 1 i dla predko$ci wiatru zmieniajacej sie od 0 do 10 z kro-
kiem 1, czyli dla (30-5+1) X (10-0+1) = 286 punktéw. Wynik klasyfikacji zapisany zostal
w pliku tekstowym temperature_preferences_completed.data. Pracujac w Linuksie, za pomoca
polecenia wec mozemy sie przekonad, ze plik istotnie zawiera 286 wierszy, a stosujac polece-
nie head mozemy wyswietli¢ 10 poczatkowych:

$ wec -1 temperature_preferences_completed.data

286 temperature_preferences completed.data

$ head -10 temperature_preferences_completed.data

7 3 zimno

6 9 zimno

12 1 zimno
16 6 zimno
16 9 zimno
14 4 zimno
13 4 zimno
19 4 ciepto
18 4 zimno
15 1 zimno

(W Windows mozemy uzy¢ dowolnego programu zapewniajacego numerowanie wierszy, na
przyktad edytora PsPad).

Wizualizacja

Wyniki klasyfikacji moga zosta¢ wySwietlone w postaci diagramu, utworzonego przy uzyciu
biblioteki matplotlib. Stuzy do tego program temperature_preferences_draw_graph.py, widoczny
na listingu 1.2, wywolywany bez parametréw (nazwa pliku wejsciowego temperature_prefe-
rences_completed.data jest ustalona w kodzie programu).

Listing 1.2. Prezentacja wynikow klasyfikacji przy uzyciu biblioteki matplotlib

# common/common.py
# Zwraca slownik Zozony z trzech list, zawierajgcych:
# 1. Wepbirzedne x punktow
# 2. Wepbirzedne y punktow
# 3. Kolory wyswietlania punktow (w postaci numerycznej)
def get x_y colors(data):
dic = {}
dic['x'] = [0] * Ten(data)
dic['y'] = [0] * Ten(data)
dic['colors'] = [0] * Ten(data)
for i in range(0, len(data)):
dic['x'][i] = data[i][0]
dic['y'][i] = data[i][1]
dic['colors'][i] = data[i][2]
return dic
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# temperature_preferences_draw_graph.py
import sys
sys.path.append('../../common') # noga
import common

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.patches as mpatches
import matplotlib
matplotlib.style.use('ggplot')

data_file name = 'temperature preferences completed.data’
temp_from = 5

temp_to = 30
wind_from = 0
wind_to = 10

data = np.loadtxt(open(data_file name, 'r'),
dtype={'names': ('temperature', 'wind', 'perception'),
"formats': ('i4', 'i4', 'S4')})

# Przypor zgdkowani e kol orow wyswietlania do poszczegolnych klas
for i in range(0, Ten(data)):
if data[i][2] == 'zimno':
data[i][2] = 'blue’
elif data[i][2] == 'ciepto':
data[i][2] = 'red'
else:
data[i][2] = 'gray'

# Konwersja tablicy na format wyswietlania
data_processed = common.get x_y colors(data)

# Rysowanie wykresu.

plt.title('Subiektywne odczuwanie temperatury')

plt.xlabel('Temperatura w °C')

plt.ylabel('Predkos¢ wiatru w km/h')

plt.axis([temp_from, temp_to, wind_from, wind_to])

# Dodanie legendy do wykresu

blue_patch = mpatches.Patch(color="'blue', label='zimno")

red_patch = mpatches.Patch(color="red', label='ciepto')

plt.legend(handles=[blue_patch, red patch])

plt.scatter(data_processed['x'], data_processed['y'],
c=data_processed['colors'], s=[1400] * len(data))

plt.show()

Mapa Wtoch — przyktad doboru wartosci k

Zalt6zmy, ze dysponujemy mapa Wtoch i ich najblizszego otoczenia i ze ok.1 procenta
powierzchni tej mapy pokryte jest kolorowymi punktami. Punkt oznaczony kolorem zielo-
nym znajduje sie w obszarze lagdu, analogicznie — punkt niebieski znajduje sie na obszarze
morza. Pozostala cze$¢ mapy to bialy obszar; naszym zadaniem jest sklasyfikowanie wybra-
nych punktéw tego bialego obszaru w kategoriach ,lad-morze”.
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Jak mozna sie spodziewaé, mapa z 1-procentowym pokryciem punktowym jest praktycznie
niewidoczna, gdy jednak zwiekszymy jej pokrycie do 33%, otrzymamy obraz widoczny na
rysunku 1.5.

Rysunek 1.5. Mapa Wtoch — wersja 1

Analiza

Do rozwigzania tak postawionego problemu, czyli zwiekszenia stopnia pokrycia mapy, uzy-
jemy algorytmu k-NN z dowolna warto$cia k. Bedziemy mianowicie analizowa¢ k najblizszych
sasiadéw punktu badanego i klasyfikowa¢ ten punkt na zasadzie wiekszosci: jezeli mianowi-
cie wéréd k najblizszych sasiadéw bedzie wiecej punktéw zielonych niz niebieskich, badany
punkt sklasyfikujemy jako zielony (czyli znajdujacy sie na ladzie), w przeciwnym razie sklasyfi-
kujemy go jako niebieski. Aby wykluczy¢ klopotliwe sytuacje ,,remisowe”, bedziemy rozpa-
trywaé wylacznie nieparzyste wartosci k. Odleglosé miedzy punktami bedziemy mierzy¢
w zwyklej metryce euklidesowej — dla punktow X = (x, x,) i Y = (y, y;) definiujemy ja jako

devclia = \/(xo —¥0)? + (xg — y1)?

Metryka euklidesowa jest najbardziej intuicyjna, bowiem odpowiada odleglo$ci mierzonej
zwyklg linijka (rysunek 1.6):

Rysunek 1.6. Odlegtos¢ euklidesowa miedzy punktami

Dazac do wybrania najlepszej (z perspektywy jakosci rozwigzania) wartosci k, wykonalismy
algorytm k-NN dla k réwnego (kolejno) 1, 3, 5, 71 9, otrzymujac rezultaty przedstawione
na rysunkach 1.7 - 1.11:
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Rysunek 1.7. Mapa Wtoch — pokrycie dla k=1

Rysunek 1.8. Mapa Wtoch — pokrycie dla k=3

Jak mozna bylo oczekiwaé, im wigksza warto$¢ k, tym mniej ,,poszarpane” sg granice miedzy
ladem a morzem. Oczywiscie interesujgcym doswiadczeniem bedzie poréwnanie wynikéw
klasyfikacji z autentyczng mapa Wloch, widoczng na rysunku 1.12.

I
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Rysunek 1.9. Mapa Wtoch — pokrycie dla k=5

Rysunek 1.10. Mapa Wtoch — pokrycie dla k=7

Miarg doktadnosci algorytmu z pewnosciag bedzie procentowy udzial punktéw btednie skla-
syfikowanych w ogélnej liczbie punktéw — im mmiejszy, tym lepiej. Wyniki poréwnania dla
poszczegdlnych wartodci k przedstawione sg w tabeli 1.2.
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Rysunek 1.11. Mapa Wtoch — pokrycie dla k=9

Rysunek 1.12. Kompletna mapa Wtoch

Tabela 1.2. Weryfikacja trafnosci klasyfikacji punktéw na mapie Wtoch

1 2,97

3 3,24

5 3,29

7 3,40

9 3,57
I
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Jak wida¢, w tym szczeg6lnym przypadku najlepsza zgodno$¢ z oryginatem wykazuje klasy-
fikacja wykonana dla k = 1. Przypadek ten jest jednak o tyle nietypowy, ze zwykle nie dys-
ponujemy obiektywnym wzorcem dla poréwnania wykonywanych klasyfikacji, lecz jedynie
przyblizeniem takowego. Powr6cimy do tej kwestii, rozwazajac problem 4 na konicu tego
rozdziatu.

Skalowanie danych
— prognozowanie statusu wiasnosci

Pewna firma, specjalizujaca sie w ubezpieczeniach nieruchomosci, zainteresowana jest kiero-
waniem swej oferty do wlascicieli doméw na pewnym obszarze; nie interesuja jej z oczywistych
wzgledow lokatorzy zamieszkujacy w domach na zasadzie wynajmu, a jedynie wlasciciele.
W firmie tej zdaja sobie sprawe z faktu, ze bycie wlascicielem nieruchomosci pozostaje w pew-
nej korelacji z dwoma czynnikami: wiekiem lokatora i osigganymi przez niego dochodami.
Kierownictwo dysponuje takze pewnymi wyrywkowymi danymi w tym wzgledzie, przedsta-
wionymi w tabeli 1.3.

Tabela 1.3. Status wtasnosci domu w zaleznosci od wieku osoby zamieszkujacej i jej dochodow

Wiek Roczny dochéd (w dolarach) Czy wtasciciel?
23 50 000 Nie
37 34 000 Nie
48 40 000 Tak
52 30 000 Nie
28 95 000 Tak
25 78 000 Nie
35 130 000 Tak
32 105 000 Tak
20 100 000 Nie
40 60 000 Tak
50 80 000 ?

Ostatni wiersz tej tabeli reprezentuje Piotra, do ktérego firma chciataby skierowaé¢ swa oferte,
nie wie jednak, czy jest on wlascicielem domu, w ktérym mieszka (stad znak zapytania w ostat-
niej kolumnie) i chcialaby te informacje wydedukowaé z poprzednich wierszy.

Zawarto$¢ tej tabeli mozna zilustrowa¢ na dwuwymiarowym diagramie, widocznym na
rysunku 1.13.
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Witasnos¢ nieruchomosci

B Wiasciciel
12000 ® - :::ajmujqcy
10000 & ® ®
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6000 B
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Roczny dochéd w dolarach
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Rysunek 1.13. Wiasnos¢ nieruchomosci w zaleznosci od wieku i dochodu — ujecie graficzne

Analiza

Do rozwigzania tego problemu moglibysmy wykorzysta¢ algorytm 1-NN, powinni$my jednak
zwr6ci¢ uwage na pewien istotny fakt: rozpietosé wartosci rocznych dochodéw jest znacznie
wieksza niz rozpieto$é¢ wieku ankietowanych os6b — odleglos$¢ miedzy (relatywnie) bliskimi
dochodami 115 000 i 116 000 wynosi 1000 jednostek, podczas gdy odlegtosé miedzy skraj-
nymi warto$ciami wieku tylko 32 jednostki. Poniewaz obie te wielkoSci — dochod i wiek —
reprezentowane beda na osiach tego samego wykresu, musimy dokona¢ ich przeskalowania,
czyli odwzorowania zakresu zmian kazdej z nich na przedzial (domkniety) <0, 1>. Najbar-
dziej oczywista formuta wyznaczajaca to przeskalowanie ma postaé:

wartos$¢ oryginalna — warto$¢ minimalna

warto$¢ przeskalowana = — —
warto$¢ maksymalna — warto$¢ minimalna

w szczegdlnosci:

wiek oryginalny — wiek minimalny
wiek maksymalny — wiek minimalny

wiek przeskalowany =

dochéd kal _dochéd oryginalny — dochéd minimalny
OCROd praeskatowany =4, chod maksymalny — doch6d minimalny

Wyniki takiego skalowania prezentuja sie jak w tabeli 1.4.

Jesli do tak przeskalowanych danych zastosujemy algorytm 1-NN z metryka euklidesowa, w przy-
padku Piotra bardziej prawdopodobne bedzie to, ze jest on wlascicielem, a nie najemcg. Gdyby-
$my jednak pomineli skalowanie i zastosowali algorytm 1-NN do oryginalnych danych, otrzyma-
libysmy wynik odwrotny. Powrécimy do tej kwestii w problemie nr 5 na koricu tego rozdziatu.
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Tabela 1.4. Status wtasnosci domu — wynik przeskalowania danych

Przeskalowany Przeskalowany

Wiek wiek Dochéd roczny ol e Czy wtasciciel?
23 0,09375 50 000 0,2 Nie
37 0,53125 34 000 0,04 Nie
48 0,875 40 000 0,1 Tak
52 1 30 000 0 Nie
28 0,25 95 000 0,65 Tak
25 0,15625 78 000 0,48 Nie
35 0,46875 130 000 1 Tak
32 0,375 105 000 0,75 Tak
20 0 100 000 0,7 Nie
40 0,625 60 000 0,3 Tak
50 0,9375 80 000 0,5 ?

Nieeuklidesowe metryki odlegtosci
punktow — klasyfikowanie tekstow

Zal6zmy, ze dysponujemy zestawem dokumentéw z dwéch dziedzin tematycznych — mate-
matyki i informatyki. Dla kazdego z tych dokumentéw dysponujemy statystyka czestotliwosci
wystepowania stéw ,algorithm” i ,,computer™*. Dysponujemy réwniez nieznanym dokumentem,
dla ktérego chcieliby$my wydedukowaé prawdopodobng tematyke (matematyka czy informa-
tyka?) na podstawie wspomnianej statystyki. Dostepne dane przedstawione sa w tabeli 1.5.

Juz na pierwszy rzut oka dokumenty o duzej czestotliwosci wystepowania obu stéw kluczo-
wych (,algorithm” i ,,computer”) mozna rozpozna¢ jako traktujgce o informatyce. Teksty z duzg
liczbg wystapien stowa ,,algorithm”, lecz z niklg (lub zerowsa) obecnoscig stowa ,,computer”
zwigzane sg z matematyka; wynikaé to moze poniekad z faktu, ze w historii ludzkosci algo-
rytmy pojawialy sie juz kilka tysiecy lat przed skonstruowaniem pierwszego komputera (czego
przyktadem jest chociazby algorytm obliczania najwiekszego wspélnego dzielnika autorstwa
Euklidesa czy chinskie twierdzenie o resztach).

Zawarto$¢ przedstawionej tabeli prezentuje sie na wykresie tak, jak pokazuje rysunek 1.14 —
prognozowany dokument zawiera Srednio 41 wystapien stowa ,algorithm” i 42 wyrazu ,.com-
puter” na 1000 stow.

L Zachowalismy wersje oryginalna, w jezyku polskim wobec odmiany rzeczownikéw przez przypadki
opisywana analiza nie mialaby racji bytu — przyp. red.
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Tabela 1.5. Statystyka wystepowania stéw ,algorithm” i ,computer” w dostepnych dokumentach o znanej

tematyce

Wystagpienia stowa ,,algorithm” Wystapienia stowa ,,computer” Tematyka

na 1000 stéw dokumentu na 1000 stéw dokumentu dokumentu

153 150 Informatyka

105 97 Informatyka
75 125 Informatyka
81 84 Informatyka
73 77 Informatyka
90 63 Informatyka
20 Matematyka
33 Matematyka

105 10 Matematyka
2 Matematyka
84 Matematyka
12 Matematyka
41 42 ?

Klasyfikacja tekstu

Wystapienia stowa ,computer”
na 1000 stéw dokumentu

160

140

120

100

80

60

40

20

olh A& &

0

20

a ©
40 60 80 100 120
Wystapienia stowa ,algorithm” na 1000 stéw dokumentu

Rysunek 1.14. Badany dokument w kontekscie dokumentéw o znanej tematyce

Analiza

B Informatyka
Bl Matematyka

?

140 160

Gdybys$my zastosowali do tego przypadku algorytm 1-NN z metryks euklidesowg lub metryka
Manhattanu, przedmiotowy dokument zostalby sklasyfikowany jako traktujacy o matematyce.
Intuicyjnie wydaje sie to sprzeczne ze wstepnym spostrzezeniem, wedlug ktérego dokumenty
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0 ,zréwnowazonym  wystepowaniu obu stéw kluczowych sa raczej dokumentami informa-
tycznymi, nie matematycznymi. Mozemy podejrzewaé, ze jest to konsekwencja zastosowa-
nia nieodpowiedniej metryki.

Zastosujmy wiec metryke cokolwiek inng od wspomnianych: jako odleglos¢ miedzy punktami
przyjelibysmy ich odleglos¢ kqtowq, czyli rozwarto$¢ kata, na ktérego ramionach leza rzeczone
punkty i ktérego wierzcholtek znajduje sie w poczatku uktadu wspétrzednych. Koncepcje te

ilustruje rysunek 1.15.
Bl Informatyka
B Matematyka
7

Klasyfikacja tekstu

160

140

-
N
o

i
o
o

na 1000 stéw dokumentu
(=)} =]
o o

Wystapienia stowa ,computer”

~
=)

L)
o

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Wystapienia stowa ,algorithm” na 1000 stéw dokumentu

Rysunek 1.15. Klasyfikacja punktow w metryce katowej

Ze wzgledu na efektywnosé obliczefi wygodniej jest jednak przyja¢ inng miare odleglosci
miedzy punktami: nie opisywany kat bezposrednio, lecz jego kosinus — ten bowiem tatwo
daje sie obliczy¢ na podstawie wspétrzednych obu punktéw, z definicji iloczynu skalarnego
dwoch wektoréw. Niech mianowicie przedmiotowe punkty maja wspotrzedne:

a= (ax' ay)’ b= (bx' by)

Odleglosci (euklidesowe) obu punktéw od poczatku uktadu wspétrzednych wynosza:

lal = |a% +a?, |b| = ’b,% + b}

Ze wzoru na iloczyn skalarny wektoréw

lallblcos() =a-b=ay-by+ay-b,

I
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otrzymujemy2
ay by +a, b,

cos(89) = Talibl

Stosujac do owej metryki algorytm 1-NN i pamietajac, ze kosinus jest funkcja malejaca w prze-
dziale (0, ) — im mniejsza warto$¢, tym punkty bardziej odlegle — otrzymamy werdykt, ze
badany dokument jest dokumentem informatycznym.

Klasyfikowania tekstow cigg dalszy
— wielowymiarowy algorytm k-NN

Opisane klasyfikowanie dokumentu na podstawie czesto$ci wystepowania dwéch ustalonych
stow mozna uog6lnié na przypadek, gdy dysponujemy czestosciami wystepowania wiekszej
liczby stéw kluczowych. W tabeli 1.6 przedstawiona jest statystyka 120 stéw wystepujacych
najczesciej w angielskiej wersji Biblii Kréla Jakuba (ang. King James Bible), dostepnej w for-
mie e-booka w ramach Projektu Gutenberg.

Tabela 1.6. Statystyka wystepowania stow w angielskiej wersji Biblii Kréla Jakuba

1. the 8,07% 41. when 0,36% 81. 9o 0,19%

2. and 6,51% 42. this 0,36% 82. hand 0,18%
3. 0f 4,37% 43. out 0,35% 83.us 0,18%
4.101,72% 44. were 0,35% 84. saying 0,18%
5. that 1,63% 45. upon 0,35% 85. made 0,18%
6.in 1,60% 46. man 0,34 87. went 0,18%
7.he 1,31% 47. you 0,34% 88. even 0,18%
8. shall 1,24% 48. by 0,33% 89.do 0,17%

9. for 1,13% 49. Israel 0,32% 90. niw 0,17%
10. unto 1,13% 50. king 0,32% 91. behold 0,17%
11.i1,11% 51. son 0,30% 92. saith 0,16%
12. his 1,07% 52. up 0,30% 93. therefore 0,16%
13.a1,04% 53. there 0,29% 94. every 0,16%

N

Réwnie dobrze mozna by przyja¢ w tej roli sinus wspomnianego kata, obliczany na podstawie iloczynu

wektorowego:
a, b,—a, b
sin(9)=7| id Iyallbly "l
Iub jego tangens
ay b,—a, b
tg(g) — | X y y xl

ay-by+ay,-b,

Obie funkcje sa bowiem funkcjami rosngcymi w przeciwienstwie do kosinusa — przyp. ttum.
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14. lord 1.00%
15. they 0,93%

16. be 0,88%
17.is 0,88%

18. him 0,84%
19. not 0,83%
20. them 0,81%

21.it0,77%

22. with 0,76%

23.all 0,71%

24. thou 0,69%
25. thy 0,58%
26. was 0,57%

27.god 0,56

28. which 0,56%
29. my 0,55%
30. me 0,52%
31. said 0,50%
32. but 0,50%

33. ye 0,50%

34. their 0,50%
35. have 0,49%
36. will 0,48%

37. thee 0,48%
38. from 0,46%

39. as 0,44%

40. are 0,37%

54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.

hath 0,28%
then 0,27
people 0,27%
came 0,26%
had 0,25%
house 0,25%
on 0,25%
into 0,25%
her 0,25%
come 0,25%
one 0,25%
we 0,23%
children 0,23%
5 0,23%
before 0,23%
your 0,23%
also 0,22%
day 0,22%
land 0,22%
50 0,21%
men 0,21%
against 0,21%
shalt 0,20%
if 0,20%

at 0,20%

let 0,19%

95. these 0,15%
96. becase 0,15%
97.0r 0,15%

98. after 0,15%
99. our 0,15%

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
.say 0,13%
109.
110.
.did 0,13%
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.

108

111

things 0,15%
father 0,14%
down 0,14%
sons 0,14%
hast 0,13%
David 0,13%
00,13%
make 0,13%

may 0,13%
over 0,13%

earth 0,12%
what 0,12%
Jesus 0,12%
she 0,12%
who 0,12%
great 0,12%
name 0,12%
any 0,12%
thine 0,12%

Naszym zadaniem jest znalezienie metryki, ktéra na podstawie czestosci wystepowania stéw
kluczowych z ustalonego zbioru w kazdym z dwéch dokumentéw adekwatnie wyraza ich
semantyczne podobiefistwo. Wykorzystujac te metryke w algorytmie k-NN, bedziemy mogli
Klasyfikowa¢ semantycznie nowe teksty, na podstawie tych, ktérych semantyke juz znamy.

Analiza

Dysponujac statystyka N najcze$ciej wystepujacych stéw kluczowych w tym dokumencie,
mozemy wprost zdefiniowa¢ reprezentujacy go N-wymiarowy wektor; miarg ,,odleglosci”

semantycznej miedzy dwoma dokumentami moze by¢ wéwezas odleglosé pomiedzy repre-

zentujacymi je wektorami, mierzona w ustalonej metryce (na przyktad euklidesowej).
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Problem w tym, ze tylko niektére z najczesciej wystepujacych stow kluczowych maja bezpo-
$redni zwigzek z semantyka dokumentu, obecnosé wielu wynika bowiem z regul gramatycz-
nych, obowigzujacych we wszystkich tekstach w danym jezyku, bez wzgledu na ich semantyke.
Wsréd wspomnianych 120 stéw najbardziej reprezentatywne wydaja sie:

lord 1,0% Israel 0,32% David 0,13%
god 0,56% king 0,32% Jesus 0,12%

Wyrazy te bardziej pasuja do tresci o charakterze chrze$cijafiskim niz (na przyklad) matema-
tycznym. Inne z kolei sg raczej semantycznie neutralne:

the 8,07% of 4,37% that 1,63%
and 6,51 % to 1,72% in 1,60%

Wykazuja one tendencje do czestego wystepowania w tekstach o réznej tematyce — mate-
matycznych, literackich itp. — a rézna ich czestotliwosé wynika raczej z przyjetego stylu pisar-
skiego niz z konkretnej tresci. Stad wniosek, ze klasyfikujac tekst na podstawie statystyki wyste-
powania w nim poszczegélnych sléw musimy ograniczy¢ sie do wyrazéw rzeczywiscie istotnych,
ignorujac te malo znaczace. Nie tylko redukuje to wymiarowo$¢ badanej przestrzeni, lecz
takze zmniejsza prawdopodobiefistwo blednej klasyfikacji. Powrécimy do tej kwestii w pro-
blemie nr 6.

Podsumowanie

Ten rozdzial poswiecony byl algorytmowi k najblizszych sasiadéw (ang. k-nearest neighbor
algorithm) jako algorytmowi klasyfikujacemu badany punkt danych pod katem przynalezno-
$ci do jednej z klas — tej, do ktorej nalezy wiekszos$¢ jego najblizszych sasiadéw. Odleglosé¢
miedzy punktami mierzona jest wedlug przyjetej metryki, bedacej funkeja wspétrzednych
tych punktéw. Sposréd rozmaitych mozliwych metryk najczesciej stosowanymi sa: metryka
euklidesowa, metryka Manhattanu oraz metryki oparte na kacie, jaki tworza promienie wodzac
punktéw, a doktadniej — na funkcjach trygonometrycznych tego kata (sinusie, kosinusie lub
tangensie). Pokazatem takze przyklady eksperymentalnego doboru wartosci k dla algorytmu
k-NN oraz wplyw definiowania r6znych metryk na adekwatno$é¢ rozwigzan. W jednym z przy-
ktadéw zilustrowatem takze znaczenie, jakie dla doktadno$ci wyniku ma redukowanie wymia-
rowosci przestrzeni danych poprzez eliminowanie punktéw mniej istotnych z perspektywy
rozwigzywanego problemu. Podobne znaczenie ma réwniez wlasciwe skalowanie danych w kaz-
dym wymiarze.

W nastepnym rozdziale zajmiemy sie twierdzeniem Bayesa jako podstawa klasyfikacji ele-
mentéw w oparciu o teorie prawdopodobienstwa.
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Problemy

Zajmiemy sie teraz przedyskutowaniem kilku probleméw zwiazanych z omawianymi weze-
$niej zagadnieniami, czyli

prognozowaniem subiektywnego odczuwania temperatury,

wyborem wartosci k dla algorytmu k-NN,

przewidywaniem statusu wlasnosci nieruchomosci.

Zalecam Czytelnikom, w trosce o jak najlepsze zrozumienie tematyki tego rozdzialu, prébe
samodzielnego rozwigzania, a dopiero p6zniej skonfrontowanie wlasnych przemyslen z tre-
$cig analizy.

Subiektywne odczuwanie temperatury

Problem 1. Wyobrazmy sobie, ze Marysia deklaruje odczuwanie zimna przy temperaturze
—50°C, lecz temperatura 20°C jest odczuwana przez nig jako cieplo. Jakie beda w tej sytuacji
wyniki algorytmu 1-NN dla temperatur 22°C, 15°C i —10°C? Czy Twoim zdaniem algorytm
trafnie przewidzi subiektywne odczucia Marysi? Jesli uwazasz, ze nie, podaj tego przyczyne
i zaproponuj usprawnienie algorytmu w kierunku dokonywania lepszych klasyfikacji.

Problem 2. Czy Twoim zdaniem algorytm 1-NN da lepsze wyniki niz algorytm k-NN
dlak > 17

Problem 3. Zal6zmy, ze wsréd deklarowanych przez Marysie preferencji temperaturowych
znajdujy sie takie, ze temperatura 17°C odczuwana jest jako ,.cieplta”, za$ temperatura 18°C —
jako ,,zimna”; Marysia czuje sie ,.cieplej” w nizszej temperaturze. Jak méglbys wyjasni¢ wyste-
powanie tego rodzaju sprzecznych danych? Jak mozna by je traktowa¢ w procesie analizy?
Jak mozna by zapobiegaé ich wystepowaniu? Czy moze danym temperaturowym powinny
towarzyszy¢ dane o innych charakterze? Zakltadajac, ze dysponujemy wylacznie danymi tempe-
raturowymi — czy algorytm 1-NN weciaz okaze sie lepszy niz k-NN, czy moze istnieje lepsza
warto§é k > 17

Mapa Wtoch — przyktad doboru wartosci k

Problem 4. Zal6zmy, ze nie dysponujemy kompletng mapg Wloch, nie potrafimy wiec obli-
czy¢ stopnia btednej klasyfikacji ,,bialych” punktéw dla poszczegélnych wartosci k. Jaka w tej
sytuacji zaproponowalby$ metode wyboru wartosci k optymalnej pod wzgledem doktadnosci
uzupelnienia mapy?
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Status wiasnosci

Problem 5. Uzywajac danych przedstawionych w podrozdziale poswieconym tej tematyce,
wykonaj klasyfikacje punktu reprezentujacego Piotra, wykorzystujac metryke euklidesowa
w odniesieniu do:

a) danych oryginalnych (nieprzeskalowanych),
b) danych przeskalowanych.

Jak w kazdym z tych przypadkéw przedstawia sie sasiad najblizszy Piotrowi? W ktérym przy-
padku sgsiad ten jest wlascicielem nieruchomosci?

Problem 6. Zat6zmy, ze wsréd zasobéw Projektu Gutenberg (http://www.gutenberg.org) poszu-
kujemy publikacji podobnej semantycznie do wybranej pozycji (na przyktad Biblii Krola Jakuba),
wykorzystujac algorytm 1-NN. Jaka w tym przypadku zaproponowalby$ metryke mierzaca
podobiefistwo miedzy publikacjami?

Analiza

Problem 1. Temperatura —8°C blizsza jest 20°C niz —50°C, powinna byé¢ wiec odczuwana
przez Marysie jako ,.ciepta”, co jest raczej mato prawdopodobne w konfrontacji z doswiad-
czeniami wiekszosci z nas. W sytuacjach bardzej skomplikowanych zwodnicze wyniki analizy
moga by¢ punktem wyjscia do formulowania fatszywych wnioskéw, szczegélnie gdy osobom
wnioskujacym brak jest do§wiadczenia w przedmiotowej dziedzinie. Nie zapominajmy bowiem,
ze data science zasadza sie nie tylko na analizie danych, lecz takze na rzeczowej wiedzy eks-
pertéw. Warunkiem wyciagniecia wlasciwych wnioskéw z analizy danych jest solidne zrozu-
mienie zar6wno problemu, jak i wspomnianych danych zebranych w drodze eksperymentu.

Zgodnie z rozstrzygnieciami algorytmu, temperature 22°C powinna Marysia odczuwacé jako
scieply”. ,,Ciepla” jest bowiem temperatura 20°C i — zgodnie z intuicjg — wszystkie od niej
wyzsze. Takze temperature 15°C algorytm powinien zaklasyfikowaé jako ,ciepty” — co jed-
nak w kontekscie naszych codziennych doswiadczen nie jest juz takie oczywiste.

Nasz algorytm moze daé lepsze wyniki, jezeli dostarczymy mu wiekszej ilosci danych ekspe-
rymentalnych. Gdyby na przyklad Marysia zadeklarowala, ze odczuwa temperature 14°C
jako ,,zimng”, algorytm zaklasyfikuje jako ,,zimng~ temperature 15°C, dla ktérej 14°C jest naj-
blizszym sasiadem.

Problem 2. Nasze dane eksperymentalne sg jednowymiarowe (tylko temperatura), klasyfi-
kowane sa w dwéch klasach (,,zimno” albo ,,cieplo”) i maja wlasno$é monotonicznoéci — im
wyzsza temperatura, tym wieksze prawdopodobienistwo subiektywnego odczuwania jej jako
scieplej”. Ponadto, nawet gdyby Marysia okreslita swe subiektywne odczucia dla temperatur
—40, -39, ... 39, 40°C w odstepie co jeden stopien, i tak nasz zestaw danych bytby bardzo ogra-
niczony. Najlepiej wiec w procesie klasyfikacji ograniczy¢ sie do jednego najblizszego sasiada.
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Problem 3. Gléwna przyczyng sprzecznosci (niespéjnosci) danych jest niewlasciwy sposéb
pozyskiwania danych eksperymentalnych. Skutki tego tagodzi¢ mozna gléwnie przez zwiek-
szenie liczby wykonywanych eksperymentéw.

Jest ponadto zrozumiale, ze subiektywne odczuwanie temperatury nie jest tylko funkcja samej
temperatury, lecz uzaleznione jest od kilku innych czynnikéw: predkosci wiatru, wilgotnosci
powietrza, nastonecznienia itp. a takze ubioru — przeciez w okreslonych warunkach pogo-
dowych Marysia ubrana w plaszcez bedzie czula sie inaczej niz odziana w kostium kapielowy.
Wszystkie te czynniki sg dobrymi kandydatami na dodatkowe wymiary przestrzeni danych,
z pozytywnymi konsekwencjami dla (spodziewanych) wynikéw klasyfikacji.

Dysponujac jednak tylko jednym wymiarem (temperatura) moglibySmy zwickszaé liczeb-
no$¢ danych wejsciowych (na przyktad deklarujac odczucia temperatur w odstepie co 0,1°C)
lub liczbe uwzglednianych najblizszych sasiadéw (k) z nadzieja na uzyskanie najlepszej kla-
syfikacji. Sukces tego podejscia bylby jednak uwarunkowany dostepno$cia niezbednych danych.
Alternatywnym pomystem mogloby by¢ uwzglednianie wszystkich sasiadéw zlokalizowanych
w odlegltosci nie wiekszej od badanego punktu niz ustalone d zamiast ustalonej ich liczby
bez narzucania granicznej odleglosci.

Problem 4. W celu wyznaczenia wartosci k skutkujacej najwieksza doktadnoscia, mozemy wyko-
rzystaé tzw. walidacje krzyzowa (ang. cross-validation), ktérej istota opisana jest w dodatku A.
Dzielimy mianowicie zbiér dostepnych danych na dwa podzbiory: podzbiér uczacy (ang. lear-
ning subset), wykorzystywany do przeprowadzania analiz (w tym przypadku za pomoca algo-
rytmu k-NN) i podzbiér testowy (ang. test subset), stuzacy do potwierdzania wiarygodnosci
tychze analiz. W przypadku mapy Wloch mozemy zaliczyé w poczet zbioru uczacego 80%
znanych pikseli, pozostawiajac 20% jako obiekt odniesienia do obliczania udziatu prawidlowo
sklasyfikowanych pikseli.

Problem 5. Zastosowanie algorytmu 1-NN z metryka euklidesowa dla r6znych typéw danych
wejsciowych daje nastepujace rezultaty:
a) dla danych oryginalnych — najblizszym sasiadem Piotra jest 25-latek z rocznym
dochodem 78 000 dolaréw; nie jest wlascicielem domu, w ktérym zamieszkuje;
b) dla danych przeskalowanych — najblizszy sgsiad Piotra ma 40 lat, osigga dochod
roczny 60 000 dolar6w i zamieszkuje we wlasnym domu.

Problem 6. Jezeli miara podobienistwa miedzy dokumentami ma opiera¢ sie na rankingach
czestotliwo$ci wystepowania poszczegélnych stow, to w rankingu dla danego dokumentu
preferowane musza by¢ stowa reprezentatywne dla tekstéw o danej tematyce, czyli wyraznie
czesciej wystepujace w pewnym podzbiorze dokumentéw niz w pochodzacych spoza tego
podzbioru. Zwykly licznik wystapien danego stowa w danym tekscie nalezy w tym celu zasta-
pi¢ czestotliwosciq wazong, czyli odnoszong do czestotliwosci wystepowania danego stowa
w calym zbiorze®:

® W rozumowaniu tym przyjeto milczaco, ze wszystkie dokumenty maja zblizony rozmiar (mierzony
liczbg stéw). W sytuacji, gdy rozmiary dokumentéw réznig sie znacznie miedzy soba, w utamku po
prawej stronie znaku réwno$ci powinny znalezé sie wzgledne czestotliwo$ci wystepowania danego
stowa zamiast bezwzglednych liczb okreslajacych jego wystepowanie — przyp. tlum.
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totliwodé wa (st dok 0 = liczba_wystapien(stowo, dokument)
czestotiiwoscwazonalsiowo, corument) = liczba_wystapien(stowo, zbiér dokumentéw)

Definicja taka wyraznie deprecjonuje stowa, ktére czesto wystepuja w kazdym dokumencie,

bez wzgledu na jego tematyke.

]
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przeciecie, 195
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przetrenowanie, 198

przewidywanie czasu przelotu, 154
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Python, 181
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Algorytmy Data Science: poznaj, zrozum, zastosuj!

Data Science jest interdyscyplinarng dziedzing naukowa taczaca osiggniecia uczenia maszynowedo,
statystyki i eksploracji danych. Umozliwia wydobywanie nowej wiedzy z istniejgcych danych poprzez
stosowanie odpowiednich algorytmow i analizy statystycznej. Stworzono dotad wiele algorytmow

tej kategorii i wciaz powstaja nowe. Stanowig one podstawe konstruowania modeli umozliwiajacych
wyodrebnianie okreslonych informacji z danych odzwierciedlajacych zjawiska zachodzace w Swiecie
rzeczywistym, pozwalaja tez na formutowanie prognoz ich przebiedu w przysztosci. Algorytmy Data Science
sg postrzedane jako odromna szansa na zdobycie przewadi konkurencyjnej, a ich znaczenie stale rosnie.

Ta ksiazka jest zwieztym przewodnikiem po algorytmach uczenia maszynowedo. Jej cel jest prosty:

w ciggu siedmiu dni masz opanowac solidne podstawy siedmiu najwazniejszych dla uczenia maszynowedo
algorytmow. Opisom poszczegolnych algorytmow towarzysza przyktady ich implementacji w jezyku
Python, a praktyczne cwiczenia, ktére znajdziesz na koficu kazdedo rozdziatu, utatwig Ci lepsze zrozumienie
omawianych zadadnien. Co wiecej, dzieki ksigzce nauczysz sie wtasciwie identyfikowac problemy z zakresu
Data Science. W konsekwencji dobieranie odpowiednich metod i narzedzi do ich rozwigzywania okaze sie
duzo tatwiejsze.

W tej ksigzce:

efektywne implementacje algorytmaéw uczenia maszynowedo w jezyku Python
klasyfikacja danych przy uzyciu twierdzenia Bayesa, drzew decyzyjnych i laséw lasowych
podziat danych na klastery za pomocg algorytmu k-Srednich

stosowanie analizy regresji w parametryzacji modeli przewidywan

analiza szeregdw czasowych pod katem trenddw i sezonowosci danych
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