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Rozdzial 1.

Czym jest matematyka?

W czasie, jaki szkoty przeznaczajg na nauke matematyki, bardzo nie-
wiele (jesli w ogoble) zaje¢ poswieca sie na prébe wytlumaczenia, czego
dotyczy ten przedmiot. Zamiast tego nacisk potozony jest na uczenie
i stosowanie réznych procedur rozwigzywania probleméw matematycz-
nych. To troche tak, jakby opisywac pitke nozng jako ,serie manewréw
nakierowanych na umieszczenie pitki w bramce”. Jest to precyzyjny
opis pewnych kluczowych zagadnien, ktéry jednak nie uwzglednia od-
powiedzi na ogélne pytania ,co?” i,jak?”.

Jesli wzig¢ pod uwage wymagania programowe, moge zrozumie¢,
jak dochodzi do takiej sytuacji. Uwazam jednak, Ze jest to btedne podej-
Scie. W dzisiejszym $wiecie og6lne zrozumienie natury, zakresu, mozli-
wosci i ograniczen matematyki jest przydatne dla kazdego cztowiekal.
Przez lata spotkatem wiele 0sdb, ktére uzyskaty dyplomy z tak wysoce
matematycznych dziedzin jak inzynieria, fizyka, informatyka, a nawet
sama matematyka, i méwity mi, ze przez caly okres edukacji szkolnej
i uniwersyteckiej nie zdobyty dobrego ogélnego pojecia na temat tego,
czym jest wspotczesna matematyka. Dopiero pdzniej zdarzato im sie
uchwycic¢ jaki$ aspekt prawdziwej natury tej dziedziny i docenic jej
dominujaca role we wspoétczesnym swiecie?.

1 Jesli jeszcze tego nie zrobites, cofnij sie i przeczytaj wprowadzenie do tej
ksiazki. Jest ono bardzo wazne w tym miejscu i w dalszych czesciach ksigzki.
2 Patrz poprzedni przypis.
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16 ROZDZIAE 1. CZYM JEST MATEMATYKA?

1.1. Wiecej niz arytmetyka

Wiekszo$¢ elementéw matematyki stosowanych obecnie w naukach
Scistych i inzynierii ma nie wiecej niz 300 - 400 lat, a liczne aspekty maja
mniej niz 100 lat. Jednak typowy program nauczania w liceum obejmuje
matematyke starszg; niektore jej elementy majg ponad 2000 lat!

Nie ma niczego ztego w nauczaniu tak dawnych rzeczy. ,Jesli co$
dziata, nie trzeba tego zmienia¢”. Algebra, jaka arabskojezyczni han-
dlarze opracowali w VIII i IX w. (stowo algebra pochodzi od arabskiego
al-jabr, co oznacza ,przywrécenie” lub ,ponowne potaczenie roztaczo-
nych czesci”) w celu zwiekszenia efektywno$ci transakcji biznesowych,
pozostaje dzis$ rownie przydatna i wazna jak wtedy, cho¢ obecnie mo-
zemy stosowac ja za pomoca makr w arkuszach kalkulacyjnych, a nie —
jak w Sredniowieczu — przy uzyciu obliczen na palcach. Jednak czasy
sie zmieniajg i w spoteczenstwie zachodza postepy. W tym procesie
powstaje potrzeba nowej matematyki, ktéra — w odpowiednim mo-
mencie — zostaje zrealizowana. System edukacji musi za tym nadazac.

Mozna powiedzie¢, Ze matematyka zaczeta sie wraz z wynalezie-
niem liczb i arytmetyki. Uwaza sie, Ze miato to miejsce 10 000 lat temu
w momencie wprowadzenia pieniedzy. Naprawde, prawdopodobnie
matematyka pojawita sie wraz z pieniedzmi!

W kolejnych wiekach starozytni Egipcjanie i Babilonczycy posze-
rzyli te dziedzine o geometrie i trygonometrie3. W tych cywilizacjach
matematyka petnita gtéwnie funkcje uzytkowe i miata charakter ,ksigz-
ki kucharskiej”: ,zréb to i to z liczbg lub figurg geometryczng, a otrzy-
masz wynik”.

Okres od ok. 500 r. p.n.e. do 300 r. n.e. to era matematyki greckiej.
Matematycy w starozytnej Grecji wyjatkowa uwage poswiecali geome-

3 Takze inne cywilizacje (np. Chinczycy i Japoniczycy) rozwijaty matematyke.
Jednak matematycy z owych kultur nie mieli bezpos$redniego wptywu na
rozwoj wspotczesnej zachodniej matematyki, dlatego w tej ksigzce pomijam
ich wktad.
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1.1. WIECEJ NIZ ARYTMETYKA 17

trii. Traktowali liczby geometrycznie, jako miary dtugosci, a gdy odkryli,
Ze istnieja dtugosci, ktérym nie odpowiadaja znane dwczesnie liczby
(mozna to uznac za odkrycie liczb niewymiernych), w znacznym stop-
niu zaprzestali badan nad liczbami+.

To Grecy przeksztatcili matematyke w nauke (a nie tylko zestaw
technik do pomiaréw, obliczen i rachunkowosci). Okoto 500 r. p.n.e. Ta-
les z Miletu (obecnie Milet nalezy do Turcji) przedstawit pomyst, Ze pre-
cyzyjnie opisane zatozenia matematyczne mozna logicznie udowodni¢
za pomocg formalnego rozumowania. Ta innowacja oznaczata narodziny
twierdzen bedacych obecnie podstawg matematyki. Kulminacjg takiego
formalnego podejs$cia Grekéw byta praca Elementy Euklidesa, uznawana
za najbardziej rozpowszechniang po Biblii ksigzke wszech czasows>.

Matematyka szkolna jest w duzym stopniu oparta na wymienionych
wczesniej osiggnieciach oraz na tylko dwéch pézniejszych innowacjach
pochodzacych z XVII w.: analizie matematycznej i teorii prawdopodo-
bienstwa. Do klas szkolnych nie trafity praktycznie zadne odkrycia
z ostatnich 300 lat. Jednak wiekszo$¢ matematyki wykorzystywanej
w dzisiejszym $wiecie zostata opracowana w ciagu ostatnich 200 lat,
ajuz na pewno w ostatnich 300 latach!

Dlatego osoby, ktorych wizja matematyki jest ograniczona do zagad-
nien uczonych w szkotach, zapewne nie zdaja sobie sprawy, ze badania
w dziedzinie matematyki to kwitngca, rozwijana na catym swiecie dy-
scyplina. Nie wierzg tez w to, Ze matematyka przenika — czesto w istot-
nym stopniu — wiekszo$¢ obszardéw dzisiejszego zycia i spoteczen-
stwa. Takie osoby przyktadowo zwykle nie wiedzg, ktéra organizacja

4 Czesto przytaczana jest historia o tym, ze mtody grecki matematyk, ktory
dokonat tego odkrycia, zostal zabrany na morze i utopiony, aby okropne
whnioski, do jakich doszedt, nie zostaty ujawnione. Z tego, co wiem, nie ma
zadnych dowoddw potwierdzajacych te zmyslong historyjke (a szkoda, bo
jest bardzo ciekawa).

5  Jesli wzia¢ pod uwage dzisiejsze tanie publikacje z rynku masowego, w defi-
nicji okreslenia ,najbardziej rozpowszechnianych” zapewne trzeba uwzgled-
ni¢ liczbe lat, przez jakie ksigzka byta w obiegu.
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18 ROZDZIAE 1. CZYM JEST MATEMATYKA?

w Stanach Zjednoczonych zatrudnia najwiekszg liczbe doktoréw mate-
matyki. Prawie na pewno jest to Agencja Bezpieczenistwa Narodowego
(ang. National Security Agency — NSA), cho¢ doktadne liczby oficjalnie
pozostaja tajne. Wiekszos$¢ z tych matematykdw pracuje nad famaniem
szyfrow, aby umozliwi¢ agencji odczytywanie zaszyfrowanych wiado-
mosci przechwytywanych przez systemy monitorowania. Przynajmniej
tak sie ogdlnie uwaza, przy czym agencja tego nie potwierdza. Cho¢
wielu Amerykandw zapewne wie, Zze NSA stara sie tamac szyfry, mato
kto zdaje sobie sprawe, ze wymaga to matematyki. Dlatego liczni Ame-
rykanie nie mys$la o NSA jako o organizacji zatrudniajacej duza liczbe
zaawansowanych matematykow.

W ciggu mniej wiecej ostatnich 100 lat nastgpit gwattowny wzrost
liczby obszaréw matematyki. Na poczatku XX w. mozna byto przyjac,
ze matematyka sktada sie z kilkunastu dziatéw: arytmetyki, geometrii,
analizy matematycznej i kilku innych. Dzi$ liczba réznych obszarow
matematyki wynosi ok. 60 - 70 (w zaleznos$ci od tego, jak je liczy¢).
Niektore dziedziny, np. algebra i topologia, zostaty podzielone na rézne
poddziedziny. Inne, takie jak teoria ztoZonosci obliczeniowej lub teoria
systeméw dynamicznych, stanowig zupetnie nowe obszary nauki.

Ten gwattowny rozwéj matematyki doprowadzit w latach 80. ubie-
gtego wieku do powstania jej nowej definicji, zgodnie z ktéra matema-
tyka to nauka o wzorcach. Wedle tego opisu matematycy identyfikuja
i analizujg abstrakcyjne wzorce zwigzane z liczbami, ksztattami, ruchem,
zachowaniami, glosowaniem w populacji, powtarzalnos$cig zdarzen
losowych itd. Te wzorce moga by¢ prawdziwe lub wyimaginowane,
wizualne lub umystowe, statyczne lub dynamiczne, jako$ciowe lub ilos-
ciowe, utylitarne lub nie itd. Moga one powstawa¢ w otaczajacym nas
Swiecie, w wyniku uprawiania nauki lub na podstawie wewnetrznych
mechanizméw ludzkiego umystu. R6zne rodzaje wzorcéw sa podstawa
dla r6znych gatezi matematyki. Oto przyktady:

e Arytmetyka i teoria liczb dotyczg badan nad wzorcami liczb

i liczenia.
¢ Geometria dotyczy wzorcéw w ksztattach.
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1.2. NOTACJA MATEMATYCZNA 19

¢ Analiza matematyczna pozwala bada¢ wzorce ruchu.

¢ Logika dotyczy wzorcéw wnioskowania.

¢ Teoria prawdopodobienstwa dotyczy wzorcéw prawdopodo-
bienstwa.

¢ Topologia stuzy do badania wzorcéw bliskoSci i pozycji obiek-
tow.

¢ Geometria fraktalna stuzy do badania samopodobienstwa wy-

stepujacego w $wiecie naturalnym.

1.2. Notacja matematyczna

Jednym z aspektéw wspotczesnej matematyki, ktory jest oczywisty na-
wet dla przypadkowego obserwatora, jest postugiwanie sie abstrakcyjna
notacja, skomplikowanie wygladajacymi wzorami i diagramami geo-
metrycznymi. Korzystanie przez matematykdéw z abstrakcyjnej notacji
odzwierciedla abstrakcyjng nature wzorcéw, jakie analizuja.

Rézne aspekty rzeczywisto$ci wymagaja réznych form opisu. Przy-
ktadowo najlepszym sposobem analizowania potozenia ziem lub opisy-
wania komus drogi w nieznanym miescie jest narysowanie mapy. Tekst
nadaje sie do tego znacznie gorzej. Analogicznie opatrzone uwagami
rysunki (schematy) to najbardziej odpowiedni sposéb przedstawia-
nia konstrukcji budynku, a do reprezentowania muzyki na papierze
najlepiej nadaje sie zapis nutowy. Dla r6znego rodzaju abstrakcyjnych
wzorcéw formalnych i abstrakcyjnych struktur najlepszym srodkiem
opisu i analizy jest matematyka oraz powiazane z nig notacje, pojecia
i procedury.

Przyktadowo prawo przemiennosci dla dodawania mozna zapisa¢
po polsku tak:

Gdy dodawane sq dwie liczby, ich kolejnos¢ nie ma znaczenia.
Jednak zwykle zapisuje sie je w postaci symboliczne;j:

m+n=n+m

Kup ksigzke Pole¢ ksiazke
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20 ROZDZIAE 1. CZYM JEST MATEMATYKA?

Cho¢ ta posta¢ symboliczna w tego rodzaju prostym przyktadzie nie
ma istotnych zalet, to w wiekszo$ci wzorcow matematycznych poziom
ztozonosci i abstrakgji jest tak duzy, Ze stosowanie czegokolwiek innego
niz notacja symboliczna bytoby nieakceptowalnie niewygodne. Dlatego
wraz z rozwojem matematyki w coraz wiekszym stopniu wykorzysty-
wane sg notacje abstrakcyjne.

Cho¢ wprowadzenie matematyki symbolicznej w jej wspotczesnej
postaci zwykle przypisuje sie zyjacemu w XVI w. francuskiemu mate-
matykowi Francgois Viete’owi, notacje algebraiczng po raz pierwszy
zastosowano w pracy Diofantosa, ktory zyt w Aleksandrii ok. 250 r. n.e.
Jego 13-tomowy traktat Arytmetyka (przetrwato z niego tylko sze$¢
toméw) powszechnie uznaje sie za pierwszy podrecznik algebry. Dio-
fantos postugiwat sie specjalnymi symbolami do oznaczania niewia-
domych w réwnaniu i poteg niewiadomych. Stosowat tez symbole dla
odejmowania i rownosci.

Dzi$ ksigzki matematyczne sg zwykle pelne symboli, jednak notacja
matematyczna nie jest matematyka (podobnie jak notacja muzyczna
nie jest muzyka). Strona z nutami reprezentuje utwér muzyczny. Sama
muzyka powstaje, gdy nuty z takiej strony sg Spiewane lub wykonywane
na instrumencie muzycznym. To dzieki wykonaniu muzyka ozywa i mo-
zemy jej doswiadczac. Muzyka istnieje nie na zadrukowanej stronie, ale
w naszych umystach. To samo dotyczy matematyki. Symbole na stronie
jedynie reprezentujq matematyke. Gdy sa odczytywane przez kompeten-
tnego wykonawce (w tym przypadku jest nim osoba o wyksztatceniu
matematycznym), symbole z danej strony ozywaja. Matematyka zyje
i oddycha w umysle czytelnika, jakby byta abstrakcyjng symfonia.

Warto powtdrzy¢, ze powodem stosowania abstrakcyjnej notacji
jest abstrakcyjna natura wzorcow, jakie matematyka pomaga nam
identyfikowac i badaé. Matematyka jest nam niezbedna np. do zrozu-
mienia niewidocznych wzorcéw rzadzacych wszech§wiatem. W 1623 r.
Galileusz napisat:
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Wielka ksigga natury moze zostac odczytana tylko
przez tych, ktorzy znajq jezyk, w jakim jest napisana.
A tym jezykiem jest matematyka.

Fizyke mozna precyzyjnie opisa¢ jako wszech$wiat widziany z per-
spektywy matematyki.

Oto tylko jeden z wielu przyktadéw: dzieki zastosowaniu matematy-
ki do sformutowania i zrozumienia praw fizyki obecnie mozemy podré-
zowac samolotami. Gdy samolot odrzutowy przelatuje nam nad gtowami,
nie widzimy niczego, co go podtrzymuje. Tylko dzieki matematyce mo-
zemy ,dostrzec” niewidoczne sity, ktére utrzymujg maszyne w goérze. Te
sity zostaty odkryte przez Isaaca Newtona w XVII w. Opracowat on takze
matematyke potrzeba do badania tych sit, cho¢ musiato ming¢ kilka
wiekow, aby technologia rozwineta sie na tyle, by matematyke New-
tona (wzbogacong o wiele rozwinietych w miedzyczasie dodatkowych
matematyk) mozna byto wykorzysta¢ do budowania samolotow. Jest to
tylko jedna z ilustracji jednego z moich ulubionych memoéw opisujacych,
do czego stuzy matematyka: sprawia, ze niewidzialne staje sie widzialne.

1.3. Wspélczesna matematyka
na poziomie uniwersyteckim

Po tym krétkim oméwieniu historycznego rozwoju matematyki mozna
rozpoczac¢ objasnianie, w czym wspotczesna matematyka uniwersyte-
cka rdézni sie w istotny sposéb od matematyki nauczanej w szkotach.
Jeszcze ok. 150 lat temu matematycy, cho¢ dawno rozszerzyli juz
wtedy krélestwo badanych obiektoéw poza liczby (i reprezentujace je
symbole algebraiczne), nadal uwazali, ze w matematyce wazne sa prze-

de wszystkim obliczenia. Oznacza to, ze biegto$¢ w matematyce byta

6  ZIlSaggiatore (Waga probiercza). Jest to parafraza stéw wypowiedzianych
przez Galileusza.
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22 ROZDZIAE 1. CZYM JEST MATEMATYKA?

postrzegana jako umiejetnos¢ wykonywania obliczen lub operowania
wyrazeniami symbolicznymi w celu rozwigzania problemu. Matematyka
na poziomie liceum nadal w duzym stopniu jest zgodna z tym dawnym
podejsciem.

Jednak gdy w XIX w. matematycy rozwigzywali coraz bardziej zto-
zone problemy, zaczeli odkrywa¢, Ze wcze$niejsze intuicje dotyczace
matematyki sg nieodpowiednie do wykonywania ich pracy. Nieintui-
cyjne (i czasem paradoksalne) wyniki zmusity ich do zdania sobie
sprawy, ze niektére metody opracowane do rozwigzywania waznych,
praktycznych probleméw prowadza do niemozliwych do wyjasnie-
nia skutkéw. Przyktadowo, zgodnie z paradoksem Banacha-Tarskiego,
mozna teoretycznie wzig¢ kule i przecigc¢ ja w taki sposéb, ze da sie
ztozy¢ ja z powrotem w dwie identyczne kule, z ktérych kazda bedzie
wielko$ci pierwotnej bryty. Poniewaz obliczenia sg poprawne, wynik
Banacha-Tarskiego trzeba byto zaakceptowa¢ jako prawdziwy, cho¢
wykracza on poza nasza wyobraznie.

Stato sie wtedy jasne, ze matematyka moze prowadzi¢ do §wiatow,
ktére mozna zrozumiec tylko za pomocg samej matematyki. Aby mie¢
pewnos¢, ze mozemy polegac na odkryciach dokonanych dzieki mate-
matyce (i nieweryfikowalnych innymi sposobami), matematycy zaczeli
stosowa¢ metody matematyczne ,,do wewnatrz” i wykorzystywac je do
badania tej dziedziny.

Ta introspekcja doprowadzita w potowie XIX w. do przyjecia kilku
réznych nowych koncepcji matematycznych. Akcentu nie ktadziono
juz na przeprowadzanie obliczen i wyznaczanie wynikoéw, ale na for-
mutowanie i rozumienie abstrakcyjnych koncepcji oraz relacji. Byta to
zmiana w podej$ciu od nacisku na robienie do nacisku na rozumienie.
0 obiektach matematycznych nie myslano juz jak o produkcie stoso-
wania wzorcéw, ale jak o no$nikach wtasnos$ci konceptualnych. Dowo-
dzenie czego$ nie polegato juz na przeksztatcaniu sktadnikéw zgodnie
z regutami, ale na procesie logicznej dedukcji na podstawie pojec.

Ta rewolucja — bo do tego doprowadzity opisane zmiany — catko-
wicie zmienita spos6b myslenia matematykéw o ich dyscyplinie. Jednak
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dla reszty Swiata ten przetom mdgtby rownie dobrze nie nastgpi¢. Po
raz pierwszy osoby inne niz zawodowi matematycy dowiedziaty sie
o tych zmianach, gdy nacisk na nowe aspekty zostat odzwierciedlony
w programie studiéw. Jesli Ty, student matematyki, zechcesz wyrazi¢
swoje oburzenie po pierwszym zetknieciu sie z ,nowa matematyka”,
mozesz mie¢ pretensje do matematykdow takich jak Lejeune Dirichlet,
Richard Dedekind, Bernhard Riemann i wszyscy inni, ktérzy wprowa-
dzali nowe podejscie.

Jako przedsmak tego, co Cie czeka, przedstawie jeden przyktad
omawianych zmian. Do XIX w. matematycy byli przyzwyczajeni do tego,
ze wzor taki jaky = x* + 3x - 5 reprezentuje funkcje, ktéra generuje nowa
liczbe y na podstawie podanej liczby x. Potem Dirichlet wystapit ze swo-
imi rewolucyjnymi teoriami i stwierdzit, Ze nalezy zapomnie¢ o wzorze
i skupi¢ sie na tym, co funkcja robi w kontekscie wejs$¢ i wyjs$¢. Funkcja,
wedtug Dirichleta, to dowolna reguta generujaca nowe liczby na pod-
stawie istniejacych. Reguty nie trzeba przedstawia¢ za pomocg wzoru
algebraicznego. Co wiecej, nie ma powodu, aby ograniczac sie do liczb.
Funkcja moze by¢ dowolna reguta, ktoéra przyjmuje obiekty jednego
rodzaju i generuje na ich podstawie nowe obiekty.

Ta definicja dopuszcza funkcje takie jak ta, zdefiniowana dla liczb

rzeczywistych w formie nastepujacej reguty:

Jesli x to liczba wymierna, f(x) = 0;
jesli x to liczba niewymierna, f(x) = 1.

Sprébuj narysowac wykres dla tego potworal

Matematycy zaczeli bada¢ wtasnosci funkcji abstrakcyjnych tego
rodzaju, okreslonych nie tylko za pomocg wzoru, ale tez na podsta-
wie ich zachowania. Przyktadowo czy funkcja ma taka wtasnos¢, ze po
przekazaniu do niej réznych warto$ci poczatkowych zawsze daje inny
wynik? (Ta wtasno$¢ to réznowartosciowosc).

To abstrakcyjne, konceptualne podejscie okazato sie owocne zwtasz-
cza w rozwoju nowej dziedziny, teorii funkcji rzeczywistych, w ramach

ktérej matematycy badali wtasno$ci ciggtosci i rézniczkowalno$ci funkcji
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jako niezaleznych abstrakcyjnych koncepcji. Francuscy i niemieccy ma-
tematycy opracowali dla ciggtosci i rézniczkowalnosci ,definicje epsi-
lon-delta”, ktérych opanowanie do dzi$§ wymaga od kazdego nowego
pokolenia studentéw matematyki z epoki po analizie matematycznej
duzo wysitku.

W latach 50. XIX w. Riemann zdefiniowat funkcje zespolone za
pomoca wiasnosci rézniczkowalnosci, a nie na podstawie wzoru, ktéry
uznat za kwestie drugorzedna.

Zdefiniowane przez stynnego niemieckiego matematyka Karla Frie-
dricha Gaussa (1777 - 1855) klasy reszt, z ktorymi zapewne zetkniesz
sie na kursie algebry, byty zwiastunem (obecnie standardowego) podej-
$cia, polegajacego na tym, ze struktura matematyczna jest definiowana
jako zbior powiagzany z okre$lonymi operacjami opisanymi za pomocg
aksjomatow.

Dedekind przejat pateczke po Gaussie i badat nowe koncepcje
pierscieni, ciat i ideatéw. Pierscienie, ciata i ideaty byty zdefiniowane
jako kolekcje obiektow powigzanych z okreslonymi operacjami. Takze
z tymi zagadnieniami zapewne wkroétce zetkniesz sie w ramach edukacji
matematycznej wychodzacej poza analize matematyczna.

A to tylko nieliczne ze zmian.

Zmiany w XIX w., podobnie jak wiekszo$¢ rewolucji, miaty swoje
korzenie w czasach znacznie wcze$niejszych niz okres pojawienia sie
na scenie gtéwnych aktoréw. Grecy z pewnoscia interesowali sie ma-
tematyka jako dziedzing konceptualng, wykraczajaca poza obliczenia,
a w XVII w. wspottworca analizy matematycznej, Gottfried Leibniz, gte-
boko zastanawiat sie nad oboma podej$ciami. Jednak przez wiekszos¢
czasu do XIX w. matematyke postrzegano przede wszystkim jako zestaw
procedur rozwigzywania problemoéw. Dla dzisiejszych matematykow,
wychowanych zgodnie z porewolucyjnym podejsciem do tej dziedzi-
ny, to, co w XIX w. byto rewolucja, jest jednak po prostu matematyka.
Omawiana rewolucja odbyta sie po cichu i w duzym stopniu zostata
zapomniana, jednak okazata sie catkowitym przetomem i miata dale-

kosiezne konsekwencje. Wtasnie ona wyznacza scene dla tej ksigzki,
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ktorej gtdwnym zadaniem jest zapewni¢ Ci podstawowe narzedzia
umystowe potrzebne do wkroczenia w nowy $wiat wspétczesnej ma-
tematyki (a przynajmniej do nauczenia sie mys$lenia matematycznego).

Cho¢ na wykraczajagcym poza analize matematyczng poziomie
uniwersyteckim matematyka z okresu po XIX w. odgrywa dominujaca
role, nie wywarta ona istotnego wplywu na matematyke w liceum. To
dlatego potrzebujesz ksigzki tego rodzaju, aby pomogta Ci dokonac
przejscia. Miata miejsce jedna préba wprowadzenia nowego podejscia
do klas szkolnych, jednak zupelnie sie nie powiodta i szybko trzeba
byto sie z niej wycofa¢. Chodzi o ruch ,Nowej Matematyki” w latach 60.
Biad polegat na tym, ze po drodze z wydziatéw matematycznych czoto-
wych uniwersytetéw do szkdt przekaz rewolucjonistow zostat znacznie
znieksztatcony.

Dla matematykoéw z okresu przed potowa XIX w. i po tym czasie
zawsze wazne byty zaréwno obliczenia, jak i zrozumienie. Rewolucja
z XIX w. oznaczata jedynie zmiane nacisku na to, ktéry z tych aspek-
tow stanowi o istocie matematyki, a ktéry peini role pochodng lub
pomocnicza. Niestety nauczyciele szkolni w latach 60. odbierali zwykle
nastepujacy przekaz: ,Zapomnijcie o obliczeniach i skoncentrujcie sie
tylko na koncepcjach”. Ta absurdalna i ostatecznie katastrofalna strate-
gia sprawita, ze satyryk (i matematyk) Tom Lehrer w swojej piosence
New Math zazartowat: , To metoda jest wazna; nie ma znaczenia, ze nie
otrzymasz prawidtowej odpowiedzi”. Po kilku zatosnych latach ,Nowa
Matematyka” (ktéra, co warto zauwazy¢, miata juz ponad 100 lat) zo-
stata w duzym stopniu wycofana ze szkolnych programéw nauczania.

Charakter polityki edukacyjnej w wolnych spoteczenstwach jest
taki, ze w bliskiej przysztosci wprowadzenie podobnych zmian jest
mato prawdopodobne, nawet gdyby przy drugim podejs$ciu zrobiono
wszystko prawidtowo. Nie jest tez oczywiste (przynajmniej dla mnie),
czy taka zmiana bytaby w ogdle korzystna. Edukatorzy utrzymuja (co,
w obliczu braku twardych dowodéw na rzecz ktérejkolwiek ze stron,
jest przedmiotem zacietych dyskusji), ze umyst ludzki musi osiggnac

okreslony poziom umiejetnosci w zakresie obliczen na abstrakcyjnych
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obiektach matematycznych, zanim bedzie mégt wnioskowac¢ na temat
wtasnosci tych obiektow.

1.4. Dlaczego powiniene$
opanowacé ten material?

Do tej pory powinno by¢juzjasne, ze przejscie od podejscia obliczenio-
wego do koncepcyjnego, jakie nastgpito w XIX w., byto zmiang w spotecz-
nosci zawodowych matematykoéw. Interesowali sie oni zawodowo samg
naturg matematyki. Dla wiekszo$ci naukowcow, inzynieréw i innych
0s6b, ktdére postuguja sie metodami matematycznymi w codzienne;j
pracy, sytuacja w zasadzie sie nie zmienita i jest tak do dzi$. Obliczenia
(i otrzymywanie poprawnej odpowiedzi) pozostaja rownie wazne jak
zawsze, a s3 wykorzystywane bardziej powszechnie niz kiedykolwiek
wcze$niej w historii.

Dlatego dla wszystkich os6b spoza spotecznosci matematykéw
omawiane przejscie wydaje sie bardziej rozszerzeniem dziedziny ma-
tematyki niz zmiang nastawienia. Zamiast uczy¢ sie tylko procedur
rozwigzywania probleméw, studenci matematyki na poziomie uni-
wersyteckim takze (czyli dodatkowo) powinni opanowaé podstawowe
koncepcje i umie¢ uzasadni¢ stosowanie okreslonych metod.

Czy ten wymog jest uzasadniony? Cho¢ zawodowi matematycy —
ktorych praca jest rozwijanie nowej matematyki i weryfikowanie jej
poprawnosci — potrzebuja takiego konceptualnego zrozumienia, dla-
czego wymagac tego od oséb, ktérych celem jest kariera, a matematyka
jest wylacznie narzedziem (np. w inZynierii)?

Odpowiedzi sg dwie i kazda z nich jest w duzym stopniu prawdziwa.
(SPOILER: tylko na pozér sa to dwie odpowiedzi; po glebszej analizie
okazuje sie, ze chodzi w nich o to samo).

Po pierwsze, edukacja nie polega wytgcznie na zdobywaniu kon-
kretnych narzedzi do wykorzystania w dalszej karierze. Jako jedno

z najwiekszych osiagnie¢ ludzkiej cywilizacji matematyka powinna

Kup ksigzke Pole¢ ksiazke


http://helion.pl/page354U~rf/mysmat
http://helion.pl/page354U~rt/mysmat

1.4. DLACZEGO POWINIENES OPANOWAC TEN MATERIAL? 27

by¢ nauczana razem z naukami $cistymi, literaturg, historig i nauka-
mi pieknymi, aby przekazywac klejnoty naszej kultury z pokolenia na
pokolenie. My, ludzie, jesteSmy czym$ znacznie wiecej niz praca, jaka
wykonujemy, i karierg, jaka robimy. Edukacja jest przygotowaniem do
zycia, a opanowanie konkretnych umiejetnosci zawodowych jest tylko
jednym z jej aspektow.

Ta pierwsza odpowiedZ nie wymaga dalszych uzasadnienl. Druga
dotyczy kwestii narzedzi odpowiednich do wykonywanej pracy.

Nie ma watpliwosci, Ze umiejetnosci matematyczne sg niezbedne
w wielu zawodach. W wiekszosci branz na prawie kazdym poziomie
wymagania matematyczne okazujg sie wieksze, niz sie powszechnie
sadzi, co wiele oséb stwierdza, gdy w trakcie poszukiwania pracy od-
krywa brak wiedzy matematyczne;j.

Przez lata przyzwyczailiSmy sie do tego, Ze rozwoj spotecznosci
przemystowej wymaga sity roboczej posiadajacej umiejetnosci mate-
matyczne. Jesli jednak przyjrzysz sie tej kwestii uwazniej, zobaczysz, ze
te umiejetnos$ci nalezg do dwodch kategorii. Pierwsza z nich to umiejet-
nosci ludzi, ktérzy po zetknieciu z problemem matematycznym (czyli
problemem juz sformutowanym w kategoriach matematycznych) po-
trafig znalez¢ matematyczne rozwigzanie. Do drugiej kategorii naleza
umiejetnosci osob, ktére potrafig wzigé pod uwage nowy problem (np.
w branzy produkcyjnej), zidentyfikowac i opisac jego kluczowe aspekty
matematycznie, a nastepnie postuzy¢ sie tym matematycznym opisem
do przeanalizowania problemu w precyzyjny sposéb.

W przesztosci byto duze zapotrzebowanie na pracownikéw z umie-
jetno$ciami typu pierwszego i niewielkie na specjalistéw z umiejetnos-
ciami typu drugiego. Proces edukacji matematycznej w duzym stopniu
zaspokajat obie potrzeby. Jego gtéwnym celem zawsze byto ,generowa-
nie” oséb pierwszego typu, przy czym okazywato sie, Ze niektore z nich
dobrze radzity sobie takze z zadaniami drugiego rodzaju. Wszystko wiec
byto w porzadku. Jednak we wspétczesnym Swiecie, w ktérym firmy
musz3 nieustannie wprowadzac¢ innowacje, aby utrzymac sie na rynku,
ros$nie zapotrzebowanie na pracownikéw typu drugiego, cechujgcych
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sie umiejetno$cig myslenia matematycznego — na ludzi, ktérzy potrafig
mys$leé¢ niestandardowo w obszarze matematyki. Nagle okazuje sie, ze
nie wszystko jest w porzadku.

Zawsze potrzebni beda ludzie dobrze znajacy rézne techniki mate-
matyczne, ktérzy potrafiag pracowac samodzielnie przez dtugi czas i gte-
boko koncentrowac sie na konkretnych problemach matematycznych.
Nasz system edukacyjny powinien wspiera¢ rozwoj takich osob. Jednak
w XXI w. bardziej potrzebni beda specjalisci typu drugiego. Poniewaz
nie mamy nazwy dla takich oséb (okreslenia ,sprawni matematycznie”
lub nawet ,matematycy” zwykle oznaczaja osoby typu pierwszego),
proponuje nazwac ich innowacyjnymi specjalistami w mysleniu mate-
matycznym.

Pracownicy nowego typu (po prawdzie typ ten nie jest nowy; nie
wydaje mi sie po prostu, zeby ktokolwiek wcze$niej zwrdcit na niego
uwage) musza przede wszystkim dobrze rozumie¢ matematyke, jej poje-
cia, zakres, to kiedy i jak mozna jg stosowac, a takze jej ograniczen. Takie
osoby musz3 tez dobrze opanowac pewne podstawowe umiejetnosci
matematyczne. Jednak nie muszg cechowac sie wybitnym poziomem
w tym zakresie. Znacznie wazniejszym wymogiem jest to, by potrafity
dobrze pracowac w zespotach (czesto multidyscyplinarnych), postrze-
gac rzeczy w nowy sposob, szybko uczy¢ sie i opanowywacé potrzebne
nowe techniki, a takze bardzo sprawnie radzic¢ sobie ze stosowaniem
istniejagcych metod w nowych sytuacjach.

Jak edukowa¢ takie osoby? Koncentrujemy sie na mys$leniu kon-
ceptualnym wykraczajgcym poza konkretne techniki matematyczne.
Znasz powiedzenie: ,Daj cztowiekowi rybe, a zapewnisz mu jedzenie
na jeden dzien. Naucz go towi¢, a zapewnisz mu pozywienie na cate
zycie”? To samo dotyczy edukacji matematycznej na potrzeby zycia
w XXI w. Istnieje tak wiele réznych technik matematycznych (a kaz-
dego dnia rozwijane sg nowe), zZe nie da sie nauczy¢ ich wszystkich
w trakcie edukacji szkolnej i uniwersyteckiej. Do momentu, gdy student
pierwszego roku ukonczy studia i podejmie prace, wiele konkretnych
technik, jakie opanuje na uczelni, straci na znaczeniu, a modne stang
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sie nowe rozwigzania. W ramach edukacji trzeba skupic¢ sie na uczeniu
tego, jak sie uczy¢.

Rosnaca ztozono$¢ matematyki spowodowata, ze matematycy
w XIX w. zmienili (lub, jesli wolisz, poszerzyli) pole zainteresowan,
przenoszac nacisk z umiejetnosci obliczeniowych na podstawowa
umiejetno$¢ myslenia konceptualnego. Obecnie, 150 lat pdZniej, zmia-
ny w spoteczenstwie powodowane po czesci przez bardziej ztozona
matematyke sprawity, ze modyfikacja podejscia stata sie istotna nie
tylko dla zawodowych matematykéw, ale tez dla wszystkich, ktorzy
ucza sie matematyki z mys$l3 o jej wykorzystaniu w $wiecie.

Teraz wiesz juz nie tylko to, dlaczego matematycy z XIX w. zmienili
centrum zainteresowania w obszarze badan matematycznych, ale tez to,
dlaczego od lat 50. ubiegtego wieku od studentéw matematyki oczekuje
sie opanowania takze konceptualnego myslenia matematycznego. Inny-
mi stowy, wiesz teraz, dlaczego uczelnia oczekuje od Ciebie ukoniczenia
kursu przej$ciowego i zapewne opanowania takze materiatu przedsta-
wionego w tej ksigzce. Mam nadzieje, ze zdajesz tez sobie sprawe z tego,
dlaczego moze to by¢ wazne dla CIEBIE w Zyciu (a nie tylko przydatne

do przetrwania kurséw matematycznych na uniwersytecie).
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Myslenie matematyczne jest sposobem pojmowania Swiata, jedo elementéw i relacji miedzy nimi.
To cos zupetnie innego niz rozwigzywanie zadan, wykonywanie operacji i stosowanie procegur.
Myslenie matemnatyczne jest rozwijane przez ludzkos¢ od ponad 3000 lat i przynosi wiele korzysci
nie tylko naukowcom. Okazuje sie szczegdlnie wazna umiejetnoscig w XXI wieku, ady praktycznie
kazdy moze aspirowac do wysokich pozycji w biznesie czy w polityce. Myslenie analityczne jest
wysoko cenione wszedzie tam, gdzie mowa o sukcesie, przywddztwie, duzych pienigdzach i wtadzy.
Tymczasem ptynne przejscie z mechanicznedo wykonywania operacji matematycznych do prawdzi-
wie matematycznedo myslenia wielu osobom sprawia spore problemy.

Ta niewielka ksiazka ma pomac poczatkujacym studentom matematyki w przestawieniu sie na
matematyczny sposéb myslenia. Zostata jednak napisana tak przystepnie, ze skorzysta z niej kazdy,
kto zechce sie tedo nauczyc i opanowat szkolne podstawy matematyki. Przedstawiono tu idee

i wzorce myslenia, ktore przyniosg Czytelnikowi wiele korzysci w réznych dziedzinach zycia. Materiat
zostat uzupetniony licznymi éwiczeniami do samodzielnedo wykonania, a trudniejsze zagadnienia
opatrzono komentarzami. Interesujaco ujeta tres¢ zacheca do pracy — i sprawia, ze niepostrzezenie
osigdga sie cel, ktérym jest myslenie matematyczne.

W tej ksigzce:

— rola matematyki i myslenia matematycznego we wspotczesnym Swiecie
— znaczenie precyzji jezyka

— dowody i dowodzenie twierdzen

— twierdzenia dotyczace liczb

— wprowadzenie do teorii mnogosci

Dr Keith Devlin jest brytyjskim matematykiem i autorem ksigzek popularyzujacych nauke.

0d 1987 roku mieszka w USA, pracuje na Uniwersytecie Stanforda w Kalifornii. Jest wspotzatozy-
cielem uniwersyteckiego instytutu H-STAR i sieci badawczej Stanford Media X. Jego tworczosc¢
byta wielokrotnie nadradzana — jest znanym popularyzatorem rmatematyki i lodiki. Wsrod

jedo zainteresowan badawczych nalezy wymienic teorie informacji, modele wnioskowania

i stosowanie matematyki w badaniach komunikacji.

Myslenie matematyczne:
klucz do rozwigzania prawie wszystkich problemow!
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