Modele z czasem dyskretnym

Przyktady i zadania z tego rozdziatu ilustruja materiat zawarty w rofaldial? i 15
ksiazki.

14.1. Metoda pajeczynowa

PrzYktAD 14.1. Na ponizszych rysunkach zilustrowano metode pajeczynowa:

y=f(x) & y=f(z)

1 T3 Xy Tz X Som Ty T3 Xy X

Na rysunkach przedstawiono wykresy dwoch funkciE f (x) (linia ciagta) oraz
prostejy = x linia przerywana. Przecigcia sie tych krzywych to punkty staajoe
réwnania réznicowega,.1 = f(x,). Aby zobaczg, w jaki sposéb zachowuje sie
rozwiazanie, postepujemy zgodnie z przedstawionym opisem.

Startujemy z dowolnego punkty potozonego na osiX. Przesuwamy sig pio-
nowo w gore (lub w doét), az napotkamy wykres funkgji Osiagnebmy wysok&t
f(x1) = xp, abyx, odznaczg na osi X przesuwamy sie poziomo (w prawo lub
w lewo), az napotkamy wykres prostej= x. Teraz znajdujemy sie nad punktem
xo na osi . Dalej powtarzamy te procedure i obserwujemy, jak rozwiazapieas
chowuje. Na powyzszych rysunkach rozwiazanie zbliza sipuhktu stacjonarnego;
w pierwszym przypadku oscylujac dookota (na kolejnym rysunkuepeej stronie
przedstawiono przykfad zachowania sie w czasi@ tym przypadku), zaw drugim
pozostajac zawsze po tej samej stronie punktu stacjonarnego (mkuypo prawej
stronie przedstawiono przyktad zachowania sie w czgsietym przypadku).
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PRzYKtAD 14.2. Zbad& stabiln&t punktdw stacjonarnych réwnanig,; =
%xn 1—-x,) = S (xn)-

RozwiAZANIE. Znajdzmy najpierw punkty stacjonarne. Sa to te punkty, w kto-
rychx,,1 = x,, czyli te, dla ktérychx = %x(l — x). Stad wynika, ze alb@; = 0,
alboi, =1— %=1

Zgodnie z twierdzeniem 15.1 z ksiazki, punkty sa stabilridi j¢'(x)| < 1. Za-
tem, aby zbadastabiln&t tych punktéw, obliczmy war&t pochodnej prawej strony
rownania w tych punktach. Mamy:

1 1
Fw =32 s @ =r@=3>1  fe=7s(3)=3-1=;<1

Widzimy, ze f(x;) > 1, zatem punkt stacjonarmy jest niestabilny, natomiast
punktx, jest lokalnie asymptotycznie stabilny, gdyAd < f'(x;) < 1, a poniewaz
0 < f’(x2), to rozwiazania zblizaja sie do tego punktu, pozostajac poejejgo
stronie (nie oscylujac).

To samo mozna zrobj korzystajac z metody pajeczynowej, rysujac wykres funk-
cji prawej strony. Co wiecej, metoda pajeczynowa, czy raczejmgk, moze rozstrzyg-
n&t stabiln&E punktu w przypadku gdyf’(x)| = 1 i kryterium analityczne nie daje
odpowiedzi. Sp6jrzmy na rysunek zamiesz-
czony obok. Linia ciagta zaznaczono pro-
sta y = x, natomiast linia przerywana
y = —x + 2a. Linie kropkowane, to odpo- .
wiednio prostex = a i y = a. Rozwazmy
takie rownanie réznicowe, .1 = f(x,), ze
f(a) = a (czyli punktx = a jest punktem
stacjonarnym). Zauwazmy, ze w zalezno-
§ci od potozenia punktdy,, f(x,)), moze-
my wydedukowa, gdzie bedzie znajdowat
sie punkt(x,,1, f (x,+1)). Mianowicie, je- :
sli punkt (x,, f(x,)) bedzie znajdowat sie
w obszarze zaznaczonym pionowymi kres- R
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kami, to punktx,.1 bedzie blizeja, ale po tej samej stronie co x,. J&li punkt
(x., f(x,)) bedzie znajdowat sie w obszarze zaznaczonym poziomymi kreskami,
punktx, ., bedzie sie znajdowat po drugiej stronie punktu stacjonarnego ke kdi-
zej punktwz niz x,,. Ponadto zauwazmy, ze&sjepunkt(x,, f(x,) bedzie znajdowat sie
w obszarze zakreskowanym w kratke lub linia famana,tq bedzie dalej od punktu
a niz x,,, odpowiednio po drugiej stronie lub po tej samej stronie punktu stacjegarn

Stad mozna wywnioskovia co nastepuje: @i wykres funkcji f znajduje sie
(w otoczeniu punktu stacjonarnego) w obszarze zakreskowanynwpinro punkt
stacjonarny jest lokalnie stabilny i rozwiazania zblizaja sieagd@ozostajac po tej
samej stronie (nie ma oscylacji). Gdy wykres funkgjiznajduje sie w obszarze
zakreskowanym poziomo, to punkt jest lokalnie stabilny, ale rozwiazahlizaja
sie do niego, oscylujac wokat. W przypadku gdy wykres znajduje sie w obszarze
zaznaczonym linia zabkowana, punkt jest niestabilny i rozangez oddalaja sie od
a, pozostajac po tej samej stronie punktu stacjonarnego. Gdy wyksesvj@b-
szarze zakratkowanym, rozwiazanie oddala sie od punktu staopgm (ktory jest
niestabilny), oscylujac wokat.

Czytelnikowi pozostawiamy zastanowienie sige i sprawdzenie (za pametqdy
pajeczynowej), co sie dzieje, gdy wykres funkcji znajduje si@pu stronach punktu
stacjonarnego w obszarach réznie zakreskowanych.

PrzyktAD 14.3. Rozwazmy model opisujacy ograniczony wzrost populacji.
W modelu logistycznym szyblsb wzrostuper capitamalata wraz ze wzrostem za-
geszczenia populacji. Rozsadnie jest przyjae wzrostper capitanie moze bg
mniejszy niz—1 (,co najwyzej jednaégmiek na jednego osobnika”). Wezmy zatem
funkcje, ktéra bedzie funkcja malejaca i bedzie dazyta—dow nieskdczongci.
Wybieramy funkcjef (N) = ae™*N — 1 (oczywkcie nie jest to jedyny mozliwy czy
stuszny wybér — mozna wybietdakze inne funkcje o wkasgoiach wymienionych
powyzej). Wtedy otrzymujemy:

AN
— =ae"N -1
N

Przyjmujac terad = ¢ i a = €, otrzymujemy:

AN
=

det —1=eg(-%) _1,

A zatem:
Nt 1— Nt

Niy1— Ny = N; (er<177) — 1) = Nyj1= N,er( 7).

Zauwazmy, ze w tym model® mozna traktowa jako pojemné&t srodowiska.
Gdy N, > K przyrostper capitajest ujemny (czyli liczebngt populacji sie zmniej-
sza), podczas gdy dis, < K jest dodatni (czyli liczebr populacji sie zwigksza).
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ZnaleZ punkty stacjonarne i zbadéch stabilnét. ) )
RozwiAZANIE. Szukamy punktéw stacjonarnych, czyli takich, ze N =

Ne(=%), Stad od razu widg ze alboN = 0, albo:
4 _y N \/

Zachecamy Rastwa do zbadania stabileai tych punktéw metoda pajeczynowa
po narysowaniu w jaki programie wykresu funkcji = xe'—*/K) My tutaj prze-
prowadzimy rozumowanie analityczne. Policzymy pochodna prawejystron

FN) = NE@Y) — provy = @@ ) — %g(k%)_

W punkcieN = 0 mamyF’(0) = € > 1, zatem ten punkt jest niestabilny.

W punkcieN = K mamyF'(K) = 1 — r, zatem ten punkt jest asymptotycznie
stabilny dlar € (0, 2) (bo wtedy|F'(K)| < 1), niestabilny dlar > 2 (bo wte-
dy F'(K) < —1). Dlar = 2 z wykresu funkcji (i metody pajeczynowej) mozna
wywnioskowd, ze punkt jest asymptotycznie stabilny. Mianowicie, wykres funkcji
miesci sie (w otoczeniu punkt(kK, F(K)) w obszarze zakreskowanym poziomo na
rysunku w przyktadzie 14.2.

PrRzYKtAD 14.4. Przypitmy, ze w lesie wystepuja dwa gatunki drzew. Nazwijmy
je Ai B. W kazdym roku pewna liczba drzew kazdego z gatunkéw umiéraypu-
&my, zeSrednio co roku umiera jedno na 50 drzew gatunku A i jedno na 10 drzew
gatunku B. Czwarta c&& zwolnionych miejsc jest zajmowana przez drzewa gatun-
ku A, zas trzy czwarte przez drzewa gatunku B (mozemy o tynslefyjak o prawdo-
podobiéstwie: drzewa gatunku A zajmuja wolne miejsca z prawdopodsbieem
25%, a drzewa gatunku B z prawdopoddtsvem 75%). Oznaczajac przdzi B,
liczebndst populacji drzew gatunku A i B w roky konstruujemy model.

Liczebnat drzew gatunku A roku + 1 mozemy policzg nastepujaco: ta c&g
drzew tego gatunku, ktore przezyly wynosP8A4;; 0,02 drzew umarto i zwolnito
miejsca, z ktérych to 25% zajety mtode drzewa gatunku A (bedzie,i6B-®,25A4,);
dodatkowo miode drzewa gatunku A zajety 25% miejsc zwolnionych preeerie
drzewa gatunku B (tych jestD0B,), czyli tych miodych drzew bedzie 00- 0,25B;).
Stad otrzymujemy réwnanie:

A1 = (0,98+0,02-0,25)4, + 0,10- 0,25B,.

Analogicznie konstruujemy réwnanie opisujace liczedirdrzew gatunku B w ro-
kut 4+ 1. Mamy:

B,41 =0,02-0,754, + (0,90+ 0,10- 0,75 B,.
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Stad otrzymujemy nasz model — uktad révina

A,11=0,9854; + 0,025B;,
Bt+l - 0,01514, + 0397531‘

Otrzymany liniowy uktad réwna mozemy zapisaw postaci macierzowej jako:

Aiya| 10,985 Q025 [ A,
Bl-‘rl - 0,015 Q975 Bl ’
_—
=M

Te macierz oznaczmy literk®. Co mozna powiedzéeo strukturze tego lasu po dhu-
gim czasie?
ROzZWIAZANIE. Zauwazmy najpierw, ze —§8 wezmiemy wektory

o] e

oraz policzymy iloczyn macierzy/ i wektorav,, a takze macierzyf i wektoravo,
to otrzymamy:

0,985 QO025(| 1| | 096 |
|:0,015 Q975] |:_1i| = |:—0,96i| =0,96v, oraz

0,985 Q025| (5| |5 1
0,015 Q975||3| T |3~ **
Przypstmy teraz, ze poczatkowym stanem uktadu (w chwi# 0) jest wektor
[AO} = wo = avy + Bvy. Stan uktadu w chwilic opisuje wektorw, = [‘g’}
t

Bo
Zauwazmy, ze wtedw, 1 = Mw,. Zatem:

w1 = Mwg = M (avy + Bvz) = aMvy + BMv, = 0,96xv; + Buo.

Jak tatwo zauwady, powtarzajac powyzsze rachunki, otrzymamy:

w; = (0,96) av1 + Bua Iz Buo.

A wiec, dla duzychr struktura gatunkowa lasu bedzie zblizata sie do takiej, gdy
stosunek liczebrgzi drzew gatunku A do drzew gatunku B wynosi 5 do 3.

W zadaniu 14.4 proszeni safizwo o wyliczenie zachowania sie tego uktadu dla
konkretnych danych poczatkowych.

PrRzYktAD 14.5. Rozwazmy r@ling, ktéra zyje maksymalnie dwa lata. W pierw-
szym roku zycia mtode &iny wydaja nasiona, z ktérych w roku nastepnym rozwijaja
sie nowe r@liny. Z nasion wysianych przez dwie mtodé&liay rozwija sie w roku na-
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stepnymsrednio jedna mioda glina. Czwarta cZ& miodych r&lin przezywa zime
i w nastepnym roku wydaje nasiona. Z nasion jednej sta&jmp (czyli w drugim
roku zycia) w nastepnym roku kietkuggednio dwie nowe miode stiny.

Zaproponowa model opisujacy rozwoj tej populacji i przedyskut@yaj zacho-
wanie, gdyn — oo, zakladajac, ze poczatkowo zageszczenie miodysinrarynosi
6, a starych rslin 3.

RozwiAZANIE. Przez x, oznaczmy zageszczenie miodychslio (roslin
w pierwszym roku zycia) wi-tym roku. Niechy, oznacza zageszczenie starychliro
(roSlin w drugim roku zycia) wi-tym roku. Z danych zadania wynika, ze zageszcze-

nie mtodych ré&lin w rokun + 1 wynosix, 1 = > + 2y,, natomiast starych &hin
. . , . 1 .
jest tyle, ile mtodych przetrwato zime, czyl+1 = 7 Stad otrzymujemy:

1

Xn+l = Exn + 2yna Yn+1 = an-

. o . . . 1 1
Wstawiajac drugie rownanie do pierwszego, dostajemy = > +2- —xp_1.

Szukamy rozwiazapostacix, = A" (por. ksiazka, podrozdz. 12.5i15.5). Wstawiamy
x, = A" do ostatniego rGwnania i otrzymujemy:

At = %/\" + %M—l — A% - %A — % =0.
Roéwnanie to ma dwa rozwigzaniai = 1i i, = —%. Zatem rozwiazania sa
postaci:
anA-1”+B~(—}>n, yn:}.A_F}.B.(_})n_l' (*)
2 4 4 2

StaleA i B wyznaczamy z danych poczatkowych. Mamy:

1 1
xg = 6, xlzé-XQ+2-y0=§-6+2-3=9.

Stad otrzymujemy uktad réwna
dan=0: A+ B =6,

dlan =1: A—%B:Q.

Rozwiazujemy uktad, znajdujad = 8 i B = —2. Wstawiamy wyliczoned i B do
ukfadu ) i otrzymujemy ostateczna posteozwiazania naszego modelu:

1n—1 1n
n:8 I s n:2 I .
weer(s) sz ()
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Teraz fatwo juz zobaczy ze gdyn roSnie, to zageszczenie miodychélia x,
zbliza sie do 8, Zazageszczenie staryctstim zbliza sie do 2.

PRzYKLAD 14.6. Rozwazmy populacje, ktéra mozna podeia trzy rowne klasy
wiekowe. Pierwsza klase stanowia osobniki niedojrzate, niezdidnezmnazania,
wsrad ktorych panuje tak dusmiertelnéc, ze tylko co szesnasty osobnik przechodzi
do klasy nastepnej — osobnikéw w petni dojrzatych. Kazdy z dbjctaosobnikow,
przed osiagnieciem wieku starczego, dajednio 31 nowych osobnikdw gatunku.
SmierteIn&t w tej klasie wiekowej jest nizsza, tak ze wiek starczy osiaga agidr
osobnik. W wieku starczym osobniki moga sie jeszcze rozntyagda ich zdolno-
§ci reprodukcyjne zostaly zmniejszone, tak ze dadeozycia kazdy z nicBrednio
wyda 15 nowych osobnikéw tego gatunku. Skonstrubwendel opisujacy rozwoj
opisanej wyzej populacji. Wyznaczyageszczenie osobnikdw w kazdej grupie wie-
kowej osobnikéw niedojrzatych po 10 okresach, wiedzac, ze nagiku zageszcze-
nie osobnikéw niedojrzatych wynosi 10, zageszczenie osobnikguzadgch 4, z&
zageszczenie osobnikow starych wynosi 2.

RozwiazANIE. Niech x, oznacza zageszczenie osobnikdw niedojrzatych w
n-tym okresie (zwrémy uwage, ze w zadaniu nie jest powiedziane, ile lat wynosi taki
okres — moze to lyzaréwno jeden rok, jak i mozemy rozwaéaaielkost populacii
w okresach, na przyktad, pietnastoletnich), niggloznacza zageszczenie osobnikéw
dojrzatych wn-tym okresie,z, 0znacza z&a zageszczenie osobnikow w wieku star-
czym wn-tym okresie. Osobniki niedojrzate w okresiet 1 pojawity sie za sprawa
osobnikow dojrzatych (34,) i starych (15,): x,.1 = 31y, + 15z,.

W kolejnym okresie zageszczenie osobnikéw dojrzatych jest zw&zaosobni-
kami niedojrzatymi w poprzednim okresie, ktére przezyly i dziekieaku samemu

rozumowaniu wyliczymy zageszczenie osobnikéw w wieku starcaym; = e
1 . L.
I+l = S n- Stad mozemy wyliczg, ze:
1 . _s 15
in+l = 32)6,1_1, Xnyl = lexn—l 32xn—2-

Stosujac technike pokazana w ksiazce (por. podrozdz. il2%55 w ksiazce),
szukamy rozwiazapostacix, = A". Wstawiamyx, = A" do ostatniego rownania:

31 15 31 15

At = D=1y T yn-2 Ry W ——
T A7 16" 32
o . . . . 5 1 3
Pierwiastkami tego rownania sa liczby; = 7 Ay = -1 oraziz = > Zatem

rozwiazanie jest postaci:
= 4 4 2) -
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Teraz, korzystajac z wiedzy o poczatkowym zageszczeniddjagrupy wiekowej,
mozemy wyznaczystateA, B i C. Zauwazmy, ze:

x1 = 31yg + 15z¢0 = 154,

= 31y; + 15z, =31 1 + 15 1,=3%
X2 =9oly1 1 = '16x0 '2)’0— g
Korzystajac z wyprowadzonego wzoru xg otrzymujemy:
dlan=0: x9=10=A+ B+ C,
5 1 3
dlan =1: =154= —-A.—-—B.— C. -,
n X1 2 4+ >
dlan =2: —395—A 25+B 1+C 9
e T T Ty

Mamy ukfad trzech réwraliniowych z trzema niewiadomymi. Rozwiazujac go (co,
w tym przypadku, jest zajeciem zmudnym), otrzymujemy rozwiazanie:

525 29 4896
A= ———r, B=—, C=——.
11 7 e

525 5”+29 1”+4896 3\"
W=\ 7 '\ 734 77 \2) -
Stad mamy, ze zageszczenie populacji osobnikéw niedojrzatyclo piresach wy-
Nosix g~ 3222.

A zatem:

14.2. Pytania i zadania

ZADANIE 14.1. Korzystajac z metody pajeczynowej, zbadachowanie sie rozwia-
zah rdwnania réznicowega, 1 = f(x,) w zalezn&ci od warunku poczatkowego
X0 € R.

a) fx)=x+x, b) f&x)=x%—nx, c) f(x)=Inx +1,
d) f(x)=e€"" e) f)=1-2x(x—1, f) f(x)=2x1—x).

ZADANIE 14.2.ZnajdZz punkty stacjonarne réwnania réznicowegQ; = f(x,)
i zbadaj ich stabilngt, gdy funkcjaf jest dana wzorem:

a) 1- gx(l—x), b) 1- gx(l—x), c) x(2x — 1),

3
d) il 5, e) log, x + 1, f) 5L
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ZADANIE 14.3. Rozwazmy pewna populacje wykazujaca cechy spoteczak zde
geszczenie populacji jest mniejsze od pewnej licZhyto przyrostper capitajest
ujemny. Zatbzmy takze, ze dla zbyt licznej populacji, gdy jej liczeélsrrzekracza
K, to przyrostper capitatakze jest ujemny. Natomiastliczebndt populaciji mie-
Sci sie miedzy. i K, to przyrost jest dodatni. Przy zatozeniu,lze< K, i przyjmujac
najprostsza funkcje spetniajaca powyzsze zatozenia, miaireoW (N — L)(K — N),
zbudowa& dyskretny model opisujacy rozwoj tej populaciji, znélezinkty stacjonar-
ne i zbada ich stabiln&t.

ZADANIE 14.4. Dla modelu opisanego w przykitadzie 14.4 znélgraniczna liczeb-
nost drzew gatunku A i B oraz liczebgoi tych populacji w kilku pierwszych latach,
gdy poczatkowa liczebrso drzew jest nastepujaca:

a) Ag = 700,Bo = 100, b) Ag = 100, Bo = 700.
Wskazowka.ZnaleZ wartdsci wspotczynnikowe i 8, ktdre pojawity sie w przy-

ktadzie 14.4 przy rozwiazywaniu uktadu rownav, + vy = [A

0 . _
Boj|’ czylia+58 =

Ap oraz—a + 38 = By.

ZADANIE 14.5. Pewna rélina zyje maksymalnie dwa lata. Z&lim mtodych, ktére
wykietkowalty, trzy czwarte dozywa drugiego roku. finy mtode moga wydana-
siona, tak ze w roku nastepnym wykietkijeednio péttora nowej &iny na kazda
mioda rcling. R&liny stare (w wieku dwoch lat) wydaja nasiona, z ktérych kietkuje
w nastepnym rok&rednio cztery trzecie mtodejstiny na kazda stara stine. Skon-
struowd& model opisujacy dynamike tej populacji i przedyskutowachowanie sie
rozwiaza po wielu latach, przyjmujac, ze poczatkowe zageszczesimrey wieku
jednego roku wynosi 5, natomiast zageszczengtimov wieku dwéch lat jest réw-
ne 15.

ZADANIE 14.6. Rozwazamy populacje, ktora dzielimy na trzy rOwne grupy wie-
kowe. Pierwsza grupa to osobniki niedojrzate, ktére nie moga simmaz& i wsrod
nich panuje de&c wysokaSmierteln&t, tak ze jedynie jedna dziewiata &g nich do-
zywa wieku dojrzatego. Grupa druga — osobniki dojrzate, ktore nsigjgozmnaza,

i w czasie zanim sie zestarzeja, wydajadnio 7 potomkéw na osobnik@miertel-
nost w tej grupie jest zaniedbywalnie mata, tak ze mozemy ptzyze wszystkie
osobniki dojrzate dozywaja wieku starczego. Grupa trzecia, tbrakbw wieku star-
czym. Niektére z tych osobnikéw moga sie jeszcze rozmnazgdajac do kaca
swojego zycigrednio dwoch potomkdw na gltowe.

Skonstruowa model opisujacy rozwdj tej populacji i przedyskut@ygaka be-
dzie struktura wiekowa populacji po diugim czasi&lijgoczatkowo zageszczenie
osobnikéw niedojrzatych wynosi 100, dojrzatych 205 asarych 20.

Wskazéwka. Pierwiastkami wielomianu, ktory skonstruujaiidavo w trakcie
rozwiazywania zadania sa liczby; = 1, A, = —2/3, 23 = —1/3.
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