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Przedmowa

Ksiazka niniejsza jest trzecia czeScia zmienionego trzyczesciowego ,,Zarysu
matematyki wyzszej dla inzynieréow”. Czg$¢ pierwsza tego zmienionego wyda-
nia ukazata si¢ w 1977 i 1981 r., a obecnie cze$¢ druga i trzecia. Wydanie to
rozni si¢ od poprzednich, zawiera wiele nowych rozdziatléw, a wsrdd nich
rachunek prawdopodobienstwa i statystyke matematyczna, ktore napisat
magister Janusz Zacharski. Obecnie na calos$¢ ,,Zarysu” skladaja sie:

— czg§¢ I (logika, rownania liniowe, geometria analityczna, ciagi i szeregi
liczbowe, rachunek rézniczkowy, geometria rdzniczkowa),

— czg$¢ 11 (catka nieoznaczona, rownania rozniczkowe zwyczajne — metody
elementarne, calka oznaczona, catki wielokrotne, krzywoliniowe i po-
wierzchniowe, ciagi i szeregi funkcyjne, funkcje zespolone i przeksztalcenie
Laplace’a),

— czg$¢ 11 (rownania rozniczkowe zwyczajne — metody ogolne, rOwnania
fizyki matematycznej, przeksztalcenie Fouriera, macierze, rachunek praw-
dopodobienstwa i statystyka matematyczna).

Materiatl ksiazki ulozono tak, aby wiadomosci podstawowe byly podane bez

zbytniego rozbudowania treSci pomocniczych. Uzupelnienia podano nieco

dalej. Fragmenty, ktére mozna pominaé przy pierwszym czytaniu, 0znaczono
gwiazdkami. W ksiazce znajduje si¢ wiele przyktadow.

Autorzy opracowuja zbior zadan dostosowany do ukladu ,.Zarysu” tak, aby

Czytelnik mogt rozwiazywaé zadania z zakresu poszczegodlnych rozdziatow.

Autorzy wyrazaja podzigkowanie docentowi doktorowi B. Palczewskiemu za

wykonanie recenzji calosci ksiazki, doktorowi A. Pacutowi za wnikliwa

recenzj¢ ostatnich dwoch rozdziatow, a docentowi doktorowi T. Staniszowi za
przeczytanie maszynopisu i wiele cennych uwag.

ROMAN LEITNER
Warszawa, wrzesien 1987 JANUSZ ZACHARSKI
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Rozdzial

Rownania
rozniczkowe
ZWyczajne
(metody ogolne)

Pojecie rownania rézniczkowego - zob. ZARYS cz. I, s. 4653, 59-60.

§167. Metoda tamanych Eulera

Lamana Eulera. Rozwazmy réwnanie rozniczkowe

Y =f(xy) (167.1)

w ktorym f oznacza funkcj¢ dwoch zmiennych x, y ciaglta w pewnym obszarze D.
Lamang Eulera dla rownania (167.1) nazywamy lini¢ tamanag M, M, M,M,...
(rys. 167.1) lezaca w obszarze D i skonstruowana w ten sposob, aby kazdy z

Oy

Xp Xy X, X3 Ox Rys. 167.1

odcinkéw My M, M, M,, M, M5, ... mial kierunek wyznaczony przez wartos¢
funkcji f w punkcie poczatkowym tego odcinka (§ 104, cz. I1, kreslenie krzywych
catkowych). Lamang Eulera konstruujemy nast¢pujaco:

1. Obieramy w obszarze D punkt M, = (x,, y,), zZWany punktem wyjsciowym.
Podstawiajac wspotrzedne tego punktu do prawej strony roéwnania (167.1),
obliczamy wspolczynnik katowy

Yo =f (X0, ¥o)

elementu kierunkowego w punkcie M, i w kierunku wyznaczonym przez ten
wspotczynnik kreslimy niezerowy odcinek M, M, dowolnej dlugosci. Odcinek

ten nazywamy pierwszym ogniwem lamanej Eulera, a punkt M, pierwszym
wierzcholkiem tej lamane;.
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2. Wspoétrzedne punktu M, oznaczamy x,, y,, a wspolrzedne wektora My M,
oznaczamy

Axy =x1—Xo Ay =y1—)o
Liczbe¢ 4x,, rézng od 0 i zwana pierwszym krokiem lamanej, obieramy,
natomiast liczbe 4y, wyliczamy z réwnosci
4y

Z;i‘ = Yo = f(Xq, ¥o)

wyrazajacej fakt, ze wektor M, M, ma kierunek wyznaczony przez warto$¢
prawej strony rownania w punkcie M. W ten sposoéb wspoétrzedne punktu M,
sg okreslone rownosciami

Xy =Xot4Ax;, Yy, =yo+4y; = Yotyodx,

3. W punkcie M, wykonujemy te same czynnosci co w punkcie M,, tzn.
podstawiajac wspolrzedne tego punktu do prawej strony rownania (167.1),
obliczamy wspotczynnik katowy

Vi = (191

obieramy drugi krok famanej 4x,, przez co wyznaczamy drugie ogniwo i drugi
wierzcholek famanej, tj. punkt M, o wspotrzednych

X, =X;+4x,  y,=y;+dy, =y, +y14x,

4. W punkcie M, wykonujemy te same czynnosci co w punkcie M, i w ten
sposob konstruujemy tamana M, M, M, M, ..., przestrzegajac aby wszystkie
kroki 4x,, Ax,, 4x,,... byly jednakowego znaku. Wyniki obliczen zapisujemy

w tablicy
Xo Yo Yo = f(xg, Yo)
Axy | %y =Xo+4x, Y1 =Yo+Vodx, Vi =f(x1, 90
Ax, | X, =Xy +4x, Y2 =y ty14x, Yy =f(x2,¥2)
Axy | x3=x;+4x; Y3 =Y +y,4x; Yy =f(x3,¥3)

Liczby napisane zewnatrz obramowania sa obierane, liczby napisane wewnatrz
obramowania sa obliczane na podstawie prawej strony rownania. Zwykle
przyjmujemy 4x, = Ax, = ... =Ax i liczb¢ Ax nazywamy krokiem tamane;j.
Famana Eulera wychodzaca z punktu M|, jest przyblizeniem krzywej catkowej
y = y(x) wychodzacej z punktu M. Inaczej mowiac: rzgdna lamanej odpowia-
dajaca pewnej odcigtej x jest przyblizeniem wartosci y (x) rozwigzania rownania
rozniczkowego (167.1) przy warunku poczatkowym y(x,) = y,.
Przyklad 167.1. Wyznaczy¢ rzedne tamanej Eulera dla rownania
y =y—x ’ (167.2)

obierajac x, = 0, y, = 0,5 oraz krok Ax = +0,1. Ograniczy¢ si¢ do trzech cyfr
po przecinku.

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1gd1_ebook

§ 167. Metoda lamanych Eulera 11

xo =00 Yo =0,5 Vo =Yo—Xo=0,5
0,1 x; =01 vy, = 0,55 V,=y1—x; =045
0,1 x, =02 y, = 0,595 Yy =Yy,—Xx; = 0,395
0,1 x3 =03 y3 = 0,635 V3 =0,335
0,1 x, =04 V4 = 0,668 y, = 0,268

Uwaga. Dokladne rozwiazanie tego réwnania ma posta¢ y = x+ 1 —e*/2, skad dla x = 0,4
mamy, y = 0,654. Metoda lamanej Eulera otrzymaliSmy y, = 0,668. Blad
wzgledny (0,668 —0,654)/0,654 = 2%. Zagadnienia oceny btedu nie bgdziemy tu
rozwazac. Zagadnienie to jest przedmiotem odrebnej galezi matematyki, tzw.
metod numerycznych.

Przyklad 167.2. Wyznaczy¢ rzedne tamanej Eulera dla rownania
y = x+y2 (167.3)

obierajac x, =0, y, = 1 oraz krok 4x = 0,01. Obliczy¢ rzgdng dla x = 0,2.
Pozostawiajac Czytelnikowi wykonanie rachunkéw, podajemy odpowiedz
V20 = 1,268.

Uwaga. Rownanie (167.3) nie jest calkowalne elementarnie.

Istnienie rozwiazania. Krzywa catkowa rownania (167.1), jesli istnieje, powinna mieé
w kazdym swoim punkcie styczna o kierunku zgodnym z wartoscia prawej
strony rownania w tym punkcie. Lamana Eulera nie jest rozwiazaniem
rownania (167.1), gdyz tylko w wierzchotkach (i tylko jednostronnie) jej
kierunek jest zgodny z rOwnaniem, a w pozostatych punktach moze nie by¢
zgodny. Mozna sadzi¢, ze konstruujac ciag tamanych Eulera o kroku dazacym
do 0, otrzymamy ciag tamanych zbiezny do krzywej calkowej. Niestety tak nie
jest, gdyz ciag taki moze nie by¢ zbiezny. Jednak, jak udowodnit PEANO, z ciagu
takiego mozna wybraé podciag zbiezny do krzywej catkowej, co stanowi
jednoczesnie metod¢ dowodu nastepujacego twierdzenia (jest to dokladniejsze
sformutowanie tw. 103.1).

Twierdzenie Peano o istnieniu rozwigzania

167.1. Jesli prawa strona réwnania rézniczkowego

y =f(xy) (167.4)
jest funkcjq cigagliq w prostokqcie
G = {(x, y): [x—xXo| < a,|y—yol < b} (167.5)
a>0,b> 0 (rys. 167.2), to istnieje co najmniej jedna funkcja
y=yx) (167.6)

spelniajgca warunek poczqtkowy y(x,) =y, i bedgca rozwiqzaniem tego roéwnania
w przedziale

H = {x:|x—x,| < h} (167.7)
Kup ksigzke
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gdzie
h = min {a, b/M}, M = max|f(x,y)| (167.8)
. G

w przypadku M > 0, wzglednie h = a w przypadku M = 0.

Oy
T
b| 6
Yo———"—"T———-%
|
a |
[
h
[-——
] Xo | Ox
L__W__/
P Rys. 167.2

§168. Metoda kolejnych
przyblizen (Picarda)

Zamiana réwnania rozniczkowego na réwnanie catkowe

168.1. Jesli prawa strona réwnania rézniczkowego

y =f(x1y) (168.1)

jest funkcjq ciggla w prostokqcie G (rys. 167.2), to rownanie rézniczkowe (168.1) z warunkiem
poczatkowym

y(X0) = Yo (168.2)
jest rownowazne réwnaniu catkowemu

y(x) = yo+ jfcf(s, y(s))ds (168.3)

X0

Uwaga. Rownanie (168.3) nazywamy cafkowym, gdyz niewiadoma funkcja wystepuje pod
znakiem catki. ROwnanie to wyraza pewien zwiazek migdzy wartoscia niewia-
domej funkcji dla argumentu x a wartosciami tej funkcji dla wszystkich
argumentow s lezacych migdzy x, i x.

Dowdéd. Wykazemy, ze kazde rozwiazanie rownania (168.1) spetniajace warunek poczat-
kowy (168.2) jest rozwiazaniem rownania (168.3) oraz, na odwrot, ze kazde
rozwigzanie rownania (168.3) w przedziale zawierajacym X, jest rozwigzaniem
réwnania (168.1) spetniajacym warunek poczatkowy (168.2).
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§ 168. Metoda kolejnych przyblizen 13

1. Zalézmy, ze pewna funkcja u (x), ciagta w pewnym przedziale E, x, € E, spetnia
w tym przedziale rowno$¢

u(x) = f(x, u(x)
oraz warunek poczatkowy (x,, y,). Catkujac t¢ rownos$¢ obustronhnie od x, do x,
xeE

X

[ u(s)ds = ’jf f(s, u(s))ds

X0

otrzymujemy rownos¢

u(x)—u(xy) = ff(s, u(s))ds

skad, zgodnie z warunkiem poczatkowym u(x,) = y,, otrzymujemy

u(x)=yo+ ff(s,u(s))ds

co oznacza, ze u(x) spetnia w przedziale E rownanie calkowe (168.3).
2. Zalézmy, ze pewna funkcja v(x), ciagla w pewnym przedziale E, x,€E,
spelnia w tym przedziale rownos¢

v(x) = yo+ }f(s, v(s))ds

X0

Roézniczkujac t¢ rownosé, otrzymujemy

v'(x) = f(x, v(x))
co oznacza, ze funkcja v(x) jest rozwiazaniem rownania rézniczkowego (168.1)
w przedziale E. Przyjmujac za$§ gérna granicg calkowania x réwna x,,
otrzymujemy v(x,) = y,, CO oznacza, ze funkcja v(x) spelnia warunek poczat-
kowy (168.2). W

Ciag kolejnych przyblizen rozwiazania réwnania catkowego

y(X) = yo+ Jf‘f(s, y(s))ds (168.4)

X0

okreslamy w nastepujacy sposob. W przedziale H ) obieramy funkcje wyjsciowq
@o(x) =const =y, xeH?

Funkcje te wstawiamy do prawej strony rOwnania (168.4) w miejsce niewiado-
mej y. W wyniku tego podstawienia prawa strona tego rownania staje si¢ pewna
funkcja

Yo+ }f(S, @o(s)ds xeH

X0

D Przedziat H jest okres$lony zwiazkami (167.7) i (167.8).
2 Za @,(x) mozna przyja¢ dowolna funkcje ciagla w H, majaca wykres przechodzacy przez (x,,y,) i nie .
wychodzacy poza prostokat G.
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ciagla w H, a jej wykres przechodzi przez (x,,y,) 1 jest zawarty w G
(udowadniamy to na s. 15). Gdyby si¢ okazato, ze funkcja ta jest w przedziale H
rowna funkcji wyjsciowej @,(x), to oznaczatoby, ze obierajac ¢ (x), natrafilismy
na rozwiazanie rownania (168.4). Na ogot tak nie jest, funkcja ta jest rézna od
funkcji wyjsciowej; nazywamy ja pierwszym kolejnym przyblizeniem i ozna-
czamy ¢(x)

©(x)=yo+ Jjcf(s, @o(s)ds xeH (168.5)

X0

Z kolei, podstawiajac funkcje ¢,(x) do prawej strony rownania (168.4), otrzy-
mujemy pewna nowa funkcje, ktoéra oznaczamy ¢,(x)

@5(x) = yo+ ff (s, 0,(5)ds xeH (168.6)

X0

1 ktora nazywamy drugim kolejnym przyblizeniem.
Postepujac w ten sposob, otrzymujemy ciqg kolejnych przyblizen

@1(x), @), ..., Py(X); @y s 1(X), ... (168.7)
okreslonych wzorem
Pns1(X) = Yo+ jf(s’ (Pn(s)) ds (168.8)

Przy zalozeniach, ktore ponizej precyzujemy, ciag kolejnych przyblizen jest
zbiezny do pewnej funkcji granicznej ¢ (x), ktora jest rozwigzaniem roOwnania
(168.4). Poszczegolne zas$ funkcje (168.7) sa przyblizeniami tego rozwigzania.

Uwaga. Gdyby funkcja ¢,(x) dla pewnego k okazala si¢ rozwiazaniem roéwnania (168.4),
to zachodzitaby réwnos¢ ¢, (x) = @, (x) = ... = @ (x).

Twierdzenie Picarda o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania

168.2.1 Jesli prawa strona réwnania

Yy =f(x7) (168.9)

jest funkcjq ciagla w prostokqcie G i speinia w tym prostokacie warunek Lipschitza wzgledem y
z pewnq stalg N .

1f(x, »)=f(x, 9 < N|y—Jl (168.10)

to w przedziale H istnieje dokladnie jedno rozwiqzanie tego réwnania spefniajqce warunek
poczqtkowy (x,, y,). Rozwiqzaniem tym jest funkcja graniczna ciqgu kolejnych przyblizen
(168.7)

@ (x) = lim ¢,(x) (168.11)

n—> oo

Y Jest to petne sformutowanie tw. 103.2 z cz. IL.
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