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Wstep

0.1 Logiki wielowartosciowe i logiki modalne

Gléwne powody powstania logik wielowartoSciowych mialy filozoficzny charak-
ter. Jednym z nich byl problem wartosci logicznych zdan odnoszacych sie do
przysztosci. Juz Arystoteles w Rozdziale XI O interpretacji rozpatruje zdanie

Jutro bedzie bitwa morska. (1)

Jaka wartos¢ logiczna powinno ono przyjaé, jesli dysponujemy jedynie klasyczna
(dwuwarto$ciowa) logika? Pewnym sposobem rozwiazania (miedzy innymi) tego
problemu byta logika tréjwartosciowa ([30]). Trzecia wartosé, bedaca wartoscia
posrednia pomiedzy prawda i falszem jest wartoscia, ktora ma odpowiadac nie-
zdeterminowaniu zdania odnoénie co do jego prawdziwosci lub fatszywosci.
Kwestiag czasu bylo rozszerzenie zbioru wartosci logicznych do wigkszej niz trzy
liczby wartosci [31].

Ponadto, nalezy mieé¢ na uwadze, ze sam Lukasiewicz proponowal systemy
logiki, nazwane przez niego systemami logiki modalnej ([32]). Jednym z nich
jest logika czterowartos$ciowa (oznaczana symbolem k) okreslona na jezyku za-
wierajacym spojniki jednoargumentowe — =, [, ) oraz jeden dwuargumentowy
—. Semantyka zadana jest tabelkami (wartogcia wyrézniona jest 11)%:

— |11 10 01 00 |- 0 O
1111 10 0L 00 1100 11 10
1011 11 01 o1 10|01 11 10
01|11 10 11 10 01|10 01 00
0011 11 11 11 00 | 11 01 00

I Dowéd jej petnosci wzgledem systemu zaprezentowanego przez Lukasiewicza podat Smiley
[46].
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6 WSTEP

W szerszym znaczeniu? modalno$é moze byé definiowana w kategoriach poje-
cia funktora modalnego ([34]): F' jest funktorem modalnym dzialajacym
na zdanie A wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé¢ logiczna zdania F'(A) nie jest
okreslona (a przynajmniej nie jest okreslona w sposéb catkowity) przez warto$é
logiczng zdania A ([34]).

Tak wiec modalna logika ¥, bedac ekstensjonalna, nie spelnia powyzszego
warunku, bowiem w logikach ekstensjonalnych warto$é logiczna zdania ztozone-
go wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci jego zdan sktadowych.

Mamy tu na mys$li takie operatory jak Jest mozliwe, ze ..., Jest konieczne,
ze ....

Zauwazmy bowiem, ze zdania:

Beata Szydlo jest premierem RP, (2)

24+2=4 (3)

sa prawdziwe (przy czym zdanie (2) jest prawdziwe przynajmniej w momencie
pisania tych stéw).

Jesli jednak poprzedzimy je funktorami typu konieczno$ciowego, otrzymuje-
my zdania:

Jest konieczne, ze Beata Szydlo jest premierem RP, (4)

Jest konieczne, ze 2+ 2 = 4. (5)

Zdania (2) oraz (3) maja te sama warto$¢ logiczna. Jednak rézna jest wartosé
logiczna zdan (4) oraz (5). Pierwsze z nich jest falszywe, drugie za$ prawdziwe.
Ostatecznie — warto$¢ zdania postaci ,Jest konieczne, ze A” nie jest zdeter-
minowana jedynie przez wartosé¢ logiczna zdania skladowego A.

Zatem funktor Jest konieczne, ze ... jest funktorem intensjonalnym — war-
tos¢ logiczna zdania, ktérego jest gléwnym spdjnikiem, nie jest jednoznacznie
wyznaczona poprzez wartosci jego argumentow.

W niniejszej pracy rozwazamy wylacznie modalnos$ci aletyczne, a wiec
takie, jakie rozpatrywane sa w wiekszosci znanych systemoéw formalnej logiki
modalnej, w odréznieniu od na przyklad modalnosci deontycznych czy episte-
micznych.

0.2 Wielowartosciowe logiki modalne

Konstrukcja wielowartoéciowych logik modalnych moze odbywaé sie w sposob
dwojaki:

2 Owo znaczenie jest na tyle szerokie, ze moze zostaé¢ odczytane jako definicja spéjnika
intensjonalnego. Jednak biorac pod uwage podobienstwo spéjnikéw intensjonalnych, przyj-
mujemy definicje W. Marciszewskiego.
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0.2. WIELOWARTOSCIOWE LOGIKI MODALNE 7

i) Poprzez wprowadzenie modalnosci do logiki wielowartosciowej;
ii) Poprzez zwigkszenie liczby wartosci w pewnej wyjsciowej logice modalnej.

Owe dwa podejécia, mimo iz moga prowadzi¢ do tych samych logik, moze
wiele rézni¢. Podejicie pierwsze wyraza si¢ poprzez proste dolaczenie operatora
koniecznosci (lub mozliwosci) do jezyka oraz dodaniu aksjomatéw charaktery-
zujacych modalno$é. Jest to niewatpliwie podejscie syntaktyczne. Drugie za$
wskazuje na modyfikacje logik modalnych od strony semantycznej — modyfiku-
jemy struktury Kripkego w taki sposob, ze dopuszezamy w $wiatach (punktach),
wartosciowania o przeciwdziedzinie innej niz {0,1}.

W wielu przypadkach chcemy po prostu podaé¢ semantyke dla syntaktycznie

zdefiniowanych logik. Najblizsza temu podejéciu jest niewatpliwie praca [39)].
Jednak najczesciej wykorzystywanym podejsciem wydaje sie to drugie — defi-
niujemy semantyke oraz staramy sie poda¢ syntaktyczng charakterystyke defi-
niowanej przez nia logiki. Semantyka z reguly dobrze oddaje intuicje, jakie stoja
za budowa tej czy innej logiki. Tak wiec semantyka najczesciej stanowi punkt
wyjscia.
Nie oznacza to jednak, ze kazde z tych podej$¢ jest jednoznacznie zorientowane
tylko na sktadni¢ czy tylko na semantyke. W praktyce formalnej rzadko kiedy
dazy sie po ,sznurku do klebka”3, modyfikujac po drodze przyjete zalozenia
(tym bardziej, ze wspomniane podejscia nie byly wyrazone explicite). W kaz-
dym jednak przypadku mozemy znalezé pewne, mniej lub bardziej stanowcze,
roztozenie akcentéw.

Nie spos6b pominaé faktu, ze pozaformalne (filozoficzne) intencje powstania
wielowartosciowych logik modalnych spotykaja sie z badaniami w zakresie opisu
wlasnie niedookre$lonosci informacji w bazach danych* (patrz [29]).

Blizsze naszemu (to znaczy logiczno-filozoficznemu) jest jednak ujecie zawarte
w [41] oraz [40]°, gdzie przedstawione sa logiki modalne oparte na skoficzenie
wartosciowej logice Lukasiewicza.

I wlaénie Rozdzial 2. poswieciliSmy opisowi oraz aksjomatyzacji modalnych
logik opartych na skonczenie warto$ciowych logikach Y.ukasiewicza. Podajemy
ponadto metode rozstrzygania tych logik, zbazowanej na znanej z logiki modal-
nej metodzie filtracji. Wiekszo$é z przedstawionych przez nas logik zostata juz
zaksjomatyzowana we wspomnianej pracy [40]. My jednak przedstawiamy ak-
sjomatyzacje wiekszej ich liczby, w tym logiki niemajacej prostego odpowiednika
w dwuwartosciowej logice modalnej (RU,, ). Warunek nalozony na jej semantyke
mozemy wyrazi¢ w nastepujacym stwierdzeniu: Wartosci zmiennych zdaniowych
w $wiecie v, bedacym nastepnikiem (wzgledem relacji osiagalno$ci w modelu)

3 W naszym przypadku znaczytoby to, ze najpierw definiujemy semantyke, a potem kon-
sekwentnie okres§lamy dla niej aksjomatyke. Ewentualnie — majac dang aksjomatyke, szukamy
adekwatnej dla niej semantyki.

4 We wspélczeénie uzywanych systemach zarzadzania relacyjnymi bazami danych (SQL)
wystepuje warto$é¢ taka jak NULL, odpowiadajaca tukasiewiczowskiej wartosci % Praktycy
powoluja si¢ nawet na logiki wielowartosciowe [36]. W nowszych, nierelacyjnych systemach
(NoSQL) takimi jak MongoDB, klucze o niezdefiniowanej wartosci przyjmuja po prostu war-
to$¢ undefined (zainteresowani nierelacyjnymi bazami danych moga siegnaé np. po [6]).

5 Mimo ze w obu tych pracach znajdujemy odniesienie do [29].

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_07uw_ebook

8 WSTEP

biezacego $wiata w nie moga byé¢ bardziej oddalone od liczby % niz ich wartoéci
w w. To znaczy: Rwv implikuje |V (v,p) — 3| < |V(w,p) — 3|. Cheemy przez
to wyrazié¢, ze w przypadku gdy relacja osiggalnosci jest rozumiania jako rela-
cja nastepstwa czasowego, to w kolejnych punktach czasowych zdania atomowe
maja coraz mniej dookre$lona warto$é®. Moze byé ona traktowana jako dualna
(w bardzo duzym przyblizeniu) w stosunku do logik: Nelsona i intuicjonistycznej
(ktérymi réwniez zajmujemy sie w tej pracy).

Ponadto, o czym przed chwilg wspominali$émy, wskazujemy na zastosowanie
filtracji w procedurze rozstrzygania dla poszczegdlnych logik. Niejako przy oka-
zji podajemy wzory na ilo$é¢ skonczonych struktur, w jakich trzeba sprawdzié¢
prawdziwos¢ formuly, aby stwierdzié¢, czy jest ona teza danej logiki.

Niewatpliwie nowos¢ stanowia wielowartosciowe odpowiedniki znanej logiki
PDL (propositional dynamic logic) zbazowane na wielowartosciowej logice Luka-
siewicza, to znaczy — logiki PDL,, zdefiniowane dla kazdego n > 2. W Rozdziale
3. przedstawiamy aksjomatyzacje i dowdd twierdzenia o pelnosci owych logik.
Przeprowadzenie tego dowodu wymagalo daleko idacych modyfikacji i uzupel-
nien dowodu dla dwuwartosciowych logik PDL zawartego w Rozdziale 3 [4].
W tym samym rozdziale piszemy o zwiazkach, jakie lacza wielowarto$ciowe lo-
giki Fukasiewicza i logike Nelsona. Piszemy o tym ze wzgledu na fakt, ze mie-
dzy logika Nelsona i tréjwartosciows logika modalna F.ukasiewicza S43 zachodzi
zwiazek analogiczny do tego, jaki taczy logike intuicjonistyczna i dwuwartoscio-
wa logike S4 (mamy tu oczywiScie na mysli interpretowalno$é intuicjonizmu
w S4 — patrz [35]).

Sama logika Nelsona, podobnie zreszta jak intuicjonizm, wykazuje pewne
pokrewienstwo z logika wielowarto$ciowa. Szczegélnie wyrazny zwiazek zacho-
dzi, gdy przyjmiemy epistemiczng interpretacje tej drugiej. Dla takich zdan jak
Jutro bedzie bitwa morska czy W tej chwili w Warszawie jest burza, mimo iz
mozna przyjaé, ze posiadaja jakas wartosé logiczna, wartosé ta pozostaje niejako
w zawieszeniu (por. [20] s.15). W semantyce dla logiki Nelsona zdanie przyjmuje
wartos¢ 1, jesli we wszystkich osiagalnych $wiatach przyjmuje te warto$é. Zda-
nie za$ jest falszywe tylko wtedy, gdy w kazdym $wiecie osiagalnym nie jest
prawdziwe. Pod koniec rozdzialu przedstawiamy propozycje uogdlnienia logiki
Nelsona, by byla interpretowalna w logice S4,, dla dowolnego n > 3. Wyniki
formalne poprzedzamy istotnymi, wedtug nas, rozwazaniami o mozliwych ugél-
nieniach porzadku informacyjnego, to znaczy przy przejsciu od logiki tréjwar-
tosciowej do logik o wigkszej ilodci wartosci. Jesdli bowiem dysponujemy logika
tréjwartosciowa, to wartosé % jest jedynym elementem minimalnym porzadku
informacyjnego, za$ 1 oraz 0 sg nieporéwnywalnymi elementami maksymalnymi.
Wprowadzajac uogdlnienie, nasza intencja jest odpowiedz na pytanie takie jak:
jaki jest porzadek informacyjny na zbiorze {0, &, 2,1}?

Istnieje jednak znacznie ogdlniejsze podejscie do modalnych logik wielowar-
tosciowych zaprezentowane przez Fittinga w [11, 12, 13]. W powyzszych pra-
cach formuly modalne warto$ciowane sa w algebrach Heytinga. Wazng innowa-

6 Sama nazwa RU jest skrétem od stéw rising uncertainty (czyli rosngca niepewnosé).
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cje stanowi wartosciowanie w algebre Heytinga samych relacji. Mozna wéwczas
moéwié o stopniu zachodzenia relacji. Jednak ujecie Fittinga nie wyplywa
z czystej checi uogdlniania zastanych konstrukeji. Skonczona algebra Heytinga
moze zostaé przedstawiona za pomoca zbioru agentéw (ekspertéw), powiedz-
my {1,2,...,n}, powiazanych relacja zaleznosci (dominacji, patrz [12]). Przez
warto$¢ logiczna zmiennej zdaniowej p uznajemy tedy jaki§ podzbidér zbioru
{1,2,...,n} okredlajacy, ktory z agentéw uznaje zdanie p za prawdziwe. W przy-
padku gdy agenci sa od siebie niezalezni, zdanie p moze za warto$é¢ przyjacé
dowolny podzbiér A zbioru agentéow. Powiemy wéwczas, ze agent i nalezy do
zbioru A wtw., gdy ¢ uznaje p za prawdziwe. Wowczas wartoscia moze by¢ do-
wolny element pelnej algebry Boole’a P({1,2,...,n}). Jednak gdy na zbiorze
agentéw okreslimy czesSciowa funkcje zaleznosci z (lub jak woli Fitting — domi-
nacji), to z naszej dziedziny mozliwych wartosci logicznych wykluczamy zbiory
B takie, ze dla pewnego i € {1,2...,n}:

i ¢ B, z jest okreslona na i oraz z(i) € B. (6)

Ostatecznie Fitting ogranicza sie do warto$ciowan w skoniczonych algebrach Hey-
tinga. Mozna latwo pokazad, ze czeSciowa funkcja na zbiorze {1,2,...,n} wy-
znacza algebre Heytinga. Dokladniej, jesli z jest funkcja czeSciowa na zbiorze
{1,2...,n}, to elementami algebry Heytinga L(z) beda te i tylko te podzbiory
A zbioru {1,2,...,n}, ktére spelniaja warunek:

jesli z(7) jest okreslony oraz z(i) € A, to i € A. (7)

Naturalnie L(z) jest krata, ktérej nosnik zawiera si¢ w P({1,2,...,n}).

W naszym ujeciu dopuszczamy, by formuly modalne warto$ciowane byty
w dowolnej kracie (lub dokladniej — jesli jezyk zawiera operatory typu mozliwo-
ciowego, wymagamy, by krata byla \/-krata’, gdy operatory typu konieczno-
$ciowego — potrzebujemy A-kraty®). Wynika to z faktu, ze gdy zastapimy cze-
Sciowa funkcje dominacji relacja, nie musimy otrzymaé algebry Heytinga. Taka
formalizacja ujmuje sytuacje, gdy agent nie tyle jest uzalezniony w swoich osa-
dach od jednego, konkretnego agenta, lecz 'przekonaé’ go moze jakas ich grupa.
Ponadto w Rozdziale 4. (ktérego wyniki zaprezentowane byly w [15]) uogdl-
niamy pojecia takie jak bisymulacja, p-morfizm itp. poprzez wprowadzenie
dodatkowego parametru, umozliwiajacego tworzenie bisymulacji, p-morfizmdw
(nazywanymi przez nas ograniczonymi morfizmami) itp., miedzy struktura-
mi relacyjnymi zbazowanymi na réznych algebrach.

Do tej pory w literaturze rozpatrywane byly jedynie morfizmy (bisymulacje,
ograniczone morfizmy) miedzy strukturami warto$ciowanymi w tych samych al-
gebrach [21]. Nasze ujecie pozwala na zrelatywizowanie morfizmu do danego
odwzorowania miedzy algebrami (nazwijmy je h), w ktérych warto$ciowane sg
struktury. Dlatego tez nasze uogdélnienia bisymulacji i ograniczonego morfizmu

7 To jest takiej kraty, by dla kazdego niepustego podzbioru istnial jego kres gérny.
8 To znaczy — takiej kraty, w ktérej kazdy niepusty podzbiér ma kres dolny.
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to, odpowiednio, bisymulacja ze wzgledu na h, ograniczony morfizm ze wzgledu
na h (patrz Definicje 4.2.3 oraz 4.2.5). Aby mie¢ na obecnym etapie pewien
wglad w nasze podejscie, przedstawimy tu uproszczone wersje poje¢ z Rozdzia-
tu 4. Niech A = (4,<4), B = (B,<g) beda kratami oraz h : A — B homo-
morfizmem. Niech 9t = (W, R) oraz 9t = (W', R’) beda strukturami takimi, ze
W, W' sq zbiorami ($wiatéw) oraz R: W xW — A, R\ : W' x W' — B
(relacje wielowarto$ciowe). Ponadto niech f : W — W'. Powiemy, ze f jest
morfizmem ze wzgledu na h wtw. gdy h(R(w,v)) < R'(f(w), f(v)).

W szczegodlnosci mozemy dokonaé interpretacji dowolnych kratowych warto-
Sciowan, w wartosciowania w algebrze Heytinga. Ilustracje naszych stéw moze
stanowi¢ przyklad zaczerpnigty z [15].

Mianowicie, rozpatrzmy dwie kraty — algebre Heytinga BT, okres$long przez
rodzine zbioréw {0, {1}, {2}, {1, 2}, {1,2,3}} oraz — Blnf przedstawiona na Dia-
gramie 1.

{1,2,3,4,...} U{o0}

T

{1,2,3,4,...}

{2,3,4,....n42,...}

\

{2,3} {2,4} - {2,n+2}

NS

{3} {2}

S~

0
Blnf
Diag. 1.

Naturalnie, BInf nie jest algebra Heytinga. Zdefiniujmy funkcje h : BInf —
BT, w nastepujacy sposob:

ho = 0;

h{3} = {1};
h{2) = h{2,3) =h{2,4) = ... = h{2,n + 2} = ...

= n{2,3,4,...,n+2,...} = (2};
h{1,2,3,4,...} = {1,2};
h{1,2,3,4,... }U{co} = {1,2,3}.

Jak tatwo sprawdzi¢ h jest homomorfizmem krat, zachowujacym wszystkie
kresy (réwniez zbioréw nieskonczonych). Sytuacje mozemy opisaé¢ w nastepujacy
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sposob: agenci 2, 3, ... zostaja utozsamieni, tworza bowiem co$ w rodzaju stron-
nictwa (partii). Pewna ilo$¢ informacji o strukturze zaleznosci miedzy agentami
zostata wprawdzie utracona po zastosowaniu odwzorowania h, lecz BT1-model
nie tylko zawiera wszystkie informacje istotne, ale ponadto w algebrze BT mo-
zemy waluowaé operatory typu koniecznosciowego (patrz uwaga na s. 80).

Ciekawym, lecz nie eksploatowanym do tej pory problemem jest zastosowa-

nie ujecia Fittinga do opisu praktycznego problemu replikacji baz danych (dla
zainteresowanych — [25, s. 374]). Przyjmujemy dla celéw pogladowych pewne
uproszczenie pojecia serwera bazodanowego, przez ktéry bedziemy rozumieé
pewien noénik (zbiér) informacji (mozemy nawet zalozy¢, ze jest to rodzina cia-
géw skladajacych sig z liter pewnego ustalonego alfabetu). Serwery A i B moga
pozostawaé w relacji master-slave (w terminologii Fittinga — w relacji domina-
cji). W przypadku gdy na serwerze nadrzednym (serwer A — master) nastepuje
aktualizacja danych, serwer B (slave) pobiera ja, by dane na nim zgromadzone
stanowily lustrzang kopie¢ danych serwera A.
Nastepnym pytaniem jest, czy nasza propozycja (tzn. gdy relacja zaleznosci nie
jest funkcja) dobrze ujmuje sytuacje, gdy jeden serwer podrzedny moze dokonaé
aktualizacji, dopiero gdy zmiany w nadrzednych wzgledem niego (wielu) serwe-
rach sa identyczne (to znaczy dopuszczamy, by relacja dominacji, czyli relacja
master-slave, nie byla funkcja). Postuzmy sie przykladem — serwer A jest zalez-
ny od serwerdéw B oraz C'. Zalézmy, ze kazdy z tych trzech serweréw gromadzi
ten sam zestaw danych. Niech w chwili ¢y nastapi zmiana zawartosci serwera
B. Wéwczas serwer A dokonuje aktualizacji swojej zawarto$ci dopiero w chwili
t1 > to, w ktorej dokonana zostala aktualizacja na serwerze C' oraz jest iden-
tyczna z aktualizacja jaka nastapila w chwili £y na serwerze A.

W Rozdziale 5. pokazujemy, ze fuzzy przestrzenie topologiczne (patrz np.
[45]) moga stanowié semantyke dla wielowartosciowych logik modalnych, wyste-
pujacych w takiej postaci, w jakiej zostaly zdefiniowane w Rozdziale 4. Fuzzy
przestrzenie topologiczne stanowia uogélnienie dobrze znanych przestrzeni to-
pologicznych w tym sensie, ze topologie nie sg rodzinami podzbioréw pewnego
zbioru X, lecz sa rodzinami jego fuzzy podzbioréw (oczywiscie spelniajacymi
pewne aksjomaty wilasciwe dla topologii).

Nawiazujac do pracy Fittinga [14], pokazujemy, jak interpretowaé formutly
modalne w algebrach macierzy nad kratami. Jednak ze wzgledu na fakt, ze
do tej pory rozpatrywaliémy rowniez modalnoéci o wickszej niz jeden liczbie
argumentéw, konieczne stalo sie poszerzenie bazy pojeciowej, w sposéb daleko
wykraczajacy poza to, co zostalo zaprezentowane w [14].

Ostatni rozdzial zostal poswiecony wielowartosciowosci w teorii automatow
i gramatyk wielowarto$ciowych. Wielo$¢ zwiazkéw, jakie tacza logiki modalne
z teorig automatdéw, nie pozwala na szersze jej ujecie w niniejszej pracy (zain-
teresowani formalno-lingwistycznym ujeciem logik temporalnych moga siegnaé
do [49], [18]). W rozdziale tym pokazujemy, ze kazdy automat zdefiniowany nad
skonczong BL-algebra da sie zasymulowaé przez automat skonczony. Jednakze
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za gléwny wynik uwazamy Twierdzenie 7.3.3 mowiace, ze kazda gramatyke pro-
babilistyczng okre§long na liczbach z przedzialu [0, 1] mozna aproksymowaé za
pomocy gramatyki, ktérej wartosci nie wychodza poza zbidr liczb wymiernych.
Ostatnim twierdzeniem zaréwno rozdziatu, jak i calej pracy, jest twierdzenie
moéwiace, ze regularnie kontrolowane gramatyki, zdefiniowane w [8], moga symu-
lowaé dowolne gramatyki probabilistyczne. Jako naturalne pojawilo si¢ pytanie:
czy zachodzi zalezno$¢ odwrotna, to znaczy — czy dowolna gramatyke regularnie
kontrolowana da si¢ zasymulowaé za pomoca pewnej gramatyki probabilistycz-
nej?

Korzystajac z okazji, chcialbym wyrazié¢ wdziecznosé osobom, ktore podjety
niewdzieczny trud przeczytania ponizszej pracy, a zaliczajg si¢ do nich: Marek
Nowak, Michal Zawidzki, Anna Debska, Kaja Bednarska i Janusz Kaczmarek.
Dzigki nim ksiazka stala sie lepsza i zawiera znacznie mniej bledéw (a moze
nawet nie zawiera ich wcale).

Na szczegdlng uwage i podzigkowania zastuguje praca wlozona przez prof.dr.
hab. Tomasza Polacika, ktéry podjal si¢ zrecenzowania niniejszej ksiazki.
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