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Od Autora

»Teoria liczb w zadaniach” jest ksiazka napisang z myéla o Czytelnikach stu-
diujacych teorie liczb. Zadania umieszczone w ksiazce sa na ogot tatwe, a znacz-
na ich liczba ma charakter rachunkowy. Nieliczne zadania trudniejsze oznaczo-
ne sg znakiem .

Na poczatku prawie kazdej jednostki tematycznej sa podane przydatne
wiadomosci teoretyczne oraz przykladowe zadania wraz ze szczegdtowymi roz-
wigzaniami. W koncowej czesci ksiazki znajduja sie rozwigzania (nierzadko
kompletne) i odpowiedzi do niemal wszystkich zadan przeznaczonych do sa-
modzielnego rozwiazania.

Przy pisaniu tej ksiazki korzystatem z wielu Zrédetl. Jednakze niemal wsze-
dzie tam, gdzie to byto mozliwe, sam dobieratem dane liczbowe. W tym miejscu
pragne wyrazi¢ moja wielka wdzieczno$é panu prof. Andrzejowi Nowickiemu
za jego wielotomowe dzielo ,,Podréze po imperium liczb”. Kilka sposréd tych
toméw bylo dla mnnie bogatym Zrédltem materiatéow.

Oznaczenia przyjete w tym zbiorze zadan nie odbiegaja od tych po-
wszechnie przyjetych w $wiatowej literaturze matematycznej. W szczegdlnosci
przez Ny oznaczamy zbiér N U {0}.

Recenzentowi zbioru zadan — panu dr. hab. Maciejowi Radziejewskiemu
pragne serdecznie podziekowaé za krytyczne uwagi, dzieki ktérym poprawilem
pierwotny tekst. Za mita wspolprace przy opracowaniu ksiagzki pod wzgledem
redakcyjnym goraco dzigkuje pani redaktor Izabeli Mice.

Jerzy Rutkowski, marzec 2018 r.
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Rozdziatl 1

Podzielnos¢ w zbiorze liczb
catkowitych

1.1. Podzielno$¢ w zbiorze liczb catkowitych

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba b jest dzielnikiem liczby a, jesli istnieje liczba
calkowita ¢ taka, ze a = be. Piszemy wtedy b | a. Jesli b nie jest dzielnikiem
liczby a, to piszemy bta.

Mamy na przyklad 5|15, —9|—81, 7 1 10.

—— UWAGI

(1) Zamiast méwié, ze liczba b jest dzielnikiem liczby a, mozna tez uzywaé
nastepujacych okreslen: liczba a dzieli sie przez liczbe b, liczba a jest
podzielna przez liczbe b, liczba a jest wielokrotnoscig liczby b.

(2) Wprost z definicji wynika, ze wszystkimi dzielnikami liczby 1 sa liczby 1
i —1. Ponadto kazda liczba catkowita jest dzielnikiem liczby 0, natomiast
liczba 0 jest dzielnikiem tylko jednej liczby — 0.

(3) Jak wiadomo, dla dowolnych liczb a,b,c¢ € Z réwnosci a = be, a =
(=b)(—c), —a = b(—c) sa réwnowazne. Stad i z definicji dzielnika wyni-
ka, ze liczba b € Z jest dzielnikiem liczby a € Z wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba —b jest dzielnikiem liczby a. Ponadto liczba b jest dziel-
nikiem liczby a wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona dzielnikiem liczby
—a. Wynika stad, ze aby wyznaczy¢ wszystkie dzielniki catkowite licz-
by a € Z\ {0}, wystarczy znalez¢ wszystkie dzielniki naturalne liczby
naturalnej |a| i dotaczy¢ do nich dzielniki przeciwne.

Jesli a,b,c € Z oraz a|biblc, to alc.
Jeslia,b,c,k,l € Zoraz albialc, to a| (bk+cl) i w szczegdlnosci a| (b+c).
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10 Rozdziat 1. Podzielnos¢ w zbiorze liczb catkowitych

Jesli a,b € Nibla,tol<b<a.
Jesli a,b € Noraz blaialb, toa=b.

Przyktad 1. Niech a = 2863 915 684. Wskaza¢ takie przedstawienie liczby a,
z ktérego od razu widaé, ze 7|a.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze a = 28 - 10% 4+ 63 - 105 + 91 - 10* + 56 - 10% + 84.
Poniewaz kazda z liczb 28, 63, 91, 56 i 84 jest podzielna przez 7, wiec 7|a.

Przyklad 2. Wykazaé, ze 15|13 - 7" + 17 - (—8)" dla kazdego n € Ny.
Rozwigzanie. Zastosujemy indukcje zupelng wzgledem n. Dla kazdego n €
Ny przez T'(n) oznaczmy zdanie 1513 - 7" + 17 - (—8)"™.

Krok 1. Teza T'(0) jest réwnowazna ze zdaniem 15|30, czyli jest prawdziwa.

Krok II. Wezmy dowolna liczbe n € Ny i zalézmy, ze teza T'(n) jest prawdziwa.
Wobec tego 13 - 7" + 17 - (—8)™ = 15k, przy pewnym k € Z. Zachodza wtedy
rownosci:

13- 7" 17 (=8)" T =7.13. 7" —8-17- (—8)"
=T7[13-7"4+17-(-8)"]—15-17-(=8)"
=7-15k—15-17-(=8)" = 15[Tk—17-(—8)"] = 15m

przy pewnym m € Z. Zatem z prawdziwosci tezy T'(n) wynika prawdziwos$é
tezy T'(n + 1).

Na mocy zasady indukcji zupelnej zdanie T'(n) jest prawdziwe dla kazdego
n € Npy.

Zadania

1. Niech a = 781696 591. Wskaza¢ takie przedstawienie liczby a, z ktérego
od razu wida¢, ze 13]a.

2. Wykazaé, ze dla kazdej liczby n € Ny prawdziwy jest zwiazek:

(a) 7|3-11" 4 4ntt (b) 6|5 - 11"+ 7. (=1)%
(c) B|7T-4"+8-(-1)™ (d) 11[13-17" — 2. (=5)™.
3. Wykazaé, ze (264 —1) | 2+ D22+ 1)(2*+1)(28 + 1) -...- (2% +1).

4. Zmalezé wszystkie liczby naturalne n takie, ze n + 1|n? + 1.
5. Zmalezé wszystkie liczby naturalne n takie, ze n 4 2|n? + 5n — 6.

6*. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a, b, ¢) liczb naturalnych a, b i ¢, ktére
spelniaja warunki: a|b+ ¢, bla+cicla+b.
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1.2. Najwiekszy wspolny dzielnik oraz najmniejsza wspélna. . . 11

1.2. Najwiekszy wspoélny dzielnik oraz najmniejsza
wspolna wielokrotnosé dwoéch liczb

Niech a,b € Z przy czym a # 0 lub b # 0. Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
liczb a i b nazywamy najwieksza liczbe naturalng dzielaca a i b.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a i b oznaczamy przez NWD(a, b) lub
krocej przez (a,b). Liczba naturalna d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem
liczb a i b wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa warunki:

(NWD 1) d|a, d|b,

(NWD 2) A (dila, di|b=>d <d).
d1eN

Niech na przykilad ¢ = 195 i b = 315. Poniewaz wszystkimi wspdl-
nymi dzielnikami naturalnymi liczb 195 i 315 sa liczby 1, 3, 5 i 15, wiec
(195,315) = 15.

Niech liczby a,b € Z beda takie, ze a # 0 lub b # 0 i niech d = (a, b). Jesli
liczba d; € Z \ {0} spelnia warunki dj|a i di|b, to dy|d. (Innymi stowy:
kazdy wspélny dzielnik liczb a i b jest dzielnikiem najwickszego wspoélnego
dzielnika tych liczb).

Niech liczby a,b € Z beda takie, ze a # 0 lub b # 0 i niech d = (a,b).
Istnieja wowczas liczby calkowite k i [ takie, ze zachodzi réwnosé

d = ak + bl. (1.1)

Moéwimy, ze liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze, jesli (a,b) = 1.

Jedli a,b,c € Noraz a|bci (a,b) =1, to alc.

Niech liczby a,b € Z, d € N spelniajg warunki a # 0 lub b # 0 oraz
d = (a,b). Niech ponadto liczby a1,b; € Z beda takie, ze a = da; i b = db;.
Wéweczas (a1,b1) = 1.

Niech a,b € Z \ {0}. Najmniejszq wspdlng wielokrotnoscig liczb a i b nazy-
wamy najmniejszg liczbe naturalng podzielng przez a i b. Najmniejsza wspdlng
wielokrotno$¢ liczb a i b oznaczamy przez NWW (a, b) lub krécej przez [a, b].

Liczba naturalna w jest najmniejsza wspdlng wielokrotnoscia réznych od
0 liczb catkowitych a i b wtedy i tylko wtedy, gdy sa spelnione warunki:

(NWW 1)  a|w, b|w,

(NWW 2) /\ (a |wi, blw; = w < wy).

w1 €N
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12 Rozdziat 1. Podzielnos¢ w zbiorze liczb catkowitych

—— UWAGA
Z wlasnosci relacji podzielnosci wynika, ze dla dowolnych liczb a, b € Z\ {0}
zachodzg réwnosci [a,b] = [—a,b] = [a,—b] = [—a, —b]. Z tego wzgledu
w rozwazaniach mozna ograniczy¢ sie do przypadku, gdy a,b € N.

Niech a,b € Z \ {0} i niech w = [a,b]. Jesli liczba wy € Z \ {0} spelnia
warunki a |w; i b|wi, to [a,b]|wi. (Innymi stowy: kazda wspélna wielokrot-
nos¢ liczb a i b jest wielokrotnoscig najmniejszej wspolnej wielokrotnoéci tych
liczb).

Dla dowolnych liczb naturalnych a i b zachodzi réwnosé
(a,b)[a,b] = ab. (1.2)

Przyktad 3. Wskazaé przedstawienie liczby (40, 55) w postaci 40k + 551.

Rozwigzanie. Poniewaz (40,55) = 5, wiec przy pewnych k.l € Z zachodzi
réwno$é¢ b = 40k + 551, ktéra jest rownowazna ze zwigzkiem 1 = 8k + 111.
Widaé, ze mozna wzia¢ na przyktad k = —4 i1 = 3. Z@dane przedstawienie
jest wigc nastepujace: (40,55) =5 = 40(—4) + 55 - 3.

Przyktad 4. Rozwiaza¢ w zbiorze liczb naturalnych uktad réwnan

xy = 8820,
[z,y] = 630.

Rozwigzanie. Zgodnie ze zwiazkiem (1.2) powyzszy uklad réwnan jest réw-
nowazny z nastepujacym uktadem:

zy = 8820,
(z,y) = 14.

Poniewaz (x,y) = 14, wiec x = 14k, y = 141 przy pewnych k,l € 7Z takich,
ze (k,l) = 1. Po postawieniu & = 14k, y = 14l do réwnania zy = 8820
uzyskujemy réwnanie kI = 45. Ma ono nastepujace rozwiazania w zbiorze
wzglednie pierwszych liczb naturalnych k i {:

k=1, k=5, k=9, k =45,

[ = 45; =09 [ =05; [ =1.
Wobec tego wszystkimi rozwigzaniami (z,y) danego ukladu réwnan w zbiorze
liczb naturalnych sa pary: (14,630), (70,126), (126,70) i (630, 14).
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1.2. Najwigkszy wspélny dzielnik oraz najmniejsza wspolna. . . 13

Przyktad 5. Wykazaé, ze jesli a,b,k € Z, przy czym a # 0 lub b # 0, to
zachodzi réwnosé

(a,b) = (a+ kb,b) = (a,b + ka). (1.3)

Rozwigzanie. Wykazemy, ze (a,b) = (a + kb,b). Dla kazdego d € N przy
oznaczeniach zadania prawdziwe sg implikacje:

dla,d|b = d|(a+ kb), d|b;

d|(a+kb), d|b = d|((a+ kb) —kb), d|b = d|a, d|b.

7 powyzszych implikacji wynika, ze zbiér wszystkich wspélnych dzielnikow
naturalnych liczb a i b jest rowny zbiorowi wszystkich wspélnych dzielnikéw
naturalnych liczb a 4+ kb i b. Stad teza.

Dowéd réwnosci (a, b) = (a, b+ kb) jest podobny.

Przyktad 6. Wykazaé¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b takich, ze
a # 0 lub b # 0, zachodzi réwnosé (3a + 8b, 5a + 13b) = (a, b).

Rozwigzanie. Dla dowolnej liczby naturalnej d i dowolnych liczb catkowitych
a, b prawdziwe sg implikacje:

d|a,d|b=d|(3a+8b), d| (5a+ 13b);

d| (3a+8b), d | (5a + 13b) = d | (5(3a + 8b) — 3(5a + 13b)) = d | b;
d| (3a+8b), d | (5a + 13b) = d | ((—13)(3a + 8b) + 8(5a + 13b)) => d | a.

7 powyzszych implikacji wynika, ze zbiér wszystkich wspélnych dzielnikéw
naturalnych liczb a i b jest rowny zbiorowi wspdlnych dzielnikow liczb 3a + 8b
i ba + 13b. Stad teza.

Zadania

7. Majac dane liczby a i b, znalezé jedno z przedstawien liczby (a,b) w po-
staci ak + bl, gdzie k,l € Z:

(a) 11, 7; (b) 9, 32; (c) 26,10;  (d)18,39;  (e) 35, 84.

8. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b takich, ze a # 0 lub
b #£ 0, zachodzi réwnosc:

(a) (Ta + 4b,9a + 5b) = (a,b); (b) (4a + 9b,5a + 11b) = (a, b).
Kup ksigzke
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14 Rozdziat 1. Podzielnos¢ w zbiorze liczb catkowitych

9. Rozwiazaé¢ w zbiorze liczb naturalnych uktady réownan:

T4y =28, x4+ y = 60, zy = 1296,
®) { (0,9) = T (b) { () =12 O { (2,9) = 6:
2y = 9000, 2y = 3920, 2y = 10800,
(d) { (x,y% — 15 (e) { [m,yﬁ — 980; (£) { [:U,yy] — 360.

10. Wykazac, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b i ¢ zachodzi réwnosé
(ac,bc) = c(a,b).

11. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b i ¢ zachodzi réwnosé
[ac,bc] = cla,b].

12. Niech liczby a,b,c € N spelniaja warunki a | ¢, b|c oraz (a,b) = 1.
Wykazaé, ze ab|c.

13. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb m,n,k € N takich, ze (k,n) = 1,
zachodzi réwnos$é (mk,n) = (m,n).

14. Wykazaé, ze jesli liczby naturalne m, n, m1, ny i d spelniaja warunki
(m,n) =1, my|m, ni1|n i d = miny, to zachodza réwnoséci m; = (d,m) i n; =

(d,n).

15. Wykazaé, ze jedli liczby m,n,d € N speliaja warunki (m,n) = 1
i d| mn, to liczba d daje si¢ przedstawi¢ jednoznacznie w postaci d = miny,
gdzie my |m i ny | n.

16. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb m,n,k € N takich, ze (m,n) = 1
zachodzi réwnosé (mn, k) = (m, k)(n, k).

1.3. Najwiekszy wspélny dzielnik n liczb
i najmniejsza wspolna wielokrotnosé¢ n liczb

Niech n € N. Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a1, ..., a, € Z takich,
ze a, # 0 przy pewnym k € {1,...,n}, nazywamy najwieksza liczbe naturalna
dzielaca kazda z liczb ay, ..., ay.

Najwiekszy wspélny dzielnik liczb aq,...,a, oznaczamy zazwycza]j przez
NWD(ay,...,ay) lub przez (ai,...,a,). Jesli (ai,...,a,) = 1, to méwimy, ze
liczby a1, ..., a, sa wzglednie pierwsze.

Liczba naturalna d jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a1, ..., a,
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa warunki:
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