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Wstep

Cialo uporzadkowane jest struktura algebraiczna, ktora w jednym schemacie
ujmuje wspolne cechy zbioru liczb wymiernych i zbioru liczb rzeczywistych.

Obserwujac rozwoj intelektualny malego dziecka, mozna zauwazyé, ze
zdolnoéé¢ poréwnywania liczb pojawia sie niemal réwnoczesnie z ksztal-
towaniem samego pojecia liczby. Poczatkowo sg to liczby naturalne, ale
w dalszych etapach edukacji pojawiaja sie liczby catkowite, wymierne, rze-
czywiste; temu rozszerzaniu pojecia liczby towarzyszy rozwdj umiejetnosci
wykonywania operacji arytmetycznych oraz poréwnywania liczb. W ten spo-
sOb powstaje intuicyjne pojecie struktury algebraicznej, ktora jest zbiér liczb
wymiernych lub rzeczywistych z dziataniami dodawania i mnozenia wraz
z dodatkowo okreélong relacja liniowego porzadku, zgodna z dziataniami.
O ile na elementarnym poziomie uporzadkowanie zbioru liczb stuzy jedy-
nie do poréwnywania cech rzeczy wyrazonych liczbami, o tyle w kolejnych
etapach edukacji matematycznej uswiadamiamy sobie, ze bez uporzadkowa-
nia ciata liczb rzeczywistych R niemozliwe byloby stworzenie np. podstaw
rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji rzeczywistych ani stosowanie
metod matematycznych w innych dziedzinach nauki oraz technice. Zatem
relacja liniowego porzadku, na pozér niealgebraiczna, ,,uszlachetnia” struk-
ture algebraiczng ciata. Ta obserwacja w naturalny sposéb prowadzi do po-
wstania idei uporzadkowanej struktury algebraicznej. Niniejszy podrecznik
ma odpowiedzie¢ na pytanie, kiedy i na ile sposobéw mozna uporzadkowaé
dowolne ciato i jaki wplyw na wtasnosci ciala ma fakt istnienia porzad-
kéw. Warto zauwazyé, ze w polskiej literaturze matematycznej ten temat
praktycznie nie wystepuje.

Impulsem do powstania teorii cial uporzadkowanych bylo zapewne py-
tanie, jakie zadal David Hilbert na stynnym Kongresie w Paryzu w 1900
roku, a znane jako 17. problem Hilberta. Zapytal on mianowicie, czy nie-
ujemnie okreslony wielomian f € R[X1,..., X},] jest suma kwadratéw funk-
cji wymiernych z ciata R(X7, ..., X,;). Pozytywnej odpowiedzi udzielil Emil
Artin (Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 5 (1927), 100-115), korzystajac
z opublikowanej w tym samym numerze czasopisma wspélnej pracy z Otto-

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_0mkr_ebook

10 Wstep

nem Schreierem, zawierajacej podstawy teorii cial uporzadkowanych. O teo-
rii przez nich stworzonej Nicolas Bourbaki w ksigzce zatytutowanej Eléments
d’histoire des mathématiques napisal, ze ,,jednym z najdonioslejszych jej re-
zultatéow jest niewatpliwie odkrycie, ze istnienie relacji porzadkujacej nad
cialem zwigzane jest z wlasnos$ciami czysto algebraicznymi tego ciata”. Fun-
damentalne dla tej teorii jest twierdzenie, ktére méwi, ze ciato mozna upo-
rzadkowaé wtedy i tylko wtedy, gdy jest formalnie rzeczywiste, co oznacza,
ze zero nie jest sumg kwadratéw niezerowych elementéw tego ciata. Opie-
rajac sie na doswiadczeniu wyniesionym z obcowania z cialem uporzad-
kowanym R, trudno sie domysli¢, jakie ciekawe wlasnoéci moga pojawié sie
w przypadku dowolnych cial uporzadkowanych. Ciato R jest uporzadkowane
tylko na jeden i to ciagly sposob, jest rozszerzeniem archimedesowym ciata
liczb wymiernych, ktére jest w nim geste. Jest to raczej wyjatkowy przypa-
dek. Ogolnie, ciato moze byé¢ uporzadkowane na wiele, nawet nieprzeliczalnie
wiele sposobow, podczas gdy samo jest przeliczalne. Moze réwniez zawieraé
elementy wieksze od wszystkich liczb wymiernych czy tez odcinki roztaczne
z podciatem liczb wymiernych. Drugie wazne twierdzenie Artina i Schreiera
méwi, ze element ciala jest dodatni w kazdym porzadku tego ciata wtedy
i tylko wtedy, gdy jest suma kwadratéw elementéw tego ciata. Twierdzenie
to stanowi wtasnie jeden z waznych argumentéw w rozwiazaniu 17. proble-
mu Hilberta.

Teoria stworzona przez Artina i Schreiera stala sie katalizatorem rozwoju
wielu dzialéw matematyki. Wystarczy wspomnieé, ze z geometrii algebra-
icznej wyodrebnila sie rzeczywista geometria algebraiczna, a teoria form
kwadratowych nad dowolnymi ciatami zyskala nowe narzedzia do badania
zachowania sie tych form. Pewne ciata uporzadkowane, tzw. ciata rzeczywi-
$cie domkniete, pojawily sie réwniez w teorii modeli w kontekscie zasady
Tarskiego, ktéra mowi, ze ciata rzeczywiscie domkniete sg elementarnie réow-
nowazne z cialem liczb rzeczywistych.

Podrecznik sktada sie z dziesieciu rozdzialéw uzupelnionych dwoma do-
datkami. Rozpoczynamy, oczywiscie, od podstawowych pojeé i przyktadow
oraz dowoddéw dwdch wspomnianych wezedniej twierdzen Artina i Schreiera,
zawartych w rozdziale pierwszym, w ktorym Czytelnik znajdzie takze m.in.
dyskusje zachowania si¢ porzadkow cial przy rozszerzeniach ciat.

WspomnieliSmy juz o wplywie teorii cial uporzadkowanych na teorie
form kwadratowych nad tymi ciatami. Rozdzial drugi przypomina podsta-
wowe fakty dotyczace teorii form kwadratowych i koficzy sie¢ omoéwieniem
tej czedci teorii, ktéra dotyczy form kwadratowych nad cialami formalnie
rzeczywistymi.
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Wstep 11

Podobne do ciala R pod pewnymi wzgledami sa tzw. ciala rzeczywiscie
domkniete, ktére jak R sa ciatami formalnie rzeczywistymi o kowymiarze 2
w swoim algebraicznym domknieciu. Rozdzial trzeci podaje charakteryza-
cje takich cial. Pokazujemy w nim istnienie i jednoznacznosé rzeczywistego
domkniecia ciata uporzadkowanego, ktore jest odpowiednikiem algebraicz-
nego domkniecia w teorii ciat formalnie rzeczywistych. Podobiefnistwo ciat
rzeczywidcie domknietych do ciata R wyraza sie réwniez w tym, ze pewne
elementarne twierdzenia analizy matematycznej, przedstawione w podroz-
dziale 3.4, sa prawdziwe nad tymi cialami.

Rézne porzadki ciata, a jak wspomnieliSmy cialo moze mieé ich wiele,
moga implikowac¢ rézne wlasnosci. Pojecia takie, jak: gesto$é¢, archimedeso-
wos¢ czy wypukloéé, odnosza sie do zbioru uporzadkowanego. Te wtasnosci
w ciatach z ustalonym porzadkiem (tzn. ciatlach uporzadkowanych) dysku-
towane sa w rozdziale czwartym. Za ich pomoca scharakteryzowaé¢ mozna
zaréwno podciala ciata R, jak i samo ciatlo R. Jedna ze znanych konstrukcji
ciata liczb rzeczywistych wykorzystuje przekroje Dedekinda ciata liczb wy-
miernych. Oczywiscie, pojecie przekroju Dedekinda ma sens w dowolnym
ciele uporzadkowanym, jednak zachowanie tych przekrojow moze w istotny
sposéb rézni¢ sie od ich zachowania w ciele liczb wymiernych. Mimo to,
konstrukcje ciata R za pomocg przekrojow mozna nasladowaé¢ w przypadku
dowolnego ciata z ustalonym porzadkiem, uzyskujac tzw. ciagle domknie-
cie tego ciata. Méwiac ogdlnie, konstrukcja ta ,zalepia dziury” miedzy kla-
sg dolng i goérng pewnych przekrojéw Dedekinda, ktére to w przypadku
ciala liczb wymiernych odpowiadaja liczbom rzeczywistym. W przypadku
ciata rzeczywidcie domknietego przekroje Dedekinda tego ciata wyznaczaja
wszystkie porzadki ciata funkcji wymiernych nad tym cialem.

W zbiorze porzadkow ciata formalnie rzeczywistego mozna wprowadzi¢
topologie, ktéra czyni z tego zbioru przestrzen boolowska. Rozdzial piaty
poswiecony jest aspektom topologicznym zbioru porzadkéw. Ze wzgledu na
interesujacy zwiazek wlasnoéci algebraicznych ciata z wlasnosciami topolo-
gicznymi jego przestrzeni porzadkéw wyrdzniamy klase cial spetniajacych
SAP (Strong Approximation Property). Inne charakteryzacje tej klasy za-
warte sg w dalszych rozdziatach. Czynimy tu rowniez wazne przygotowania
do tego, aby w ostatnim rozdziale pokazaé, ze kazda przestrzen topologiczna
boolowska jest homeomorficzna z przestrzenia porzadkéw pewnego ciala.

Podpierscien wypukly ciala z ustalonym porzadkiem okazuje si¢ pier-
Scieniem waluacyjnym, a waluacja wyznaczona przez taki pierécien stanowi
nadzwyczaj skuteczne narzedzie do badania wlasnoéci ciata. Rozdzial sz6-
sty zawiera podstawowe informacje z teorii waluacji nad dowolnymi ciala-
mi, podczas gdy rozdzial nastepny dotyczy Scisle teorii waluacji nad ciata-
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mi formalnie rzeczywistymi. Przedmiotem rozwazan sa tu waluacje zgodne
z porzadkiem, tj. takie, ktére sa odwzorowaniami nierosnacymi w grupe
wartoséci tej waluacji. Czesé rozdziatu siddmego poswiecona jest pierscie-
niom waluacyjnym, ktorych ciala reszt sa podciatlami ciala R. Kanoniczne
odwzorowania w ciala reszt wyznaczone przez te pierScienie waluacyjne,
nazywane punktami rzeczywistymi, tworza przestrzen ilorazowa przestrzeni
topologicznej wszystkich porzadkéw ciata.

Punkty rzeczywiste beda odgrywaly wazna role w rozdziale 6smym,
w ktérym zajmiemy sie podaniem rozwigzania 17. problemu Hilberta
i przedstawimy uogolnienia tego problemu, polegajacego na tym, ze zamiast
wielomianéw nieujemnie okreslonych na calej dziedzinie, rozwazaé¢ bedzie-
my wielomiany nieujemnie okreslone na pewnych podzbiorach dziedziny ich
okreslonosci. W rozdziale tym przedstawimy tez nieco stabsza wersje twier-
dzenia Hilberta dotyczacego nieujemnie okredlonych form ternarnych stop-
nia 4. Oryginalne twierdzenie méwi, ze kazda taka forma jest suma kwa-
dratéw trzech form kwadratowych i jego dowdd jest stosunkowo trudny.
Pokazemy jedynie w miare elementarny dowdd pochodzacy od Albrechta
Pfistera faktu, ze taka forma jest suma co najwyzej czterech kwadratéow
form kwadratowych.

W ciele R zbiér elementéw niezerowych dzieli sie na te, ktore sg kwa-
dratami i te, ktére sa minus kwadratami. Cialo formalnie rzeczywiste o ta-
kiej wlasnosci nazywane jest cialem euklidesowym. Fakt, ze dla dowolnych
a,b € R réwnanie a? + b?> = 22 ma rozwigzanie w oczywisty sposéb kojarzy
si¢ z twierdzeniem Pitagorasa, stad cialo, ktére ma taka wlasnoé¢ nazywa-
ne jest cialem pitagorejskim. Rozdzial dziewiaty poswiecony jest opisowi
pewnych szczegdlnych klas cial formalnie rzeczywistych, w tym réwniez ciat
euklidesowych i pitagorejskich.

Twierdzenie spektralne dla endomorfizméw samosprzezonych, pewne wila-
snosci przestrzeni euklidesowych, twierdzenie Rolle’a niezmiennie przywohu-
ja na my$l rozwazania nad cialem R, chociaz ich sformutowanie jest mozliwe
nad dowolnym ciatlem uporzadkowanym, z tym jednak, ze takie uogdlnienia
nie zawsze sg prawdziwe. W ostatnim rozdziale zajmujemy sie charakteryza-
cja tych cial, dla ktérych twierdzenie spektralne czy tez twierdzenie Rolle’a
sg spelnione. Tu Czytelnik znajdzie tez charakteryzacje takich cial, ktére
w geometrii afinicznej dopuszczaja aksjomat Pascha.

Porzadek ciala jest rownoczes$nie porzadkiem grupy addytywnej tego cia-
ta. Celowe zatem w wielu miejscach jest wykorzystywanie gotowych faktow
z teorii grup uporzadkowanych. Dla wygody Czytelnika zamiesciliSmy do-
datek D.1, w ktorym zawarte zostaly potrzebne fakty dotyczace abelowych
grup uporzadkowanych. W calym podreczniku cialo R wielokrotnie wyste-
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puje jako przyktad. Chociaz wlasnosci tego ciata takie, jak archimedeso-
wo$¢ czy tez ciaglosé, sa powszechnie znane z podstawowego kursu analizy
matematycznej, to jednak wydaje nam sie, ze tutaj powinny by¢ szczego-
towo uzasadnione. Z tego tez wzgledu dotaczyliémy dodatek D.2, w ktorym
przeprowadzona jest konstrukcja ciala R i udowodnione sa wszystkie jego
wlasnosci stuzace jako ilustracje w podawanych wczedniej przyktadach.

Kazdy z rozdziatéw koniczy sie zadaniami, co pozwoli Czytelnikowi spraw-
dzi¢ i poglebi¢ zrozumienie przeczytanego materiatu.

Podrecznik ma zapoznaé¢ studentéw kierunkéw Scistych oraz pracowni-
kéw naukowych z podstawami algebry rzeczywistej. Dobierajac prezento-
wany w nim material, dotozyliSmy staran, aby byt on mozliwie kompletny
i spdjny, tak aby znajomos$é kursowych wiadomosci z algebry i algebry linio-
wej byla wystarczajaca do jego lektury. W niewielu przypadkach odsylamy
Czytelnika do pozycji, w ktérych mozna znalezé dowody twierdzen, na ja-
kie powolujemy sie w naszej argumentacji. Aby Czytelnik moégl poszerzyé
zaprezentowane przez nas wiadomosci, dotaczyliSmy wykaz literatury uzu-
pelniajacej, gdzie znajdzie tez bardziej szczegdtowe dane bibliograficzne.

Pragniemy podziekowaé recenzentom Profesorowi Edmundowi Puczy-
towskiemu i Profesorowi Danielowi Simsonowi za zyczliwe opinie i cenne
uwagi, ktére pomogly usunaé wiele usterek zawartych w pierwotnym tek-
Scie podrecznika.
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e(B/A) 196
f(B/A) 197
e(v/w) 197
flv/w) 197
T 206

TAS 206
S 206

T4 206
Ap 225
My 226
Ord(A) 226
Hol(K) 228
K™ 250
Pra 270
S 270
Krq 282
Kpq 286
~ 307

o 309
sqrp 310
-1 310
— 317
£(A,B) 317
(a,b) 343
[a,b] 343
conva(C) 344
Gla) 346
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aksjomat
odktadania
wersja afiniczna, 318
wersja wektorowa, 308
Pascha, 319
Pascha
staby, 319
algebra, 66
baza, 66
rozdzielcza, 71
wymiar, 66

baza
Harrisona, 144
ortogonalna (prostopadia), 53
przestrzeni topologicznej, 143

cialo
euklidesowe, 279
formalnie rzeczywiste, 17
funkcyjne, 250
geste w rozszerzeniu, 107
kwadratowo domkniete, 280
liczb rzeczywistych, 355
paschowskie, 323
pitagorejskie, 279
reszt, 176
rzeczywidcie domkniete, 85
spelniajace
SAP, 156
twierdzenie Rolle’a, 333, 340
WAP, 158
superpitagorejskie, 293
superrzeczywiste, 293
szeregéw formalnych, 21

T-pétuporzadkowane, 38
uporzadkowane, 15
w sposo6b ciagly, 120
cigg
Cauchy’ego, 353
Sturma, 102
uogdlniony, 101
zbiezny do zera, 353
ciagte domkniecie ciata, 120
ciezar przestrzeni topologicznej, 143
czysta podforma, 65

dhugoéé¢ tancucha, 149
domkniecie
euklidesowe ciala, 284
kwadratowe ciala, 282
pitagorejskie ciata, 286
rzeczywiste ciata, 90
dopelnienie ortogonalne, 55

element

catkowity, 178
dwustronnie

sztywny, 47

T-sztywny, 47
nieskonczenie

duzy, 107

matly, 108
przedstawialny przez forme, 56
rozdzielajacy zbiory, 156
sztywny, 25
T-sztywny, 25
totalnie

dodatni, 27

ujemny, 27
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endomorfizm
diagonalizowalny, 300
ortogonalnie, 302
ortonormalnie, 302
samosprzezony, 299

forma
binarna, 57
hiperboliczna, 56
izotropowa, 56
stabo, 328
kwadratowa, 52
nieizotropowa, 56
nieokreslona, 76
catkowicie, 76
okreslona
dodatnio, 76
ujemnie, 76
Pfistera, 63
Sylvestera, 72
sladu
rozszerzenia cial, 72
algebry, 70
uniwersalna, 57
formuty Witta, 78
formy
2-polaczone, 61
podobne, 62
potaczone, 61
funkcjonal
kwadratowy, 52
funkcjonat dwuliniowy
euklidesowy, 309
nieokreslony, 76
calkowicie, 76
okreslony
dodatnio , 76
ujemnie, 76
symetryczny, 51

grupa
A-podzielna, 346
klas kwadratow, 18
klas sum kwadratéw, 18
n-podzielna, 346

podzielna, 346
nieparzyscie, 346
uporzadkowana, 344
wartosci waluacji, 174
grupy uporzadkowane izomorficzne, 348

homomorfizm grup niemalejacy, 348

ideat M- wypukly, 262
iloczyn tensorowy
form kwadratowych, 54
przestrzeni dwuliniowych, 54
indeks
rozgalezienia, 196
Witta formy, 62
izomorfizm algebr, 66

kostka Cantora, 144
kryterium separacyjne, 234

liczba
Pitagorasa, 257
rzeczywista
dodatnia, 355
ujemna, 355
lokalizacja wachlarza, 236

macierz
diagonalizowalna, 301
ortogonalnie, 303
formy kwadratowej, 52
funkcjonatu dwuliniowego, 52
macierze kongruentne, 52
modul
kwadratowy, 261
archimedesowy, 266
monomorfizm grup rosnacy, 348

nierownos¢ tréjkata, 314
norma, 137
wektora, 310
standardowa, 312
normy
niezalezne, 137
rownowazne, 311

odcinek, 319, 343
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otoczka
A-podzielna grupy, 347
wypukla, 167, 344

pelny uktad otoczen, 187
pierscienie waluacyjne
niezalezne, 189
zalezne, 190
pierscien
2-henselowski, 220
calkowicie domkniety, 178
henselowski, 214
rzeczywisty holomorficzny, 228
waluacyjny, 170, 173
caltkowicie zgodny z praporzad-
kiem, 204
formalnie rzeczywisty, 205
mocno zgodny z pétporzadkiem,
241
zgodny z porzadkiem, 204
zgodny z pélporzadkiem, 241
zgodny z praporzadkiem, 204
plaszczyzna hiperboliczna, 56
podbaza
Harrisona, 144
przestrzeni topologicznej, 143
podciato
archimedesowo nasycone, 170
ciala uporzadkowanego, 18, 107
geste, 107
podgrupa gesta w grupie, 242
podpierscien wypukly, 168
podzbiér wypukty, 167, 344
polaryzacja funkcjonatu dwuliniowe-
go, 52
porzadek, 17
addytywny, 310
archimedesowy nad podcialem, 108
indukowany, 18
leksykograficzny, 345
liniowy, 343
Positivstellensatz, 264
polpiericien, 32
generowany przez podzbiér, 32
poélporzadek, 38
archimedesowy nad podcialem, 239

praporzadek, 24
spetniajacy
SAP, 156
warunek Pascha, 323
przedluzenie porzadku, 18
przedziat
domkniety, 343
otwarty, 343
przekréj Dedekinda, 109
gltowny, 110
klasa
dolna, 109
gérna, 109
nietrywialny, 109
normalny, 109
trywialny, 109
wlasciwy, 109
przestrzenie
dwuliniowe izometryczne (izomor-
ficzne), 53
kwadratowe izometryczne (izomor-
ficzne), 53
przestrzen
dwuliniowa, 52
nieosobliwa, 55
euklidesowa uogdlniona, 313
afiniczna, 318
kwadratowa, 52
topologiczna
boolowska, 143
calkowicie niespdjna, 143
Hausdorffa, 143
normalna, 143
zerowymiarowa, 143
zwarta, 143
punkt, 175
formalnie rzeczywisty, 205
zgodny z porzadkami, 212
polozony miedzy punktami, 318
rzeczywisty, 225
zgodny z porzadkiem, 225
trywialny, 179
punkty
niezalezne, 190
réwnowazne, 177
zalezne, 190
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radykal przestrzeni dwuliniowej, 55
ranga
ciata, 168
grupy uporzadkowanej, 348
tahcuchowa praporzadku, 149
pierscienia waluacyjnego, 186
punktu, 186
rozszerzenia ciata, 168
waluacji, 186
relacja
jednakowej dtugoéci wektoréw, 307
prostopadtosci, 307
rozszerzenie
archimedesowe, 108
ciala
skalaréw, 56
uporzadkowanego, 18, 107
pierscienia waluacyjnego, 195
rzad
formy kwadratowej, 53
funkcjonatu dwuliniowego, 53

stopien
ciala funkcyjnego, 250
rozszerzenia ciala reszt, 197
suma ortogonalna
form kwadratowych, 54
przestrzeni dwuliniowych, 54
wewnetrzna, 54
sygnatura
formy kwadratowej, 77
funkcjonatu dwuliniowego, 77
wzgledem
porzadku, 28
zbioru porzadkéw, 28
$lad elementu, 68

T-pétporzadek, 38
T-pétporzadek
czesciowy, 42
topologia
porzadkowa, 223
waluacyjna, 188
twierdzenie
aproksymacyjne
dla norm, 138
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dla waluacji, 191
Artina, 255
Artina-Langa, 252
Artina-Schreiera I, 26
Artina-Schreiera II, 27
Baera—Krulla, 210
Darboux, 99
Lagrange’a, 100
o bezwladnosci, 76
o dodatniosci, 264
0 homomorfizmie grup uporzad-

kowanych, 349
o normalnosci, 148
o oddzielaniu, 155
o osiach gtéwnych, 305
Rolle’a, 100
spektralne, 305
Tsena-Langa, 255
Weiertrassa, 99
Witta

o rozkladzie, 62
Witta

o skracaniu, 55

uzupelnienie ortogonalne, 55

wachlarz, 30

lokalizacja, 236
trywialny, 30

waluacja, 174

catkowicie zgodna z praporzad-
kiem, 204
dyskretna, 187
formalnie rzeczywista, 205
mocno zgodna z potporzadkiem,
241
p-adyczna, 179
trywialna, 179
zgodna
z porzadkiem, 204
z péiporzadkiem, 241
z praporzadkiem, 204

waluacje

niezalezne, 190
réwnowazne, 177
zalezne, 190
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wariacja znakéw, 102
wartos¢ bezwzgledna, 28, 41, 347
wektor izotropowy, 53
wektory
prostopadte, 53
skierowane
przeciwnie, 313
zgodnie, 313
wielomian pierwotny, 214
wlasnosé osi gtéwnych, 303
wymiar
formy kwadratowej, 52
Krulla, 186
wysoko$é
rozszerzenia ciata, 168

ciala, 168
waluacji, 186
wyznacznik przestrzeni dwuliniowej,
55

zanurzenie cial

rosnace, 21

zachowujace porzadek, 21
zasada lokalno-globalna Pfistera, 79
zasada transferu Tarskiego, 253
zbiory uporzadkowane podobne, 343
zbiér

elementéw dodatnich, 16, 38

semialgebraiczny, 258
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