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Przedmowa

Oddajemy w Panstwa rece zbiér zadan, ktéry jest podsumowaniem do$wiadczen
dydaktycznych zebranych na przestrzeni wielu lat, podczas zajeé¢ ze studentami
prowadzonych na kierunku Automatyka i Robotyka oraz kierunkach pokrewnych,
na ktoérych rachunek operatorowy jest istotny. Zadania zebrane w tym zbiorze
dotycza zatem konkretnych probleméw obliczeniowych pojawiajacych sie na ta-
kich przedmiotach, jak: teoria obwodéw, podstawy automatyki czy tez cyfrowe
przetwarzanie sygnatow.

Ksiazka, w naturalny sposéb, sktada sie z trzech zasadniczych czesci.

W czesci pierwszej podano podstawowe wiadomosci o transformacie Laplace’a
i pokazano jej zastosowania do rozwiazywania zagadnieri rownan rézniczkowych
zwyczajnych i réwnan czastkowych, uktadéw takich réwnan oraz licznych zasto-
sowan twierdzeni i wlasnoéci tej transformaty w analizie i syntezie uktadéw fizycz-
nych (zwlaszcza uktadow analogowych, liniowych). Z uwagi na zakres typowych
zastosowan transformacji Laplace’a w technice ograniczono si¢ do transformacji
jednostronne;j.

W czesci drugiej oméwiono podstawy transformacji Z, obliczanie transformat
oraz wykorzystanie twierdzen i wtasnosci transformaty, zwracajac jednak szcze-
golna uwage na zastosowania w uktadach probkowanych (z czasem dyskretnym),
zwlaszcza w uktadach cyfrowych. Dlatego stosunkowo duzo miejsca poswiecono
réwnaniom rekurencyjnym, transmitancji uktadu cyfrowego, wyznaczaniu odpo-
wiedzi uktadow o skoriczonej (SOI) i nieskoniczonej (NOI) odpowiedzi impulsowe;j.
Przedstawiono takze przyktady badania zwiazkéw miedzy transformata Laplace’a
a transformata Z oraz konsekwencje ,uktadowe” wynikajace z tych zaleznosci.

Trzecia czes¢ poswiecono przeksztatceniu Fouriera, ktére oméwiono w bar-
dzo ograniczonym zakresie, niezbednym dla studentéw wspomnianego wczedniej
kierunku studiéow. Bardziej szczegbétowe informacje i przyklady mozna znalezé
w bardzo bogatej w tym zakresie literaturze, z ktorej cze$¢ przytoczono na koricu
niniejszej ksiazki.

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1xqu_ebook

2 Przedmowa

W celu utatwienia korzystania z podrecznika na koricu umieszczono Dodatki
zawierajace m.in. podstawowe wzory, twierdzenia i zaleznosci, tablice transformat.

Zadania zostaty tak pomyslane, aby na podstawie przykladowych rozwiazan
czedci z nich Czytelnik mogt przystapi¢ do samodzielnego rozwiazania pozosta-
tych. Dlatego podano wyniki wszystkich zadan, by utatwi¢ weryfikacje opanowania
prezentowanych w zbiorze tresci.

Autorzy maja nadzieje, ze w wyniku wielokrotnej weryfikacji wszelkie usterki
udato im sie usunaé, jednak w przypadku zauwazenia jakichkolwiek, beda wdziecz-
ni za ich wskazanie.

Pragniemy ponadto wyrazi¢ wdzieczno$é wszystkim tym, ktérzy rada lub po-
moca wniesli wktad w ostateczng forme tej pracy.

W imieniu autoréw
Andrzej Rybarczyk
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Wykaz symboli

1(n) dyskretna funkcja skokowa

1(t) funkcja skokowa Heaviside’a

C pojemnosé

d(n) delta Kroneckera

o(t) delta Diraca

e(t) zrodlo napieciowe w dziedzinie czasu

F operator transformaty Fouriera

G konduktancja

H(s) transmitancja operatorowa w dziedzinie
transformaty Laplace’a

H(z) transmitancja operatorowa w dziedzinie
transformaty Z

i(t) prad w dziedzinie czasu

I(s) prad w dziedzinie operatorowej

L operator transformaty Laplace’a

L indukcyjnosé

P przetacznik

R rezystancja

S argument funkcji z dziedziny transformaty Laplace’a

sgn(t) funkcja signum okreslajaca znak liczby rzeczywistej

sinc(t) funkcja sin(t)

u(t) napiecie w dziedzinie czasu

U(s) napiecie w dziedzinie operatorowej

w argument funkcji z dziedziny transformaty Fouriera

ys(n) odpowiedz impulsowa uktadu dyskretnego

ys(t) odpowiedz impulsowa uktadu ciaglego
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y1(n)
y1(t)
Z
Z(s)

odpowiedz skokowa uktadu dyskretnego
odpowiedz skokowa uktadu ciagglego

operator transformaty Z

impedancja zastepcza w dziedzinie operatorowe;j
argument funkcji z dziedziny transformaty Z
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Wstep

Idea przeksztatcen catkowych jest przenoszenie réwnarn rézniczkowo-catkowych
z obszaru zmiennej rzeczywistej w obszar zmiennej zespolonej s = o + jw. Prze-
ksztalcenie, z definicji, jest to przyporzadkowanie funkcjom wzigtym z pewnej
klasy funkeji (nazywanych oryginatami) okreslonych innych funkcji, ktore nazy-
wamy ich transformatami. Dzieki wykorzystaniu przeksztalcenia catkowego mozna
uzyskaé prostsza postac¢ rozwiazywanych rownan (postaé¢ algebraiczna) i moga by¢
one rozwiazywane prostszymi metodami, wlagciwymi dla nich.

Przenoszenie rownan rézniczkowo-catkowych w dziedzine zmiennej zespolo-
nej pozwala uniknaé¢ wyznaczania stalych catkowych. Warunki poczatkowe sa
uwzgledniane w réwnaniach w postaci odpowiednich zrodet pradu lub napiecia
na etapie uktadania réwnan operatorowych.

Najwieksze znaczenie przy rozwigzywaniu rownari rézniczkowo-catkowych me-
toda operatorowsg ma transformata Laplace’a. Metoda ta korzystna jest przy
wyznaczaniu rozwigzan rownan rézniczkowych zwyczajnych liniowych, zwtaszcza
rownan o statych wspotezynnikach. Stosujac metode przeksztatcenia Laplace’a do
rozwiazywania rownania rézniczkowego, w zasadzie wyznaczamy caltke szczegolna,
spelniajaca zadane warunki poczatkowe.

Metoda transformaty Laplace’a sktada sie z trzech etapow, mianowicie:
1° znalezienie transformaty obu stron réwnania, z uwzglednieniem warunkéw po-

czatkowych;
2° rozwiazanie otrzymanego rownania algebraicznego;
3° wyznaczenie transformaty odwrotne;j.

Otrzymane transformaty odwrotne, jako funkcje nalezgce do klasy orygina-
tow, nie speliajg na ogdt wyjsciowego roéwnania rézniczkowego. Jednak funkcje
okreslone tak jak znalezione transformaty odwrotne, lecz rozpatrywane tylko dla
t > 0, sa rozwiazaniami rownania rézniczkowego. Innymi stowy, rozwiazujac row-
nanie rézniczkowe metoda przeksztatcenia Laplace’a, znajdujemy rozwiazanie tego

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1xqu_ebook

6 Wstep

rownania okredlone tylko dla ¢t > 0. Moze sie zdarzy¢, oczywiscie w szczegbdlnych
przypadkach, ze réwniez dla ¢ < 0 rozwigzanie rownania rézniczkowego bedzie
miato taka sama postaé, tak jednak nie musi by¢ dla kazdego réwnania.

Dzieki tatwemu przenoszeniu funkcji z dziedziny zmiennej rzeczywistej w dzie-
dzine zmiennej zespolonej i odwrotnie transformata Laplace’a wykorzystywana
jest m.in. do analizy obwoddéw elektrycznych. Kazdy z elementéw obwodu ma swoj
odpowiednik w dziedzinie zmiennej zespolonej s. Metoda transformaty Laplace’a
jest szczegblnie wygodna przy analizie stanéw nieustalonych.

Wirod innych zastosowan transformaty Laplace’a mozna znalezé opis linio-
wych ukladéw sterowania. Uklady te sg opisane za pomoca uktadéw réwnan,
a w szczegdlnosci réwnan rézniczkowych, stad wyrazna zaleta przeksztalcania La-
place’a w opisie tej klasy systemow.

Transformata Laplace’a jest korzystna przy badaniu liniowych, stacjonarnych
uktadéw ciagltych w czasie. Dzieki niej mozliwe jest przeksztalcenie réwnan réz-
niczkowych w réwnania algebraiczne, co upraszcza analize i synteze uktadow.
Transformata Z stanowi dyskretny odpowiednik transformaty Laplace’a — jest
to przeksztalcenie, ktore z pewnego ciggu probek f [n| pozwala utworzy¢ funkcje
zmiennej zespolonej z. Stad mozliwos§é zamiany réwnania réznicowego uktadu na
rOwnania algebraiczne zmiennej zespolonej z.

Mozna wiec powiedzie¢, ze transformata Z jest szczegbdlnym przypadkiem
transformaty Laplace’a, gdzie zamiast operatora s wstawiono nowg zmienna, kto6-
ra jest uzyteczna w uktadach z czasem dyskretnym, i gdzie transformata Laplace’a
dawalaby rozwigzanie w postaci szeregu potegowego. Natomiast transformata Z
umozliwia przedstawienie tego szeregu w postaci algebraicznej (wielomianu zmien-
nej z) i dlatego wygodniejszej do celow analizy w uktadach z czasem dyskretnym.
Istnieje kilka mozliwosci przeksztatcenia funkcji zmiennej s na funkcje zmiennej z.

Transformata Fouriera ma szczegblne znaczenie w przypadku analizy sygna-
tow okresowych. Oczywiscie, podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a,
rowniez transformate Fouriera mozna wykorzysta¢ do rozwigzywania liniowych
rownan rozniczkowych, jednak w tym przypadku wykorzystuje sie duzo latwiej-
sze przeksztalcenie Laplace’a. Przeksztalcenie Fouriera pozwala na przeniesienie
badanego sygnalu z dziedziny zmiennej rzeczywistej w dziedzine zmiennej zespo-
lonej — pozwala mianowicie przeksztalcié¢ funkcje z postaci czasowej w postaé
czestotliwosciowa (lub pulsacyjna).

W przypadku transformaty Fouriera mamy do czynienia z analogowym
(w przypadku transformaty ciagtej) lub cyfrowym (w przypadku transformaty
dyskretnej) przetwarzaniem sygnatow. Obrobka sygnatéw ma na celu poprawienie
jakosci (czy tez pewnych wlasnosci) badanego sygnatu. Przeksztatcenie danej fun-
kcji, za pomoca transformaty Fouriera, z dziedziny czasu w dziedzine czestotliwo-
Sci pozwala odczytaé¢ amplitude i faze poszczegdlnych sktadowych harmonicznych
sygnalu. Do najbardziej popularnych zastosowan przeksztalcenia Fouriera naleza
przetwarzanie dzwieku (np. kompresja MP3), cyfrowe przetwarzanie obrazu (np.
kompresja JPEG), filtracja sygnalu (np. odszumianie sygnatu), filtracja obrazu.
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Wstep 7

Istnieje wiecej przeksztatcen catkowych niz wymienione powyzej transformaty
Laplace’a oraz Fouriera. W ponizszej tabeli zostaly zestawione wybrane transfor-
maty.

Nazwa przeksztatcenia | Posta¢ jadra | Postaé przeksztalcenia | Symbol
Laplace’a st iy
(jednostronne) © / e ' f (1) £
0
oo
Laplace’a—Carsona se” st / se SUf(t C
0
2 o
sinusowe — Fouriera — sin (st) / sin ( dt Fs
| =
0
2 [ee]
cosinusowe — Fouriera — cos (st) / cos ( dt Fe
0
oo
Fouriera e'st / 'S f (st)dt F
—0o0
o0
sprzezone Fouriera et / e f (st) dt F*
—0o0
[e.e]
Mellina 5t /ts_lf( ) m
0
o0
Stjelti ! / L ryar 5
eltiesa
! t+s J i+
o
Hankela ¢, (st) / (I, (st) f (£) dt H,
0
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1

Transformata Laplace’a

1.1. Podstawowe pojecia

Do podstawowych pseudofunkcji naleza: funkcja skokowa Heaviside’a oraz fun-
kcja impulsowa (delta Diraca). Ponizej przedstawiono postaci tych funkeji wraz
z wykresami.

funkcja skokowa

0 dlat<0
I(t)y=¢12 t=0 (1.1)
1 dlat>0

delta Diraca

oo dlat=0

ot) = {0 dla t # 0 (1.2)

Dodatkowo ponizej zestawiono wzory Eulera dla funkcji trygonometrycznych
i hiperbolicznych:

jat —jat jat _ _—jat

cos (at) = % sin (at) = % (1.3)
at —at at _ ,—at

cosh (at) = % sinh (at) = % (1.4)
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1.1. Podstawowe pojecia

Zadania

1. Podane funkcje zapisz, korzystajac z funkcji skokowej 1(t):
0 dla t<0

(a) f(t)=<¢1 dla 0<t<2

3 dla t>2

t—2a dla 2a<t<a+b

2b—t dla a+b<t<2b

0 dla t <2a, t>2b

t dla 0<t<a
20—t dla a<t<2a
0 dla t<0, t>2a

0 dla t<a

{t—a dla a<<t<b

b—a dla t>0

0 dla t<1,t>3

{—1 dla 1<t<2
dla 2<t<3

1
0 dla t<1,t>4
~2t+3 dla 1<t<d4

0 dla t<1,t>3
—t+1 dla 1<t<2
—t+3 dla 2<t<3

0 dla t<1,t>5
—2t+4 dla 1<t<3

t—1 dla 3<t<5

3
2
0 dla t<1,t>9
t—1 dla 1<t<?2
. 1 dla 2<t<4
O FO=9 15 da 4<t<6
—1 dla 6<t<8
t—9 dla 8<t<9

0 dla t<0,t>6, 2<t<4
t dla 0<t<1
(G) f@)y=< —t+2 dla 1<t<2
t—4 dla 4<t<5
—t+6 dla 5<t<6

Odpowiedzi
1. (a) f(t)=1(t)+21(t—2)
(b) f(t)=(t—
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10 1. Transformata Laplace’a

(€) f(t) = t1(t) —2(t —a) 1 (t — a) + (t — 2a) 1 (¢t — 2a)
(d) f@)=@t—-a)l(t—a)— (-0 L(t—-D)
() F(t) = —1(t—1)+1(t—2)—1(t—3)
(f) f(t):(—§t+g>Il(t—l)—i—(gt—g)]l(t—él)
(&) F(t) = —(t—1)T(E—1)+21 (- 2)+ (t—3) 1 (t—3)
(h) f(t):_Q(t_z)n(t—1)+(gt—%l)n(t—za)—(gt—l—;)n(t—s)
) fO)=t-1)1-1)—t—-2)1(t—-2)—(t—4)1(t—4)+
(£ 6)1(t—6)+(t—8)1(t—8) — (t—9)1(t—9)

G) F&)=t1(t) —2(t— 1)1 (t—1)+2(t—3)L(t—4)—2(t—5)1(t—5) +
(t—6)1(t—6)

1.2. Definicja transformaty Laplace’a

Dowolnej funkcji czasu f(t), zwanej dalej ,oryginalem”, speliajacej warunki:

e funkcja f(t) =0 dla ¢t < 01 jest okreslona dla t > 0;

e |f(t)| rosnie nie szybciej niz funkcja wykladnicza, czyli |f(t)| < Ae%t, gdzie
A>0i02>0;

e f(t) spelia warunki Dirichleta, tzn. ma skonczona liczbe punktow nieciaglosci;
dla kazdego z tych punktéw istnieje granica lewo- i prawostronna funkcji —
warto$¢ funkcji w tym punkcie przyjmuje sie jako warto$¢ srednig tych granic,

odpowiada w dziedzinie czestotliwosci zespolonych s = o + jw funkcja F'(s) zwana

dalej obrazem lub transformata funkeji f(¢t). Przejscie z f(t) do F(s) definiujemy
nastepujaco:

F(s) = / Flt)estdt (1.5)
0

i oznaczamy F'(s) = L{f(t)} [10].

Przyktad 1.1. Korzystajgc z definicji, wyznacz transformate Laplace’a funkcji f(t) =
e, gdzie a jest liczbg dowolng, a # 0.

ROZWIAZANIE
F(s) = [ fetar= [ et -
0 0
1 1 1
= [lim ela=s)t _ 60] =— =
a— 8§ |t—oo a— S Ss—a

Przyktad1.2. Korzystajgc z definicji, wyznacz transformate Laplace’a funkcji f(t) =
sin (at) , gdzie a jest liczbg dowolng, a # 0.
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1.2. Definicja transformaty Laplace’a

ROZWIAZANIE

oL Ooejat _ efjat

F(s) = /sin (at) e Stdt = / Te_Stdt _

0 0

o0 o0
- (o Jomena) -
2j
0 0

N L (hm elja=s)t _ €0> - !
25\ ja — s \t—oc —ja—s

11

(thm e—(ja-i-s)t _ €D>> —

a

_1( 1 1 >_1 2%a
25\ ja—s ja+s) 2js2+a®

52 4 a?

Ponizej, w postaci twierdzen, zestawiono wtasnosci transformaty Laplace’a

[3, 7, 14].
1. Twierdzenie o addytywno$ci

Jezeli L{f(t)} = F(s)iL{g(t)} = G(s), to

LAF@) +9(t)} = F(s) + G(s) (1.6)

2. Twierdzenie o jednorodnodci przeksztalcenia Laplace’a
Jezeli L{f(t)} = F(s) i a jest dowolna liczba stala,

L{af{)} = aF(s) (1.7)
3. Twierdzenie o liniowosci przeksztalcenia Laplace’a
Jezeli o, B = const oraz L{f(t)} = F(s) i L{G(t)} = G(s), to
L{af(t)+ Byg(t)} = aF (s) + BG(s) (1.8)
4. Twierdzenie o podobieristwie
Jezeli L{f(t)} = F(s), todlaa >0
1 s
—_F(Z2 1.
£{fat) =17 (2 (19)
5. Twierdzenie o ttumieniu
Jezeli L{f(t)} = F(s), a jest liczba stala, to
c{e" )} =F(s+a) (1.10)
6. Twierdzenie o przesunieciu
Jezeli L{f(t)} = F(s), a >0, to
LAf(t—a)}=e"F(s) (1.11)

Definicje transformaty Laplace’a funkcji okresowej przedstawiono ponizej

w postaci twierdzenia.
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