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Wstep

Logika wspoélczesna dostarcza formalnych narzedzi umozliwiajacych precy-
zyjna analize poprawno$ci rozumowan. Najwazniejszym sposobem uzasad-
niania gloszonych twierdzeni jest bez watpienia dowdd. Na gruncie logiki
wypracowano wiele typow systemoéw dowodzenia takich jak systemy aksjo-
matyczne, systemy rezolucji, systemy sekwentowe czy systemy dedukcji na-
turalnej. Te ostatnie zostaly zaproponowane jako najbardziej zblizone do
faktycznej praktyki dowodzenia stosowanej przede wszystkim przez mate-
matykéw. W prezentowanym opracowaniu skupimy sie na opisie struktury
i zastosowarn ostatniego z wymienionych sposobéw kodyfikacji dowodzenia.
W rozdziale pierwszym zaprezentujemy jedno z jego mozliwych realizacji
w odniesieniu do logiki klasycznej. Dowody i dedukcje beda tutaj prezento-
wane w czysto formalny sposob. Prezentacje dedukcji naturalnej poprzedzi-
my krétkim omoéwieniem aksjomatycznej formalizacji klasycznego rachunku
zdan. W drugim rozdziale zaprezentowane zostang dwie teorie aksjomatycz-
ne: arytmetyka liczb naturalnych w ujeciu Peano i obszerny fragment teorii
mnogosci w ujeciu Zermelo i Fraenkela. Dowody twierdzenn w tych teoriach
zostang przedstawione skrétowo, w sposéb niesformalizowany ale na tyle do-
ktadny, ze mozna je ,przepisa¢’ jako w pelni formalne dowody w systemie
dedukcji naturalnej z czesci pierwszej, wzbogaconym o aksjomaty rozwaza-
nych teorii. Takie rozwigzanie pokazuje nam w naturalny sposéb zwiagzek
dedukcji naturalnej z faktycznie prezentowanymi szkicami dowodoéw w lite-
raturze matematycznej a ponadto jest ekonomiczne, gdyz formalne dowody
waznych twierdzen sa zwykle bardzo dtugie.

Zanim przejdziemy do charakterystyki dedukcji naturalnej wypada po-
$wieci¢ nieco uwagi historii zagadnienia. Dowody, czesto catkiem zadowa-
lajace z punktu widzenia stosowanych obecnie kryteriéw, konstruowali juz
matematycy greccy z kregu szkoly pitagorejskiej dziatajacy w VI-V w. p.n.e.
Wypracowali oni wiele regutl i technik, ktére naleza do wyprébowanego re-
pertuaru §rodkéw dowodzenia stosowanego wspotczesnie. Nalezag do nich np.
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10 WSTEP

takie srodki dowodzenia jak dowo6d warunkowy, dowod nie wprost, dowodze-
nie z alternatywy, czy reguly wnioskowania takie jak modus ponendo ponens,
modus tollendo tollens, modus ponendo tollens'. W rozdziale 1 objanimy
dziatanie wszystkich wymienionych wyzej technik dowodzenia.

Intuicyjne stosowanie $rodkéw dowodzenia nalezy jednak odréznié od
$wiadomej refleksji nad ich prawomocnoscig. Ta pojawita sie nieco po6zniej
w pismach logicznych Arystotelesa (384-322 p.n.e.), ktory wprowadzit po-
jecie dedukcji jako niezawodnego sposobu rozumowania gwarantujacego, ze
ze zdan prawdziwych, przyjetych jako przestanki rozumowania, wywniosku-
jemy jedynie prawdziwe wnioski. Dokonal on réwniez pierwszej proby kody-
fikacji logiki nazw, ktéra systematyzowala pewna klase sposobéw rozumo-
wania. Sylogistyka, czyli rachunek nazw Arystotelesa, stanowita wprawdzie
podstawe nauczania logiki az do wieku XX, jednak jej zakres zastosowan byt
zbyt waski, zwlaszcza z punktu widzenia potrzeb matematyki. Alternatyw-
ne proby kodyfikacji zasad rozumowania, prowadzace do konstrukcji logiki
zdan, podejmowali filozofowie stoiccy, jednak wiedza, ktérg dysponujemy na
temat ich dokonan jest bardzo fragmentaryczna.

U Arystotelesa pojawia sie tez refleksja nad budows systemoéw aksjoma-
tycznych jako sposobéw systematyzowania wiedzy z danej dziedziny.
W systemie aksjomatycznym ustala si¢ pewna, zazwyczaj niewielka, ilos¢ po-
je¢ pierwotnych dla danej teorii, oraz zestaw aksjomatow, ktore sa twierdze-
niami przyjetymi bez dowodu, zazwyczaj uznawanymi za intuicyjnie oczywi-
ste. System rozbudowuje sie w sensie pojeciowym przez dotaczanie definicji
nowych poje¢ oraz w sensie merytorycznym przez dotaczanie nowych twier-
dzenn udowodnionych na podstawie aksjomatéw i wezesniej udowodnionych
twierdzeni. Tym samym systemy aksjomatyczne mozna uznaé¢ za najstarsza
forme systemoéw dowodzenia, chociaz niektorzy badacze (np. Corcoran [6])
twierdza, ze stoicy prezentowali swoja logike zdan w postaci systemu de-
dukcji naturalnej. Nie ulega watpliwosci, ze pierwszy dojrzaty system aksjo-
matyczny obejmujacy catosé 6wczesnej matematyki zostal zaprezentowany
w ,Elementach” Euklidesa. Praca ta przez ponad dwa tysiaclecia stanowita
wzOr stosowania systemow aksjomatycznych, inspirujac wielu myslicieli (np.
Kartezjusza (1596-1647)) do przenoszenia tych zasad poza matematyke.

Jednak starozytne rozumienie systemu aksjomatycznego, z punktu wi-
dzenia dzisiejszych wymagari, pozostawiato sporo do zyczenia. Jezeli chodzi
o prezentacje podstawy systemu, to byta ona zazwyczaj podawana w sposob
do$é intuicyjny. Jezeli chodzi o spos6éb rozbudowy systemu, to nie okreslono

"Nazwy sa podzniejsze, tacinskie.
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precyzyjnie ani zasad definiowania ani dostepnego zakresu sposobéw dowo-
dzenia i samej konstrukcji dowodu. Problemy te podjete zostaty dopiero pod
koniec XIX wieku przez niemieckiego matematyka Gottloba Fregego, ,0j-
ca” wspotczesnej logiki matematycznej, a doprecyzowane ostatecznie w tzw.
szkole Dawida Hilberta. Wspotczesnie systemy dowodzenia, w szczegblnosci
aksjomatyczne, prezentuje sie w postaci catkowicie sformalizowanej, tzn. ja-
ko konstrukcje podane w jezyku sztucznym i spelniajace okreslone warunki
poprawnosci. W konstrukeji systemu aksjomatycznego przestano przywiazy-
waé wage do takich tradycyjnie formutowanych postulatow jak ,oczywistosé”
aksjomatow; ktopoty z paradoksami w podstawach matematyki, uzyskanymi
na podstawie — jak sie wydawato — zupelnie oczywistych zatozeri, uczynity
takie wymagania bezuzytecznymi. Bardziej podstawowym wymogiem sta-
ta sie niesprzeczno$é zbioru aksjomatéw, czyli niemoznosé wydedukowania
z nich jakiego$§ zdania i jego zaprzeczenia. Ryzyko takie wigze sie jednak nie
tylko z kwestia doboru aksjomatéw; do sprzecznosci moze tez doprowadzi¢
niefrasobliwy sposob definiowania lub stosowanie niepoprawnych regul wnio-
skowania. Stad we wspolczesnej teorii systemoéw formalnych do tych kwestii
przywiazuje sic bardzo duza wage.

Zasady budowy i stosowania sformalizowanego systemu aksjomatycznego
zilustrujemy na przyktadzie konstrukeji (jednego z wielu mozliwych) syste-
mow aksjomatycznych Klasycznego Rachunku Zdan (KRZ). Ukazuje on na
bardzo prostym przykladzie ogdlne wtasnosci charakterystyczne systemow
aksjomatycznych — ,bogatych” w aksjomaty a ,,ubogich” w reguty. Dwa dal-
sze przyktady teorii aksjomatycznych zostana zaprezentowane w rozdziale
drugim. Rozdzial 1 zostal przygotowany przez Andrzeja Indrzejczaka a roz-
dzial 2 przez Marka Nowaka.
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Rozdzial 1

Dowodzenie w logice klasyczne]

1.1 Klasyczny rachunek zdan

Logika klasyczna czesto jest dzielona na dwie sktadowe: klasyczny rachunek
zdan (KRZ) i klasyczny rachunek kwantyfikatorow (KRK). Prezentacja taka
ma swe uzasadnienie zarowno dydaktyczne jak i merytoryczne. KRZ jest ta-
twiejszy do omdéwnienia a ponadto posiada pewne pozyteczne wlasnosci (np.
rozstrzygalnosé), ktorych KRK nie posiada. KRZ jest systemem prostszym,
gdyz ogranicza sie do analizy takich zwiazkoéw logicznych, ktore zaleza tylko
od wystepowania pewnego typu spojnikow. W zwiazku z tym zaréwno jezyk
KRZ jak i jego semantyka (ktorej tutaj nie omawiamy) sa bardzo proste.
Niezaleznie od swojej prostoty KRZ okazuje si¢ narzedziem wystarczajacym
nawet do realizacji bardzo wymagajacych zadan, a jego struktura jest wy-
starczajaco bogata aby umozliwié¢ prezentacje rozmaitych technik dedukcji.

1.1.1 Jezyk KRZ

Formalny jezyk dowolnej logiki lub pozalogicznej teorii ustalamy przez scha-
rakteryzowanie jego stownika i regut sktadniowych. Jest to czysto syntak-
tyczne ujecie, w ktérym nie odwolujemy sie do zadnego pojecia semantycznej
interpretacji. W obrebie slownika ustala sie jakie wystepuja w nim katego-
rie wyrazen zmiennych i stalych. Zmienne nie majg ustalonego znaczenia
a jedynie ustalony zakres mozliwych podstawieri, np. zmienne nazwowe to
symbole, ktére moga reprezentowa¢ dowolne wyrazenia nazwowe (mozna za
nie podstawia¢ dowolne nazwy). Wyrazenia state to takie, ktérych znaczenie
jest precyzowane na gruncie danego systemu, np. w aksjomatach lub regutach
dowodzenia. State dzielimy na logiczne i pozalogiczne, te ostatnie wystepuja

13
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tylko w jezykach formalnych teorii (aksjomatycznych). Opisu jezyka dokonu-
jemy w metajezyku, ktory jest zazwyczaj mieszanka (pewnej czesci) jezyka
naturalnego i dodatkowych symboli tzw. metazmiennych. W dalszym ciagu
jako symboli metazmiennych bedziemy uzywac liter greckich, a jako symboli
zmiennych liter aciniskich. Odroznienie (sztucznego) jezyka danej logiki czy
teorii, zwanego tez jezykiem przedmiotowym, od metajezyka uzywanego do
jego opisu jest gwarantem unikniecia probleméw takich jak np. paradoks
ktamcy, wynikajacych z samozwrotnosci jezykdéw naturalnych. Uzycie meta-
jezyka, a konkretnie metazmiennych, pozwala tez uzyskaé niezbedny poziom
ogblnosci w omawianiu regut i systeméw dowodzenia, np. stwierdzaé¢ co$
o dowolnym zdaniu, bez wzgledu na jego forme.

Jezyk KRZ jest bardzo prosty. Przyjmujemy w nim tylko jeden nieskon-
czony, przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych ZZ. Beda one reprezento-
wane przez litery p,q,7, s, ...,p1,q1, ---, P2, -... Zmienne tego typu maja za za-
danie reprezentowa¢ dowolne zdania oznajmujace. Jedyne (pierwotne) state
tego jezyka to spojniki oznaczane symbolami: = (negacja), A (koniunkcja),
V (alternatywa), — (implikacja). Pierwszy z nich jest jednoargumentowy,
tzn. taczy sie z jednym zdaniem jako swym argumentem, powstalte w ten
spos6b zdanie nazywamy réwniez negacja. Pozostate sa dwuargumentowe,
tzn. tacza ze soba dwa zdania jako swoje argumenty. Intuicyjnie, negacja
odpowiada wyrazeniu ,nieprawda, ze”, koniunkcja — ,,i”, alternatywa — ,lub”,
a implikacja — ,,jezeli ... to”. Nalezy jednak pamietaé, ze chodzi tu jedynie
o przyblizona charakterystyke; podane zwroty w jezyku polskim sa bowiem
wieloznaczne!, natomiast odpowiednie spojniki jezyka KRZ maja w nim pre-
cyzyjnie okreslone znaczenie. W metajezyku bedziemy uzywaé matych liter
greckich ¢, 1, x, ... na oznaczenie dowolnych zdan (formutl) jezyka KRZ; a
ich zbiory oznaczymy za pomoca wielkich liter I', A Il .... Mozemy teraz
podaé kluczowa definicje zdania albo formuty? w tym jezyku.

Definicja 1.1 (Zbiér formut KRZ) FOR jest najmniejszym zbiorem
spetniajgecym warunki:

1. ZZ C FOR
2. jezeli o € FOR, to ~p € FOR
3. jezeli p,p € FOR, to (p N), (¢ V), (¢ = ¥) € FOR

!Obszerna dyskusje na ten temat znalezé mozna w Indrzejczak [12].
W przypadku KRZ te dwa okreslenia maja takie samo znaczenie; rozréznimy je
w przypadku jezyka rachunku kwantyfikatorow.
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W przypadku implikacji pierwszy (lewy) argument nazywamy poprzed-
nikiem, a drugi nastepnikiem implikacji.

Podana definicja jest standardowa definicja rekurencyjna, co umozliwia
stosowanie w odniesieniu do danego systemu tzw. dowodéw indukcyjnych
przez tzw. indukcje strukturalng lub przy wykorzystaniu miar takich, jak
dlugosé (ilos¢é wszystkich symboli) lub ztozonosé (ilosé stalych logicznych)
formuty.

W definicji uzyliSmy dodatkowo nawiaséw jako srodkéw interpunkeyj-
nych. S one czesto wymieniane w opisie stownika jako dodatkowa kategoria
tzw. symboli pomocniczych. Mozna ich uniknaé stosujac tzw. notacje polska
wprowadzong przez Jana f.ukasiewicza. Aby uproscié¢ zapis zastosujemy kon-
wencje pomijania zbednych nawiaséw, w szczegolnosci zewnetrznych. Aby
jeszcze bardziej zredukowaé ich liczbe stosujemy konwencje odnosnie sity
wiazania spojnikéw, wg. kolejnosci —, A, V, —. Dodatkowo omijaé¢ bedziemy
wewnetrzne nawiasy w przypadku wielokrotnego powtoérzenia operacji tacz-
nych, tj. koniunkcji i alternatywy. Konwencje te pozwalaja formute:

((pV (=g AT)) = ((PA=s) V(g A (sAT))))
zapisaé nastepujaco:
pV—gAT =>DpANsSVgNASsSALT

Celowo ograniczylismy zasob spdjnikéw bedacych pierwotnymi stalymi
jezyka, pozwala to bowiem zredukowaé ilos¢ aksjomatéw. Mozna jednak do-
taczy¢ juz teraz dodatkowe stale za pomoca definicji. Bedziemy uzywaé sym-
boli <», L i T (dwuargumentowy sp6jnik rownowaznosci, state zdaniowe
falsum i verum) jako definicyjnych skrotow:

e (pr)i=((p—=Y)AN ([ —¢)

e L:=(pA-p); T:=-1
W przypadkach uzycia < przyjmujemy, ze sila wiazania tego spoéjni-
ka jest jeszcze stabsza niz pozostalych spojnikow dwuargumentowych, czyli

tam gdzie nawiasy nie wskazuja inaczej traktujemy <> jako gtowny spojnik
wyrazenia.
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