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Przedmowa

Metody ilosciowe odgrywaja istotng role w réznego rodzaju badaniach
ekonomicznych, spotecznych, przyrodniczych czy medycznych. Pozwa-
lajg skutecznie rozwigza¢ wiele probleméw i podejmowac najbardziej
optymalne decyzje, a takze wplywaja na rozwoj réznych dziedzin nauki.

Metody Ilosciowe w Ekonomii, Finansach i Zarzadzaniu to cykl pub-
likacji zawierajacy tresci programowe z matematyki oraz statystyki obo-
wigzujace studentéw kierunkow ekonomicznych, jak réwniez przydatne
osobom prowadzacym prace naukowe i badawcze.

Cykl ten rozpoczyna Matematyka, w ktorej przedstawione sg najwaz-
niejsze pojecia z zakresu analizy matematycznej i algebry, ktére moga by¢
wykorzystywane w badaniach ekonomicznych.

Ksiazka sklada si¢ z o§miu rozdzialéw. W rozdziale pierwszym przed-
stawione s3 zagadnienia wstepne — elementy logiki i teorii mnogosci. Ko-
lejne rozdzialy poswiecone sg funkcjom jednej zmiennej, w szczegolno-
$ci ciggom liczbowym, rachunkowi rézniczkowemu i catkowemu funkcji
jednej zmiennej oraz szeregom liczbowym. W rozdziale széstym i siod-
mym ujeto najwazniejsze zagadnienia dotyczace rachunku macierzowe-
go i metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Ostatni rozdzial
zawiera wiadomosci zwiazane z funkcjami wielu zmiennych, ze szczegdl-
nym uwzglednieniem funkcji dwdch zmiennych.

Oprocz rozwazan teoretycznych ksigzka zawiera przykltady o charak-
terze matematycznym, majace na celu przyblizenie opisywanych proble-
mow i wskazanie metod ich rozwigzania, a takze przyktady prezentujace
zastosowanie ekonomiczne rozwazanych poje¢. W kazdym rozdziale,
oprdcz pierwszego, znajduja sie zadania do samodzielnego rozwigzania
i pytania testowe, do ktérych podane s3 odpowiedzi. Wydaje sig, ze taki
uktad publikacji bedzie pomocny studentom w uczeniu si¢ matematyki
na réznych kierunkach studiéw, o zréznicowanym stopniu zaawansowa-
nia wymagan matematycznych.

Autorka
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ROZDZIAE 1

Zagadnienia wstepne

1.1. Elementy logiki

Podstawowymi pojeciami logiki sa: zdanie, forma zdaniowa, funkcja
zdaniowa i kwantyfikatory.

Zdaniem nazywamy kazde wyrazenie, ktéremu mozna przypisac jedna
z ocen: prawde lub falsz. Prawda i falsz to wartoscilogiczne zdania.

Zdania oznaczamy zwykle matymi literami, np. p, g, zas warto$¢ lo-
giczng zdania - symbolem ,,1”, gdy jest ono prawdziwe oraz symbolem
»07, gdy jest falszywe.

Wsréd zdan wyrdézniamy zdania proste i ztozone. Zdania zfozone skla-
daja sie ze zdan prostych potaczonych funktoramizdaniotwdérczymi (spoj-
nikamizdaniowymi).

Do najczesciej stosowanych funktoréow zdaniotwoérczych naleza:

—  negacja (~),

— alternatywa (v),

—  koniunkcja (n),

—  implikacja (=),

—  réwnowaznosc (<).

Negacja zdania p nazywamy zdanie ,,nieprawda, ze p” i oznaczamy ~p.
Alternatywa nazywamy zdanie ,,p lub g” i oznaczamy p v g, za$ koniunk-
cja - zdanie ,,piq”, ktore oznaczamy p A q. Implikacja nazywamy zdanie
»jezeli p, to q” i zapisujemy p => g, natomiast rownowaznoscia - zdanie
»p wtedy i tylko wtedy, gdy q” i zapisujemy p < q.

1.1. Elementy logiki 11
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Przykladem zdania prostego falszywego (o wartosci logicznej 0)
jest ,liczba s jest niewymierna”, natomiast zdanie proste prawdziwe
(o wartosci logicznej 1) to ,,romb jest trapezem”.

Wartosci logiczne zdan ztozonych, w zaleznosci od wartosci logicz-

nych zdan prostych wchodzacych w sktad rozpatrywanego zdania przed-
stawione sg w tab. 1.

Tablica 1. Wartosci logiczne negacji, alternatywy, koniunkgji, implikacji i rownowaznosci

p q ~p pvq prg p=4q | P=1q
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Zdanie typu ,liczba pierwsza jest podzielna przez 1 i przez samg sie-
bie” jest koniunkcja i jest zdaniem zlozonym prawdziwym.

Zdanie prawdziwe nazywamy tautologia. Do wazniejszych tautologii
nalezg zdania:
) po~(~p) (prawo podwojnego przeczenia),
2) ~(prq)e(~pv~q (prawo de Morgana),
3) ~(pvq)ekpar~9q (prawo de Morgana),
49 (p=q9<=Cq=>~p) (prawo transpozycji),
5) (p=>q9<(~pvy (prawo implikaciji),
6) [(p=q9Arpl=q (regufa odrywania),
7 ~p=>9<[pr(~q), (zaprzeczenie implikacji),
8) (pegelp=9)r@=pl

Przyklady innych tautologii mozna znalez¢ m.in. w podreczniku:
Abtowa, Piasecki, Rézanski, Switalski (2000).

Sprawdzenie prawdziwos$ci zdan zwigzane jest z rozwazeniem wszyst-
kich mozliwych wariantéw wartosci logicznych zdan pigq.

Przyktad 1.1.

Prawdziwo$¢ praw de Morgana jest uzasadniona nastgpujaco:

12 Zagadnienia wstepne
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~(prq) e (~pv~9q)

p q | prq | ~prq) | ~p | ~q | ~pv~q |~(pArq)=(~pv~q)
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1
~pvg)=pa~q)
p q | pvq |~vag| ~p ~q |~pr~q|~@pvaeS(~pr~q)
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1

Ostatnie kolumny w tablicach $wiadcza o prawdziwosci rozwazanych
zdan bez wzgledu na wartosci logiczne zdan p i g, zatem sa tautologiami.

Wyrazenie, ktéremu nie mozna przypisa¢ wartosci logicznej nazywa-
my forma zdaniowa.

Formga zdaniowq jest funkcja zdaniowa, czyli wyrazenie zawierajace
zmienne. Funkcja zdaniowa staje si¢ zdaniem, jesli za zmienne podstawi-
my konkretne wielkosci z jej zakresu zmiennosci (dziedziny).

Przyktad 1.2.

Wyrazenie x2 - 1 = 3, gdzie x € R, jest funkcja zdaniowg, ktorej dziedzing
jest zbior liczb rzeczywistych R. Dla x € {-2, 2} ma ono warto$¢ logiczna 1,
adlax ¢ {-2,2} - warto$¢ logiczna 0.

Przyktad 1.3.

Wyrazenie x2 - 1 = 3, gdzie x € N, jest funkcjg zdaniowg, ktérej dziedzing
jest zbior liczb naturalnych N. Dla x = 2 ma ono warto$¢ logiczng 1, a dla
x € N\ {2} - wartos¢ logiczng 0.

1.1. Elementy logiki 13

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_0ynv_ebook

W zapisie funkcji zdaniowych wykorzystuje si¢ symbole zwane kwan-
tyfikatorami. Wyr6zniamy:
—  kwantyfikator ogdlny (duzy): V - ,dla kazdego...,
—  kwantyfikator szczegélowy (maly): 3 - ,istnieje...”
Kwantyfikatory umozliwiajg skrécenie zapisu funkcji zdaniowych.
Na przyktad funkcj¢ zdaniows ,liczba naturalna n jest liczbg parzystg”
mozna zapisa¢ za pomocg kwantyfikatoréw w postaci: kEI n=2k.

eN
Kwantyfikatory znajduja zastosowanie w zapisach definicji i twier-
dzen matematycznych.
Rachunek kwantyfikatorow charakteryzuje si¢ nastepujacymi wtas-

D ~(2,0(0) @ () (ravodeMorgana)
D ~( ¥ p(x)) & 3(~p(x))  (prawode Morgana)
3 3le()vax))e 3 p(x)v alx),

9 3 (p(x)rg(x))= 3 p(x)a 3 a(x),

5 Sl e~ Val)

o () v(nal) =, (p(x)va(x),
Y p(x):q(x))j(xyxp(x 3§Xq(x))’

gdzie p i g sa funkcjami zdaniowymi zmiennej x o zakresie zmienno$ci
X#O.

1.2. Elementy teorii mnogosci

Teoria mnogosci jest dzialem matematyki zajmujacym sie badaniem
wlasnosci zbioréw.

14 Zagadnienia wstepne
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ZDbior jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowanym. Zbiory oznacza-
my duzymi literami (np. A, B, C, ...), za$ elementy nalezace do zbioréow
- malymi literami: a, b, ...

Zbiory przedstawiamy, wypisujac ich elementy, np. {2, 4, 6, 8}
albo podajac funkcje zdaniowa, ktéra muszg spetniac ich elementy,
np. {x € R:x2-1<0}.

Pewnym zbiorom przypisane sg standardowe oznaczenia:

N - zbiér liczb naturalnych, czyli zbiér {0, 1, 2, ...},

N7 - zbiér liczb naturalnych dodatnich, czyli zbior {1, 2, ...},

C - zbidr liczb catkowitych,

W - zbiér liczb wymiernych,

NW - zbiér liczb niewymiernych,

R - zbidr liczb rzeczywistych,

R" - zbiér liczb rzeczywistych dodatnich,

R™ - zbidr liczb rzeczywistych ujemnych.

Okreslenie zbior liczb naturalnych dotyczy¢ moze zbioru {1, 2, ...}
(por. Piszczata, 2000).

Liczbe elementéw zbioru A nazywamy liczebnoscia lub licznoscia
zbioru i oznaczamy n(A).

Zbiory o tej samej liczebno$ci nazywamy réwnolicznymi lub zbiora-
mi o tej samej mocy.

Zbiory skonczone (o skoniczonej liczbie elementéw) lub réwnoliczne ze
zbiorem liczb naturalnych (nieskonczone, ktérych elementy da si¢ upo-
rzadkowac¢) nazywamy przeliczalnymi. Zbiory niebedace przeliczalny-
mi nazywane s3 nieprzeliczalnymi. Zbiorami nieprzeliczalnymi sa m.in.
zbidr liczb rzeczywistych, zbior liczb niewymiernych.

Zbior liczbowy moze by¢ ograniczony lub nieograniczony.

Zbiorami ograniczonymi sg przedzialy liczbowe postaci:
(@a,b)={xeRa<x<bl{aby={xe Ria<x<b},(a,by={x € Ria<x< b},
(a, b) = {x € R: a < x < b}, zadprzedzialy (a, ©) = {x € R: x > a},
@ o) ={xeRix>a}l,(-0,b)={x e Rix< b}, (-0, b)={x € R:x< b} s3
zbiorami nieograniczonymi (a, b to ustalone liczby rzeczywiste).

Dla ograniczonego zbioru liczbowego A okreslamy kres dolny i kres
gbrny zbioru.

Kresem dolnym (infimum) ograniczonego zbioru A nazywamy naj-
wiekszg liczbe ograniczajaca ten zbidr z dotu i oznaczamy infA.

1.2. Elementy teorii mnogosci 15
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