Joanna Ger

Kurs matematyki
dla chemikéw

Wydawnictwo Uniwersytetu Slaskiego P55 | Katowice 2012




Kurs matematyki
dla chemikow

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

PODRECZNIKI
I SKRYPTY

“Chey

UNIWERSYTETU
SI.ASKIEGO
W KATOWICACH

nr 136

Kup ksigzke



http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Joanna Ger

Kurs matematyki
dla chemikow

Wydanie pigte poprawione

2 /{.‘?ls"eéu
Wydawnictwo Uniwersytetu Slaskiego |728¢ | Katowice 2012

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Redaktor serii: Matematyka
Tomawsz Dlotko

Recenzenci I wydania
Jozef Banas
Stanistaw Stoinski

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Spis tresci

Przedmowa . . . . . . . . . ..o

1. Elementy logiki matematycznej i teorii mnogosci . . . . . .

1.1. Elementy rachunku zdadi . . . ... ... ... ......
1.2. Elementy rachunku kwantyfikatorowego . . . . . . . . ..
1.3. Rachunek zbioréw . . . ... ... ... ... ... ...
1.4. Odwzorowania . . . .. ... .. ... .. ........
1.5. Zadania . . .. .. ... .. ...
2. Liczby rzeczywiste i zespolone. Funkcje elementarne . . . .
2.1. Witasnosci zbioru liczb rzeczywistych . . . . . .. .. ..
2.2. Funkcje monotoniczne i wypukte . . . .. ... ... ..
2.3. Funkcje elementarne . . . . . ... ... ... ......
24. Liczby zespolone . . . . ... ... ... .........
25. Zadania . . .. ...
3. Elementy algebry liniowej . . . ... ... ..........
3.1. Macierze . . ... ... .. ...
32. Wyznaczniki . ... ... ... ... . ... .. ...
33. Wzory Cramera . . . . . . ... ... .. ... ......
3.4. Uklady linfiowe . . . ... .. ... ... ... ......
3.5. Przestrzenie liniowe . . . . . . .. ...
3.6. Baza i wymiar przestrzeni liniowej . . .. ... ... ..
3.7. Rachunek wektorowy w R™ . . . . ... ... ......
3.8. Odwzorowania liniowe . . . ... ... ... .......
3.9. Grupa przeksztalcen liniowych na ptaszczyznie . . . . . .

3.10. Zadania . . . . . . . ...

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

6

Spis tresci

4. Ciagiiszeregi . .. .. ... ... .. ... .. ... ... 113
4.1. Ciagi liczbowe i ich wlasnoSci . . . . . . ... ... ... 113
4.2. Granica ciagu rzeczywistego i jej whlasnosci . . . . . . . . 116
4.3. Granice niewlaSciwe . . . . ... .. ..o 132
4.4. Zbiezno§¢ w przestrzeniach R* (ke N) . . . ... .. .. 135
4.5. Szeregi liczbowe . . ... ... ... ... .. .. 136
4.6. Kryteria zbieznoSci szeregéw . . . . . . .. . ... ... 140
4.7. Szeregi potegowe . . . . . . ... 148
48. Zadania . . . .. .. ..o 151

S. Granica i ciaglo$¢ odwzorowan . . . . . .. ... ... .... 153
5.1. Pewne szczegblne podzbiory R" . . . . . .. ... .. .. 153
5.2. Granica odwzorowania . . . . . ... ... ... .. ... 158
5.3. Wiasno$ci granic funkcji . . . . . .. ..o 161
5.4. Ciaglo$¢ odwzorowan . . . . . . ... ... ... ..... 165
5.5. WtlasnoSci odwzorowan ciagtych w zbiorach zwartych . . 169
5.6. Dalsze wlasnosci funkcji ciggtych . . . . . ... ... .. 171
5.7. Granice pewnych szczegdlnych funkcji . . . . . ... .. 179
5.8. Ciaglo$¢ funkcji elementarnych . . . . . ... ... ... 184
5.9. Zadania . . . ... ... 188

6. Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej . . . . . . . 191
6.1. lIloraz réznicowy i pochodna . . . . . . . ... ... ... 191
6.2. Interpretacja pochodnej . . . . . . ... ... ... .... 194
6.3. Pochodne funkcji elementarnych . . . . . ... ... ... 195
6.4. Drzialania na pochodnych . . . . . ... ... ... .... 197
6.5. Pochodna funkcji odwrotnej . . . . ... ... ... ... 199
6.6. Pochodna funkcji ztozonej . . . . . ... ... ... ... 201
6.7. Rozniczka funkcji . . . . . .. ... L oL 203
6.8. Pochodne wyzszych rzedow . . . . .. ... ... .... 204
6.9. Twierdzenia o wartoSci §redniej . . . . . ... ... ... 205
6.10. Wnioski z twierdzeri o wartosci §redniej . . . . . .. .. 209
6.11. Ekstrema funkcji . . . .. ... ... ... ... 216
6.12. Wypuktos¢ i punkty przegiecia funkcji . . . . . . . . .. 219
6.13. Asymptoty . . . . . . ... 220

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Spis tresci

6.14. Wyrazenia nieoznaczone i reguta de ’'Hospitala . . . . .
6.15. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji . . . . . . ... ..
6.16. Szereg Taylora . . . . . .. ... ... ... .......
6.17. Caltka nieoznaczona . . . . . . . . . .. ... ... ....
6.18. Zadania . . . .. ... ..

7. Calka oznaczona na prostej. . . . . . . . .. ... ... ...
7.1. Definicje. . . . . . . ...
7.2. Catkowalnos$¢ pewnych klas funkcji . . . . ... ... ..
7.3. WilasnoScicatki . . . . . ... ... ...
7.4. Interpretacja geometryczna catki . . . . . . .. ... ...
7.5. Funkcja gérnej granicy catkowania . . . . ... ... ..
7.6. Twierdzenia o wartoSci Sredniej . . . . .. ... ... ..
7.7. Calki niewlasciwe . . . . . .. ... oL
7.8. Krzywe w R™ . . . . . . ... .. ...
7.9. Zadania . . .. ... ..o

8. Rachunek rézniczkowy w przestrzeniach R* . = . = . = . . .
8.1. Definicja rézniczki . . . . ... .. ... ... ...
8.2. Pochodne czastkowe . . . . ... ... ... ... .. ..
8.3. Formalne prawa rézniczkowania . . . . . . ... ... ..
8.4. Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw i wzor Taylora . .
8.5. Ekstrema funkcji wielu zmiennych . . . . . .. ... ...
8.6. Funkcje uwiktane . . . . . . ... ... ... ... ....
8.7. Ekstrema warunkowe . . . . . . . ... ... ... . ...

8.8. Zadania . . . . .. . . ...

9. Calka oznaczona Riemanna w przestrzeni R". . . . . . . . .
9.1. Definicja n-wymiarowej catki Riemanna . . .. ... ..
9.2. WiasnoScicatki . . . ... ... ... ... ... ...
9.3. Calki iterowane i ich zwigzek z catkg w R" . . . . . . ..
9.4. Catki w obszarach normalnych w R? . . ... ... ...
9.5. Powierzchniew R® . . . . ... ... ... ........
9.6. Calki w obszarach normalnych w R® . . . .. ... ...
9.7. Zastosowanie do zagadnien fizyki . . ... ... ... ..

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Spis tresci

9.8. Zadania . . . .. ... ... 359
10. Catka krzywoliniowa . . . . .. ... ... ... ....... 361
10.1. Orientacja krzywej . . . . . .. .. .. ... ... .... 361
10.2. Cafka niezorientowana . . . . . . .. ... ... ..... 365
10.3. Catka krzywoliniowa zorientowana . . . ... . ... .. 368
10.4. Twierdzenie Greena . . . . . . . . . . .. .. ... .... 373
10.5. Niezalezno$¢ catki od drogi catkowania . . . . . . .. .. 377
10.6. Interpretacja wektorowa . . . . .. ... ... ... ... 380
10.7. Zadania . . . . . . ... oL 384
11. Catka powierzchniowa . . . . . . . . . ... ... ... .... 387
11.1. Calka powierzchniowa niezorientowana . . . . . . . . .. 387
11.2. Catka powierzchniowa zorientowana . . . . . . . . .. .. 391
11.3. Zadania . . . . ... ... ... ... ... ... 397
12. Elementy teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych . . . . . 399
12.1. Uwagi wstepne . . . . . . . .. ... .. 399

12.2. Pojecie réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu pierw-
SZEZO v v v e e e e e e e e e e e e e e 401

12.3. Problem Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego rzedu
PIErWSZE€go . . . . .. ... 403
12.4. Pewne szczeg6lne typy réwnan rézniczkowych . . . . . . 410
12.5. Ukfady réwnati liniowych rzedu pierwszego . . . . . .. 422
12.6. Rownania liniowe n-tego rzedu o stalych wspotczynnikach 430
12.7. Zadania . . . . . ... ... 441
Literatura . . . .. . . . . . . ... L 442
SKorowidz . . . .. . . . .. 443

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Przedmowa

Program studiow uniwersyteckich na kierunku chemii przewiduje w ra-
mach pierwszego roku wyktad podstawowych poje¢ matematycznych. Wy-
ktad ten ma byé uzyteczny réwniez w dalszym ksztalceniu chemikéw,
dlatego poruszane zagadnienia muszg obejmowac takie dziedziny mate-
matyki, jak: rachunek rézniczkowy i catkowy, réwnania rézniczkowe, al-
gebra liniowa i og6lna. Wszelako ograniczona liczba godzin wyktadu nie
pozwala na tak glebokie potraktowanie poruszanych tematéw, jak tego
pragnatby wyktadowca — matematyk.

Przez wiele lat wyktadaltam matematyke na pierwszym roku chemii
w Uniwersytecie Slaskim, starajac sie zwalcza¢ pokuse ,,przematematy-
zowania” z jednej strony, oraz pokus¢ zamiany wyktadu w spis formutek
i twierdzeni z drugiej.

Doswiadczenie to, a takze Scisty kontakt z pracownikami Instytutu
Chemii i studentami podsunely pomyst napisania skryptu, ktéry zawieratby
wiedz¢ matematyczng niezbedng do studiowania chemii uniwersyteckie;j.
Skrypt z zatozenia ma stuzy¢ stuchaczom wyktadu.

Rezygnujac z najbardziej ogélnego przedstawienia materiatu, nie re-
zygnuje ze ScistoSci rozumowania. Wszystkie dowody zatem sa szcze-
gbtowe, chociaz cze$¢ twierdzen jest wypowiedziana mniej ogdlnie niz
mozna by to uczynié, biorac pod uwage obecna wiedz¢ matematyczng.
Niektore trudniejsze dowody zostaty wszakze pomini¢te lub przeprowa-
dzone w szczegblnych przypadkach.

Poniewaz skrypt ma z zalozenia charakter podrecznika zawierajace-
go wszystkie potrzebne wiadomoSci, pierwsze rozdziaty poSwiecone sa
wprowadzeniu poje¢ podstawowych. Znajdziemy tu elementy logiki oraz
definicje wielu pogc¢. W rozdziale II zdefiniowane sg funkcje elementarne.
WiadomoSci z algebry liniowej zamieszczono w rozdziale III. Pozostate

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

10 Przedmowa

rozdzialy obejmujg teori¢ rachunku rézniczkowego i catkowego, najpierw
na prostej, a potem w przestrzeniach euklidesowych. W ostatnim rozdziale
omawiam réwnania rézniczkowe, uwzgledniajgc tak wazne dla chemikéw
rownanie Schrodingera.

Wyktadowi matematyki towarzysza ¢wiczenia, w obrebie ktorych sa
rozwigzywane zadania ilustrujace ,teori¢”. Nie rezygnuje jednak z za-
mieszczenia po kazdym rozdziale zadan, ktére Czytelnik powinien roz-
wigza¢ bez klopotu po zapoznaniu si¢ z treScig danego rozdzialu. Aby mu
ulatwi¢ zrozumienie tej tresci, zamieszczam liczne przykiady pokazujace,
jak rozwiazaé typowe problemy z uzyciem wylozonych twierdzen.

Na konicu skryptu zamieScitam literature, z ktorej korzystatam, piszac
ten skrypt.

Jeszcze raz podkreslam, ze skrypt odpowiada trescig i objetoScia wy-
ktadowi prowadzonemu w Uniwersytecie Slaskim. W szczegélnosci, ze
wzgledu na znaczng redukcje godzin tego wyktadu w ostatnich latach (90
godz. zamiast 120 godz.), nie moze on juz obejmowacé tak waznego dziatu,
jakim jest rachunek prawdopodobieristwa.

Pokonanie rozmaitych trudnoSci, jakie niejednokrotnie pojawialy si¢
w trakcie przygotowywania tego skryptu, zawdzigczam mojemu mezowi
Romanowi, ktéry wnikliwie czytal kazdy kolejny rozdziat. Jego liczne
uwagi dotyczace zaréwno uktadu przedstawianych tresci, jak i ich mery-
torycznego i redakcyjnego ujecia, powaznie wplynely na ksztalt skryptu.
Pragn¢ mu podzickowa¢ za to bardzo serdecznie. Mifo mi takze ztozyc
wyrazy podzigkowania panu Maciejowi Sablikowi za wiele cennych uwag
i spostrzezen, ktore wykorzystatam, przygotowujac ten skrypt. Last but
not least — dziekuje pani Aleksandrze Hankus za wykonanie sktadu kom-
puterowego tekstu, panu Adamowi Stolarzewiczowi za komputerowe za-
projektowanie rysunkéw oraz panu Adamowi Kolany za przetlumaczenie
ich na jezyk postscript-u.

Joanna Ger
Katowice, 15 kwietnia 2003 roku
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Aksjomat ciagtosci, 28
alternatywa, 11, 12
asymptota
pionowa, 221
uko$na, 220

Calka

bezwzglednie zbiezna, 275

dolna, 247, 327
gorna, 247, 327
iterowana, 333

krzywoliniowa niezorientowana, 366
krzywoliniowa zorientowana, 369

nieoznaczona, 232
niewtasciwa, 271

odwzorowania, 400

powierzchniowa niezorientowana, 387
powierzchniowa zorientowana, 391
Riemanna, 247, 327

warunkowo zbiezna, 275

zbiezna, 275
cecha, 32
cigg
granica, 116
malejacy, 120

monotoniczny, 114, 120

rosnacy, 113

rozbiezny do nieskoriczonosci, 132

wektorow, 135
ciato, 86
cyrkulacja pola, 384

Ekstremum
absolutne, 172
lokalne, 172
warunkowe, 317

Funkcja
catkowalna, 233, 234
Dirichleta, 32
gbrnej granicy catkowania, 263
klasy C", 204
malejaca, 31
monotoniczna, 30
niemalejaca, 30
nieparzysta, 31
nierosnaca, 30
okresowa, 31
parzysta, 31
pierwotna, 231
rézniczkowalna w przedziale, 193
rézniczkowalna w punkcie, 192
rosnaca, 30
stabo malejaca, 30
stabo rosngca, 30
silnie malejaca, 30
silnie rosngca, 30
warto$¢ Srednia, 205
wymierna, 34
zdaniowa, 12, 14

funkcje elementarne, 34
ciagtos¢, 168
cyklometryczne, 34
homografie, 34
logarytmiczne, 36
potegowe, 34
trygonometryczne, 44
wielomiany, 34
wyktadnicze, 36
wymierne, 34

Gradient, 292

grupa, 84
przemienna, 85
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Iloczyn
kartezjariski, 19
skalarny, 96
zbioréw, 15
iloraz réznicowy, 191
implikacja, 11

Jednokladnosé, 108

Koniunkcja, 11
kryterium
Cauchy’ego, 142
d’Alemberta, 144
poréwnawcze, 140, 142
krzywa, 278
parametryzacja, 278
regularna, 279
kula, 98
kwantyfikator
duzy, 14
maty, 14

Liczba zespolona, 51
argument, 56
postaé trygonometryczna, 56
sprze¢zona, 52
warto$¢ bezwzgledna, 55

Macierz, 61
diagonalna, 67
iloczyn, 62
jednostkowa, 65
kwadratowa, 61
minor, 66
nieosobliwa, 71
odwrotna, 71
rzad, 79
stopieni, 61
suma, 62
transponowana, 65
uzupetniona, 80
wyznacznik, 65

maksimum
absolutne, 172
lokalne, 172

minimum
absolutne, 172

lokalne, 172

Negacja, 12
nieréwno$¢ Schwarza, 95, 260

Obrét, 109

obszar normalny, 340

odwzorowanie, 17
cigglos¢, 165
granica, 159
jednostajna ciaglos¢, 167
liniowe, 99
odwracalne, 18
odwrotne, 20
rézniczka, 203
réznowartosciowe, 18
superpozycija, 18
wartoSci wlasne, 105
wykres, 20

orientacja, 361
krzywej, 362
plata, 391

otoczenie, 153

Para uporzadkowana, 19
plaszczyzna styczna, 348
ptat powierzchniowy, 347
pewnik Archimedesa, 29
pochodna
czastkowa, 289
funkcji, 191
kierunkowa, 289
lewostronna, 193
mieszana, 301
odwzorowania, 291
prawostronna, 193
pole wektorowe, 380
potencjat pola, 380
problem Cauchy’ego, 402
prosta styczna, 194
przedziat
domkniety, 26
otwarty, 26
przestrzen
euklidesowa, 97
liniowa, 87

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_1p0h_ebook

Skorowidz 445

punkt Lagrange’a, 206
przegiecia, 219 o catkowalnosci funkcji ciagtych, 249
o calkowaniu przez czesci, 267
Reguta de ’Hospitala, 221 o calkowaniu przez podstawienie, 267
réznica zbioréw, 15 o funkcji uwiktanej, 312, 316
rézniczka, 203 o istnieniu i jednoznacznosci, 403
rOwnanie charakterystyczne, 105 o lokalnej odwracalno$ci odwzorowar,
rownanie rézniczkowe 298
Bernoulliego, 420 o trzech ciagach, 127
liniowe o statych wspétczynnikach, 431 o wartoSci §redniej, 269
liniowe rzgdu pierwszego, 414 0 zmianie zmiennych, 268, 344
o zmiennych rozdzielonych, 410 Rolle’a, 205
zwyczajne, 401 Stokesa, 396
reszta
Cauchy’ego, 216 Uktad
Lagrange’a, 216 Cramera, 74
rotacja pola, 380 jednorodny, 78
sprzgzony, 81
Sasiedztwo, 154 ulamek prosty, 238
Schrédingera réwnanie, 436
suma Warunek tréjkata, 94
dolna, 246 wlasnos¢é Darboux, 175
gbrna, 246 wektory
zbioréw, 15 dtugosc, 94
symbol Newtona, 25 liniowo niezalezne, 88
szereg liniowo zalezne, 89
geometryczny, 139 prostopadte, 97
harmoniczny, 138 rownolegte, 97
liczbowy, 136 wlasne, 104
Maclaurina, 227 wielomian charakterystyczny, 105
potegowy, 148 wyrazenie nieoznaczone, 221
promieni zbieznos$ci, 149 wzOr
przedziat zbieznosci, 150 Cramera, 76
przemienny, 147 de Moivre’a, 57
suma, 136 Maclaurina, 216
Taylora, 227 Newtona—Leibniza, 265
zbiezny, 136 Taylora, 216
Twierdzenie Zaprzeczenie, 12
Bolzano—Weierstrassa, 121 zbidr
Cauchy’ego, 145, 206 brzeg, 156
Cauchy’ego—Hadamarda, 149 domknigcie, 156
Cramera, 75 domkniety, 155
Gaussa—Ostrogradskiego, 394 dopelnienie, 15
Greena, 373 kres dolny, 28
Kroneckera—Capelliego, 81 kres gérny, 28
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nieprzeliczalny, 19
nieskoniczony, 16
ograniczony, 27, 157
ograniczony z dotu, 27
ograniczony z gory, 27
otwarty, 154

podzbidr, 15
przeliczalny, 19

punkt izolowany, 157
punkt skupienia, 156
skoriczony, 16
wnetrze, 154

zwarty, 158

zbiory
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