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Wstep

Niniejsza praca poswiecona jest teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla z aksjoma-
tem wyboru, nazywanej w skrocie teorig ZFC (Z, F — pierwsze litery nazwisk jej
tworcow, C — pierwsza litera wyrazu choice, aziom of choice — aksjomat wyboru).
Jest to teoria pierwszego rzedu, a wiec klasa zdan ustalonego jezyka pierwszego
rzedu zamknieta na relacje wynikania. Zazwyczaj teoria pierwszego rzedu majaca
zastosowanie gdzie§ poza teorig modeli podawana jest w postaci aksjomatycznej,
tzn. traktowana jako klasa wszystkich zdan ustalonego jezyka wynikajacych z usta-
lonego zbioru zdan zwanych aksjomatami tej teorii. Wtasnie w takiej postaci teoria
ZFC jest tu prezentowana.

Praca stanowi istotne rozszerzenie czesci rozdzialu 2 z [11]. Przeznaczona jest
dla humanistéw niebedacych matematykami (np. filozoféw wykorzystujacych teorie
mnogosci), ma wiec charakter elementarny. Niemniej zaktadamy znajomosé apara-
tury pojeciowej logiki kwantyfikatoréw z identycznoscia (logiki pierwszego rzedu),
w szczeg6lnosci znajomosé jezyka tej logiki oraz metod dowodzenia zdan tego je-
zyka (zob. np. [3], [5], [16], [18], [19]). Bibliografia zostala ograniczona do pozycji
Hklasycznych”.

Panom profesorom Andrzejowi Indrzejczakowi i Piotrowi Lukowskiemu oraz
Recenzentowi tekstu, profesorowi Andrzejowi Pietruszczakowi, serdecznie dzieku-
je za cenne uwagi, istotnie ulepszajace pierwotny tekst. Wyrazy podziekowania
sktadam réwniez pani mgr Beacie Prominskiej za trud wtozony w redakcyjne opra-
cowanie tekstu do druku.

§1. Wprowadzenie do zagadnieni teorii mnogosci

Jezyk teorii mnogosci wyposazony jest w jedyny pierwotny predykat 2-argu-
mentowy € (naturalnie poza predykatem identycznosci: =, traktowanym jako stata
logiczna) i nie zawiera zadnych pierwotnych stalych indywidualnych ani pierwot-
nych symboli funkcyjnych. Predykat ,,€” czytamy: ,nalezy do” lub ,,jest elementem”
(uzywamy zapisu: x € y jako rownoznacznego z negacja formuly atomowej: = € y).

Teoria ZFC moze by¢ wiec traktowana jako jedna z teorii ustalajacych i precy-
zujacych znaczenie terminu: ,jest elementem mnogosci (zbioru)” czy tez ,jest cze-
$cig mnogosci”. Historycznie pierwsza z takich teorii formalnych jest tzw. naiwna
teoria mnogosci, sformulowana nieaksjomatycznie w drugiej potowie XIX stulecia
przez Georga Cantora. Miala ona fundamentalny mankament — byla sprzeczna.
Sformultowanie teorii niesprzecznej, lecz zachowujacej podstawowe intuicje znacze-
niowe Cantora stalo sie celem badan na poczatku XX w. Jednym z owocoéw tych

7
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8 Wstep

badan jest wtasnie teoria ZFC. Aby przyblizy¢ owe intuicje Cantora, rozwazmy
przez chwile tzw. aksjomatyczna teorie naiwna. Okreslaja ja nastepujace aksjo-
maty:

(Az =) VaVy(Vz(z ez & 2z €y) =z =y),
(AzCan) IyVz(z € y & ¢(x)),

gdzie ¢(x) jest formula jezyka teorii, w ktorej x jest przynajmniej jedng zmienna
wolna oraz w ktorej y nie jest zmienna wolna.

(Ax =) zwany jest aksjomatem identycznosci lub ekstensjonalnosci. (AzCan)
zwany jest aksjomatem lub pewnikiem Cantora. Nie jest to wlasciwie aksjomat (for-
muta jezyka), lecz schemat aksjomatu: w zaleznosci od konkretnej postaci formuty
¢(x) uzyskujemy z (AzCan) konkretny aksjomat teorii.

Oba aksjomaty maja na celu formalnie ujmowaé¢ nastepujaca intuicje: dla do-
wolnie pomys$lanej wlasnosci istnieje zbior (mnogoséc) tych i tylko tych obiektow,
ktoérym ta wlasnodé przystuguje. Owa wtasnoéé reprezentowana jest formalnie for-
mutla ¢(x) w (AzCan). Whasnie (AxzCan) stwierdza istnienie zbioru y tych i tylko
tych obiektow x, ktorym ,wlasnos¢” ¢(x) przystuguje. Jednakze samo wyrazenie
(AzCan) nie wystarcza dla oddania owej intuicji. Niejawnie bowiem jest w niej
mowa o dokladnie jednym zbiorze tych i tylko tych obiektéw, ktérym dana wla-
snos¢ przystuguje. Tymczasem (AxCan) nie gwarantuje wcale istnienia dokladnie
jednego zbioru y zlozonego z obiektéw x, dla ktoérych prawda jest, ze ¢(x). Przy-
ktadowo rozwazmy ¢(z) postaci

Vz(x # 2 =z € 2),

odpowiadajaca wlasnosci: jest cuzeScia czegokolwiek r6znego od siebie.
Wowczas z (AzCan) otrzymujemy zdanie:

IWVa(z € y & Vz(z # 2 = x € 2)).

Zinterpretujmy je w strukturze relacyjnej ({a,b,c}, €), gdzie a,b, ¢ sa réznymi
od siebie obiektami oraz relacja € (nie odr6zniana tu symbolicznie od predykatu
€) jest taka, ze ¢ € a i ¢ € b. Wowcezas tatwo sprawdzié, ze prawdziwe sa formuty:

Ve(r € a & Vz(z # 2z = x € z)) oraz
Ve(r €ebo V(s #2=x € 2))

(nie odrozniamy tu obiektow a, b od stalych indywidualnych bedacych ich nazwami
w tej interpretacji), tzn. istnieja dwa rozne ,zbiory” y dla ktérych prawda jest

Ve(x ey o Ve(x # 2= x € 2)).
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§1. Wprowadzenie do zagadnieri teorii mnogosci 9

Dodanie aksjomatu (Axz =) powoduje, ze 6w zbior y, ktorego istnienie stwierdza
(AzCan) jest doktadnie jeden. (Ax =) stwierdza utozsamienie zbioréw majacych
te same elementy. W podanej tu przyktadowo interpretacji oczywiscie (Azx =) jest
falszywy, bowiem obiekty a,b maja jedyny element ¢ (jeden i ten sam), nie s za$
identyczne.

Bardziej ogolnie, zalézmy, ze w obecnosci (Ax =), dla ustalonej (kon-
kretnej) formuly ¢(z) prawdziwe sa dwie formuly uzyskane z (AzCan):

(1) Va(z € a < ¢(x)) oraz
(2) Vz(z € bs ¢(x)).
Wowezas mamy:

(3) Vz(x €a< x €d).

Wezmy bowiem dowolny x i w celu pokazania réwnowaznosci: x € a < x € b,
zalozmy, ze x € a. Wowezas z (1) mamy: ¢(z), zatem z (2): x € b. Tym samym
mamy implikacje: x € a = x € b. Dowo6d implikacji odwrotnej: x € b = x € a, jest
analogiczny.

(3) w potaczeniu z (Ax =) w postaci: Ve(z € a & z € b) = a = b, prowadzi do:
a = b. Zatem zbior, ktorego istnienie stwierdza (AzCan) (dla ustalonej ¢(z)) jest
doktadnie jeden.

Niestety, jak wiadomo, intuicja, ktorej formalnym ujeciem sy aksjomaty
(Az =), (AzCan) okazuje sie naiwna, poniewaz jest nieuzasadniona, by nie rzec
falszywa. Teoria oparta na tych aksjomatach jest bowiem sprzeczna (tzn. jest zbio-
rem wszystkich zdan swojego jezyka). Rozwazmy mianowicie formule ¢(z) postaci:
x ¢ x, uzyskujac z (AzCan) aksjomat:

INVr(r cy e x dx).

Oznaczmy 6w jedyny zbior, ktérego istnienie ta formuta stwierdza symbolem
,»@". Wowczas

Va(z € a & x & x), a stad
a€a<sadga.

Zdanie to, bedace przeciez postaci A < —A, w zadnej interpretacji nie jest prawdzi-
we. Sprzeczno$¢ ta nosi nazwe antynomii Russella, przyczynita sie ona do rozwoju
badan teoriomnogosciowych owocujacych innymi niz naiwna teoriami mnogosci.
Teoria ZFC nie posiada przedstawionego mankamentu teorii naiwnej. Oparta
jest ona na innym zestawie aksjomatow (zachowany jest aksjomat identycznosci),
jednakze formuty postaci (AxzCan) sa w niej obecne, choé nie dla wszystkich formut
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¢(x). Z powodu obecnosci (Az =) w ZFC, zbior y, ktorego istnienie stwierdza
w teorii ZFC formula JyVz(z € y < &(z)), jest jedyny. W ogdlnosci, jest on
oznaczany w znany sposob, jako: {z : ¢(x)} (zbior wszystkich takich z, ze ¢(x)).

Zatem w teorii ZFC réwniez stwierdza sie istnienie zbioréw, ktorych elementami
sa te 1 tylko te zbiory, ktérym przystuguje ,wlasnos¢” ¢(z). Jednakze nie dla kazdej
,wlasnosci” taki zbiér istnieje. Przyktadowo, mozna wykaza¢ w ZFC, ze, zgodnie
z krytyka Russella teorii naiwnej, nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw nie bedacych
swoimi elementami (¢(z) postaci : ¢ x), co (w obecnosci aksjomatu regularno-
§ci) jest rownowazne nieistnieniu zbioru wszystkich zbioréw; innym przyktadem
jest nieistnienie zbioru wszystkich liczb porzadkowych (¢(z) postaci: x jest liczbg
porzadkowa).
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Rozdzial 1. Aksjomatyka ZFC i podstawowe pojecia
teoriomnogosciowe

§1. Aksjomaty teorii mnogosci

W literaturze przedmiotu spotyka sie rozne zestawy aksjomatow teorii ZFC
(por. np. [4], [6], [7], [10], [12], [14], [17], [20], [21]). Wybieramy zestaw oS$miu
aksjomatow z encyklopedycznej wersji teorii ZFC [20]. Aksjomaty sa formutami,
w ktorych poza stalymi logicznymi, tzn. spdjnikami —, A, V, =, <, kwantyfikatora-
mi V, 3 i predykatem identycznosci —, wystepuja zmienne indywidualne x, y, z, u, v,
w oraz jedyny predykat: €.

Adekwatne objasnienie znaczenia niektorych aksjomatow jest mozliwe dopie-
ro po wprowadzeniu do teorii odpowiednich poje¢. Wowcezas bowiem jest mozliwy
inny, réwnowazny zapis owych aksjomatéw, w znacznie krétszej postaci, w ktorej
obok predykatu € pojawiaja sie symbole tych pojeé.

Aksjomat identycznosci (lub ekstensjonalnosci):
(Az =) VaVy(Vz(z €ex & 2 €y) = o =1).

Zbior x jest tozsamy ze zbiorem y, o ile zachodzi Vz(z € x < z € y), czyli gdy
z,y maja te same elementy.

Aksjomat identycznosci umozliwia definiowanie danego zbioru (o ile on istnie-
je) przez podanie, jakie zbiory sa jego elementami. Wiedzac bowiem, jakie zbiory
stanowia wszystkie elementy danego zbioru, mamy, dzieki (Ax =), jednoznacznie
ten zbiér wyznaczony.

Nie oznacza to, ze dany zbiér mozna utozsamié¢ z sekwencja czy ekspozycja
jego elementéw. Status ontyczny zbioru eksponowanych elementéw jest taki sam
jak status kazdego z jego elementéw (sa to obiekty Swiata zbiorow), lecz rézny od
statusu ekspozycji.

Aksjomat Zermelo (lub podzbioréw albo selekcji):
(AxZ)y Va(o(x) = = € 2) = TyVa(r € y & ¢(x)),

gdzie ¢(z) jest dowolng formula jezyka teorii, w ktorej x jest przynajmniej jedna
zmienng wolng oraz w ktorej y nie jest zmienna wolna.

11
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12 Rozdz. 1. Aksjomatyka i podstawowe pojecia teoriomnogosciowe

Podobnie jak rozwazany wczesniej aksjomat Cantora, (AzZ) nie jest pojedyn-
czym (konkretnym) aksjomatem teorii, lecz klasa aksjomatow, z ktorej ,wyjmuje”
sie konkretny aksjomat (AzZ)g, dla konkretnej formuly ¢(z).

Ponadto, jak wida¢, zmienna z jest w (AxZ), zmienng wolng. Jednakze wszyst-
kie formuly teorii ZFC (dotyczy to jakiejkolwiek teorii I rzedu), zatem réwniez jej
aksjomaty winny by¢ domkniete, tzn. nie wystepuja w nich zmienne wolne. Fakt,
ze w (AzxZ)4 pojawia sie co najmniej jedna zmienna wolna z — by¢ moze w kon-
kretnie wzietej formule ¢(z) wystepuja jeszcze inne zmienne wolne niz zmienna
x, ktore to zmienne sy wolne w calej formule (AzZ), — jest oparty na powszech-
nie przyjetej konwencji notacyjnej, wedtug ktorej formute ¢ (z1,...xz,), w ktorej
Z1, ... %y 53 wszystkimi jej zmiennymi wolnymi postrzega sie jako formule uniwer-
salnie domknieta: V... Vo, (Y(x1,...2,)), tzn. przed owa formuly ze zmiennymi
wolnymi ,widzi” sie kwantyfikatory uniwersalne wiazace wszystkie te zmienne wol-
ne. W przypadku zapisu formuty (AzZ), zastosowanie owej konwencji notacyjnej
jest bardzo wygodne, bowiem to, jakie zmienne majg by¢ wigzane kwantyfikatorami
uniwersalnymi umieszczonymi przed (AxZ), zalezy przeciez od konkretnej postaci
formutly ¢(x).

Wida¢, ze nastepnik implikacji (AzZ)y jest identyczny z formuly (AzCan).
Funkcja jaka spetnia (AzZ)s w teorii ZFC jest wigc podobna do tej jaka aksjo-
mat Cantora pelni w naiwnej teorii mnogosci. Mianowicie, dla konkretnej formuty
¢(x), z aksjomatu (AzZ)s wnioskujemy réwniez istnienie zbioru y tych i tylko
tych zbioréw z, dla ktorych zachodzi ¢(z). Jednakze wnioskowanie to jest upraw-
nione jedynie wowczas, gdy ¢(x) jest taka formula, Ze spelniony jest poprzednik
(AxZ)y : Ya(p(x) = = € z), gdzie z jest jakim§ dowolnie wybranym, ustalonym
zbiorem.

Stwierdzenie prawdziwosci owego poprzednika zabezpiecza klase aksjomatow
(AxZ) przed sprzecznoscia. Bowiem to, ze jest on prawdziwy, oznacza, ze elementy
zbioru y, ktorego istnienie stwierdza nastepnik w (AzZ), naleza do wczeéniej da-
nego zbioru z; innymi stowy, (AzZ), umozliwia utworzenie zbioru y z elementow
danego zbioru z, czyli utworzenie podzbioru zbioru z. Intuicyjnie rzecz ujmujac, nie
widaé¢ nic absurdalnego czy prowadzacego do sprzecznosci w mozliwosci taczenia
niektorych elementéw danego zbioru (tutaj oznaczonego symbolem ,,2”) w calosé
zwang, zbiorem (tutaj oznaczonym symbolem ,,y”). To zabezpieczenie przed sprzecz-
noscia powoduje jednakze, ze sita dedukcyjna klasy formut (AzZ) jest stabsza niz
klasy formut (AxzCan). Stad teoria ZFC jest wyposazona w inne jeszcze aksjomaty
niz teoria naiwna, tak, aby intuicyjnie pojmowany $wiat zbioréow, ktéory miat byé
ujety teorig naiwna, byl opisany w teorii ZFC.

Z punktu widzenia historii rozwoju aksjomatyki teorii ZFC nalezy podkreslié,
ze aksjomat podany przez Zermelo oraz wystepujacy w literaturze pod nazwg ak-
sjomatu Zermelo ma wlasciwie postaé¢ nastepujaca:
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