1. Preliminaria

1.1. Przestrzen i czasoprzestrzen w matematyce

Najwazniejsza przestrzenia, z jaka wszyscy mamy do czynienia, jest czaso-
przestrzen. Najbardziej elementarnym i niezbednym sktadnikiem opisu dowol-
nego zjawiska fizycznego jest podanie, gdzie i kiedy zaszto. Zbiér wszystkich
miejsc i momentéw zdarzen, ktoére traktujemy jako punktowe, czyli nie przy-
pisujemy im rozcigglosci przestrzennej ani czasowej, tworzy czasoprzestrzen.
Intuicja psychologiczna i tradycja kulturowa odrézniaja czas od przestrzeni.
Czas to nastepstwo zdarzen, natomiast przestrzen jest zbiorem réwnoczesnych
polozen wszelkich cial materialnych, przy czym istotne sa tylko wzajemne re-
lacje tych potozeni, niezalezne od fizycznych wlasnosci cial. Dopiero nowozytna
fizyka wykazata istnienie gltebszego, a nie tylko powierzchownego zwiazku czasu
i przestrzeni i pomimo intuicyjnej odrebnosci ztaczyta je w jeden obiekt fizycz-
ny. Wedlug teorii wzglednosci czas i przestrzen sa jedynie pewnymi aspektami
tego obiektu, ktory matematycznie modelowany jest za pomocy czasoprze-
strzeni, a ta jest pewnego rodzaju przestrzenig matematyczna. W tej ksigzce
bedziemy stosowaé jednolite podejscie do wszystkich przestrzeni i tylko tam,
gdzie jest to konieczne, bedziemy wskazywaé odmienno$é czasoprzestrzeni od
pozostatych przestrzeni uzywanych w matematyce i innych naukach $cistych.

Fizyczna przestrzen, ktéra postrzegamy zmystami, stata si¢ prototypem
bardzo ogoblnego i fundamentalnego dla catej matematyki pojecia przestrze-
ni abstrakcyjnej. Najblizsza intuicji jest przestrzen euklidesowa E", o ktorej
przez dlugi czas sadzono, ze jest jedyna mozliwa przestrzenia w geometrii,
a w przypadku trzech wymiaréw przedstawia przestrzen fizyczna. Dopiero
w XIX wieku pojawity sie przestrzenie nieeuklidesowe. Z algebry znane jest
pojecie przestrzeni liniowej, czyli wektorowej. Jej elementami nie sa punkty
pojmowane geometrycznie, lecz wektory okre$lone jedynie wlasnosciami al-
gebraicznymi — moga, to zatem by¢ bardzo odmienne obiekty matematycz-
ne. Ten fundamentalny fakt, ze z punktu widzenia algebry wektor nie musi
by¢ strzatka taczaca dwa punkty w E™, sprawil, ze w analizie matematycznej
wprowadzono bardzo wazne pojecie przestrzeni funkcyjnej, ktorej elementa-
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mi (wektorami) sa funkcje o okreslonych wtasnosciach, np. L?(a,b) jest prze-
strzenig liniowa funkcji rzeczywistych catkowalnych z kwadratem na odcinku
[a, b] osi liczbowej. W ten sposob powstata analiza funkcjonalna, w ktorej bada
sie abstrakcyjne przestrzenie wektorowe majace nieskonczenie wiele wymiarow
i niedajace sie przedstawi¢ graficznie.

Uogolnienie pojecia przestrzeni poszto nie tylko w kierunku wektorowych
przestrzeni funkcyjnych. Drugi kierunek, ktory nas tu bardziej interesuje, wy-
chodzi ze spostrzezenia, iz przestrzen euklidesowa jest przestrzenia liniowa,
a powierzchnie w E® — takie jak sfera, torus, elipsoida, hiperboloida itp. —
przestrzeniami wektorowymi juz nie sg. (Suma dwoch wektoréw na plaszczyz-
nie jest wektorem lezacym na niej, natomiast nie jest wcale oczywiste, jak
zdefiniowa¢ wektory lezace na sferze. Gdyby sfere zdefiniowa¢ w E? jako zbior
wektoréw jednakowej dtugosci zaczepionych w jej $rodku, to suma dwu takich
wektorow wyjdzie poza nia). Tradycyjnie do czaséw Riemanna powierzchnie
i hiperpowierzchnie (czyli powierzchnie o wymiarze wyzszym niz 2) pojmowa-
no jako podzbiory przestrzeni euklidesowej E™. Takie ujecie zwykle nie jest
najwygodniejsze w konkretnych rozwazaniach, a nawet okazalo sie utrudnie-
niem w badaniach pewnych przestrzeni. Mocnym argumentem przeciwko te-
mu ujeciu jest einsteinowska ogdlna teoria wzglednosci: wedtug niej fizyczna
czasoprzestrzeri moze by¢é modelowana jako 4—wymiarowa hiperpowierzchnia
w pewnej 10—wymiarowej przestrzeni wektorowej (przestrzeni Minkowskiego),
lecz ta zanurzajaca ja przestrzen fizycznie nie istnieje. Czasoprzestrzen istnie-
je fizycznie sama w sobie, jako samodzielna przestrzenn geometryczna, nie zas
jako hiperpowierzchnia w przestrzeni o wiekszej liczbie wymiaréw. Na potrze-
by zaréwno fizyki, jak i samej geometrii podano ogoélna definicje przestrzeni
geometrycznej, ktora nie jest liniowa i ktora traktuje wszystkie mozliwe (zna-
ne i nieznane) hiperpowierzchnie w E" jako samodzielne przestrzenie, i §cisle
ujmuje to, co intuicyjnie nazywamy powierzchnig zakrzywiona,.

Najogolniejszego, dajacego fundament dla niemal catej matematyki poje-
cia przestrzeni dostarcza topologia. Wprowadza ona przestrzern topologiczng,
bedaca rodzina (zbiorem) zbioréw otwartych. Wszystkie przestrzenie liniowe
w algebrze, funkcyjne w analizie i ,,geometryczne” w geometrii sg przestrze-
niami topologicznymi. Poniewaz wyboér zbioréw otwartych w danym zbiorze
punktéw jest w duzej mierze arbitralny, réznice miedzy odmiennymi prze-
strzeniami topologicznymi moga by¢ ogromne. Sposréd nich wybieramy klase,
dos¢ waska z punktu widzenia topologii, tych przestrzeni, ktére lokalnie sa
homeomorficzne! z kawalkami przestrzeni R™; z punktu widzenia zastosowari
w samej matematyce i naukach przyrodniczych klasa ta jest bardzo szeroka.
Sa to rozmaitosci réziniczkowe (rézniczkowalne). One wlasnie sa ,przestrze-
niami”, w ktérych bedziemy uprawiaé¢ analize tensorows. Jeden z gtéwnych
programéw badawczych fizyki dotyczy sformutowania fundamentalnych teorii
fizycznych na odpowiednich rozmaito$ciach rézniczkowych. Rozmaito$ciami sg

IHomeomorfizm definiujemy w podrozdz. 1.5.
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tez przestrzenie pojawiajace sie w innych naukach $cistych i technicznych. Tu
podamy uproszczong, definicje rozmaitosci, nieodwotujaca, sie bezposrednio do
topologii.

1.2. Wektory na rozmaitosci

Pierwszym krokiem jest przeniesienie znanej nam analizy wektorowej w li-
niowej przestrzeni R™ na dowolna rozmaitosé, ktora jest ,zakrzywiona”, tj. nie-
liniowa. Pojecie wektora pochodzi z geometrii analitycznej, a jego prototypem

—

jest odcinek skierowany PQ w E™ laczacy punkt poczatkowy (zaczepienia) P

z punktem koricowym (). Mamy dwa rodzaje wektorow: wektory zaczepione

w punkcie poczatkowym oraz wektory swobodne — reprezentowane przez cata
—

klase rownowaznosci [PQ] odcinkow skierowanych. W obu wypadkach wektor
jest wyznaczony przez pare (lub nieskoriczony zbior par) punktow w E™. To
okreslenie wektora jest niewystarczajace dla wiekszosci probleméw geometrii,
nauk $cistych i techniki. Wektor predkosci v planety (traktowanej jako punkt
materialny) jest zaczepiony w punkcie P orbity, w ktérym w danej chwili pla-
neta sie znajduje, a punkt koncowy @) jest nieokreslony i fizycznie nie ma sensu.
To, ze wektor v nie jest odcinkiem skierowanym, wida¢ z faktu, ze nie zgadza-
ja sie wymiary?. Wspolrzedne (kartezjanskie) maja wymiar dtugosci i ten sam
wymiar ma odcinek skierowany, a wiec rézny od wymiaru predkosci. Wektor
predkosci (i kazdej innej wielkosci fizycznej) jest jedynie proporcjonalny do
pewnego odcinka skierowanego, a wspoétczynnik proporcjonalnodci jest wiel-
koscia wymiarows i ma dowolng wartosé. Rzeczywiscie, z definicji predkosci
piszemy v = Ax/At, gdzie Ax jest odcinkiem skierowanym od polozenia pla-
nety w chwili ¢ do potozenia w chwili ¢t + At, ale poniewaz (infinitezymalny)
interwal At jest dowolny, ten sam zatem wektor v dostajemy, biorac wielkosci
aAx i aAt, gdzie a # 0 jest dowolng liczbg. Ta niezgodno$é wymiaréw sygna-
lizuje, ze na ogo6t wektor nie lezy w tej przestrzeni, w ktoérej jest zaczepiony.
Zauwazmy natomiast, ze wektor predkosci jest zdefiniowany jako wektor stycz-
ny do krzywej (trajektorii planety). Jest to wlasnosé ogolna: wektory bedziemy
definiowaé¢ jako obiekty styczne do krzywych na rozmaitosci, czyli okreslone
przez kierunek prostej stycznej. Tym samym dany wektor jest zwigzany z jed-
nym punktem przestrzeni — wybranym punktem stycznodci.

W przestrzeni zakrzywionej, np. na sferze, wektor w ogdle nie moze by¢
odcinkiem prostej zlozonej z punktéw tej przestrzeni, gdyz nie ma tam linii
prostych i strzatka by sie wygieta. Wynika stad, ze wektor na sferze — nazywa-

2Terminem ,wymiar” okreslamy dwa odrebne pojecia. W matematyce wymiar (lub liczba wymia-
réw) to liczba wspotrzednych niezbednych do jednoznacznego zdefiniowania punktu w przestrzeni,
wymiar przestrzeni R™ jest zatem réwny n. W naukach $cistych wymiar (lub miano) wielkodci fi-
zycznej to wyrazenie jej w postaci iloczynu poteg jednostek wielkosci podstawowych, czyli dhugosci
L, czasu T i masy M; predko$¢ ma wymiar L/T.
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my go wektorem stycznym (w danym punkcie) do sfery — nie nalezy do niej,
lecz do innej przestrzeni, zwanej przestrzeniq styczng (w tym punkcie) do sfery.
Przestrzen styczna jest zbiorem wektorow stycznych w jednym punkcie do sfe-
ry, jest wiec przestrzenig liniowa, gdyz wektory zaczepione w tym samym punk-
cie mozna dodawaé. Jak zobaczymy dalej, przestrzen styczna przedstawiamy
graficznie jako ptaszczyzne styczna w danym punkcie do sfery. Przedstawienie
to nie jest matematycznie w pelni Sciste, bowiem przestrzen styczna jest tylko
przestrzenia wektorowa (w przypadku sfery dwuwymiarowa), natomiast ptasz-
czyzna styczna jest (jak kazda przestrzen E™) euklidesowa przestrzenia afinicz-
ng. Co wiecej, ptaszczyzny styczne do sfery na ogot sie przecinajg, a wektorowe
przestrzenie styczne z definicji nie moga sie przecinaé, poniewaz réwnosé dwu
wektoréw zaczepionych w réznych punktach nie jest okreslona.

W  przypadku rozmaitosci bedacych przestrzeniami liniowymi (E",
przestrzen Minkowskiego? szczegdlnej teorii wzglednosci itp.) przestrzen stycz-
na naktada si¢ na rozmaitos¢ i stad bierze sie przekonanie — uksztaltowane
w przestrzeni fizycznej utozsamianej niegdys z E* — Ze wektory leza na samej
rozmaito$ci.

Kluczowe jest pojecie wektora w jednym punkcie rozmaitosci. W nastep-
nym kroku wprowadza sie gltadkie pola wektorowe, tj. z kazdym punktem roz-
maitosci (lub pewnego jej obszaru) stowarzysza sie jeden wektor w taki spo-
sOb, by wektory te zmienialy sie gtadko przy przejsciu do sasiednich punktow.
Przyktadéw pél jest mnostwo: natezenie jednorodnego pola grawitacyjnego
przy powierzchni Ziemi, zmienne w przestrzeni (i wolno w czasie) natezenie
pola grawitacyjnego w obszarze Ukladu Stonecznego, rozmaite pola elektrycz-
ne i magnetyczne, pole predkosci wody w bystrym strumieniu goérskim, pole
predkosci planety wzdluz jej trajektorii. W R™ obliczanie pochodnych po-
la wektorowego przebiega podobnie jak funkcji rzeczywistych: rézniczkuje sie
oddzielnie kazda sktadowa wektora. Na rozmaitosci, ktora nie jest przestrzenia
liniowa, tak postepowaé nie mozna — okazalo sie, ze podanie zadowalajacej
definicji pochodnej pola wektorowego byto najwieksza trudnosciag analizy ten-
sorowej i zajeto wiele lat. Pojawia sie tu nowa wielkosé: koneksja afiniczna. Jej
wlasnosci stanowia tresé rozdziatu 5.

1.3. Tensory

Linie, powierzchnie, figury ptaskie i bryty rozmaitych wymiaréw oraz pola
wektorowe nie wyczerpuja wszystkich obiektow geometrycznych, jakie mozna
i trzeba skonstruowaé¢ w przestrzeniach euklidesowych i ogélniejszych. Pola
elektryczne i magnetyczne sa czeSciami jednego obiektu fizycznego — pola
elektromagnetycznego — ktére powinno by¢ opisane jednym tworem matema-

3Terminy ,,przestrzeri Minkowskiego” i ,czasoprzestrzeri Minkowskiego” sa synonimami. Ten drugi
jest uzywany czesciej w literaturze fizycznej.
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tycznym. Jednak jedno pole wektorowe nie wystarczy i musimy wprowadzié¢
twor ogdlniejszy, antysymetryczny tensor natezenia pola elektromagnetyczne-
go okreslony w czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Ten i wiele innych waz-
nych w zastosowaniach tensoré6w mozna przedstawi¢ jako macierze kwadratowe
o wymiarze roOwnym wymiarowi przestrzeni, w ktorej sa okreslone. Za pomoca
takich tensoréw (Scislej — pol tensorowych) opisujemy naprezenia w skoru-
pie ziemskiej (zmienne w momencie trzesienia ziemi), rozmieszczenie gestosci
energii, pedu i ci$nienia w ptynacej cieczy (huragan lub fale morskie) oraz wta-
snosci optyczne krysztatéw. W samej geometrii okreslenie iloczynu skalarnego
wektoréow i odlegtosci punktéow bliskich wymaga wprowadzenia symetrycznego
tensora metrycznego, ktory tym samym staje sie fundamentalnym obiektem
geometrycznym dla danej rozmaitosci. Sa tez tensory bardziej ztozone, naj-
wazniejszym z nich jest tensor krzywizny dla rozmaitosci z koneksja afiniczna.

Tradycyjne podejécie do tensoréw opierato sie na pojeciu obiektu geome-
trycznego, ktoremu nie nadawano precyzyjnej tresci w postaci aksjomatycznej
definicji, lecz jedynie podawano jego wlasnosci transformacyjne przy zmianie
uktadu wspoélrzednych. Podejécie to okazalo sie niezadowalajace i obecnie ten-
sory definiuje sie jako odwzorowania wieloliniowe. W tej ksiazce bedziemy od
czasu do czasu poshugiwaé sie pojeciem obiektu, nadajac mu czysto intuicyj-
ny sens: jest to twor matematyczny, ktéory ma tresé geometryczna, a wiec nie
jest calkowicie zalezny od wyboru uktadu wspoétrzednych. Do obiektéw geome-
trycznych zaliczamy wszelkie figury geometryczne (to, czy punkty przestrzeni
sa obiektami, jest kwestia konwencji), funkcje, odcinki skierowane, wektory,
formy liniowe (odwzorowania wektoréw w liczby), jak rowniez metode przesu-
wania rownoleglego wektora z jednego miejsca w inne oraz tensory. Tensory sa
takim uogélnieniem wektoréw i funkcji rzeczywistych, ze rézniczkowanie pol
tensorowych jest jednoznacznie okreslone przez rézniczkowanie wektoréw.

Przez rachunek tensorowy rozumiemy zatem analize tensorows na dowol-
nej rozmaitosci rézniczkowej. Najpierw trzeba zdefiniowaé rozmaitosé. Robimy
to za pomoca przestrzeni R". Zaczynamy od przypomnienia potrzebnych tu
wiadomodci z analizy.

1.4. Przestrzenie R" i E®

W analizie matematycznej wystepuje kilka réznych przestrzeni R™ powsta-
jacych przez nakladanie dodatkowych struktur na przestrzenie o mniejszej licz-
bie wtasnosci.

o Arytmetyczna przestrzeri R™. Jest to zbiér arytmetycznych ciagéw n liczb
rzeczywistych, R" = {(z',2%,...,2") : 2° € R}, bez zadnej dodatkowej struk-
tury. Ciagi te nazywamy punktami, a liczby x%, i = 1,...,n, sa wspétrzednymi
punktu x = (z) = (2%, 2?%,...,2") € R". Zbior R" ma strukture iloczynu kar-
tezjanskiego n egzemplarzy zbioru liczb rzeczywistych, R* = R x R... x R,
R!=R.
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o Wektorowa przestrzeri R™. W R™ wyrdzniony jest punkt 0 = (0,...,0),
naturalne jest wiec nalozy¢ na nig strukture przestrzeni liniowej?: punkty trak-
tujemy jak wektory. Wektorowa przestrzen R"™ to n—wymiarowa rzeczywista
przestrzen liniowa, ktorej elementami sa ciagi = (z',...,2"). Operacja li-
niowa az + by, dla a,b € R, daje wektor bedacy ciagiem (ax® + by"). Wspol-
rzedne z' punktu stajg sie teraz sktadowymi wektora. Wektor jest tozsamy
z ciagiem swoich sktadowych. Aby mie¢ zgodno$é z zapisem macierzowym,
przyjmujemy regute, ze sktadowe wektora, zaréwno w R", jak i na dowolnej
rozmaitoéci, tworza macierz jednokolumnowqg. W tej przestrzeni wprowadza-
my baze naturalng ztozong z n wyréznionych, liniowo niezaleznych wektorow?®
er =(1,0,...,0)7, e, = (0,1,0,...,0)", ..., e, = (0,...,0,1)". W bazie {e;},
i=1,...,n, dowolny wektor z jest kombinacja liniowa x = Y, z’e;. Wynika
stad fundamentalne

TWIERDZENIE 1.1. Kazda rzeczywista n—wymiarowa przestrzen liniowa
V™ jest izomorficzna z wektorowa przestrzenia R™. Izomorfizm oznacza tu
wzajemnie jednoznaczne i zachowujace operacje algebraiczne odwzorowanie
liniowe V"™ na R™.

Rzeczywiscie, niech {E;}, i = 1,...,n, bedzie pewna baza wektorowa
w V™, czyli kazdy wektor v € V™ ma w tej bazie reprezentacje v =Y, z'E;.
Wprowadzamy odwzorowanie liniowe f : V" — R" zdefiniowane jego dziata-
niem na wektory bazowe®, f(E;) := e;. Wowczas

flv) = Zx’f(Ez) = Zmiei =z

i mamy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie v <+ x bedace liniowym
izomorfizmem obu przestrzeni.

e Topologiczna przestrzen wektorowa R™. W liniowe]j przestrzeni R™ moz-
na wprowadzi¢ topologie, czyli zdefiniowaé¢ rodzine zbioréw otwartych, ktore
tacznie pokrywaja calg przestrzen. Mozna to zrobi¢ na wiele nieréwnowaznych
sposob6éw. W praktyce zawsze wprowadza sie topologie naturalng, w ktorej
pierwotnymi zbiorami otwartymi sa kule otwarte o srodku w dowolnym punk-
cie o = (z) i o dowolnym promieniu 7 > 0:

K(zg,7) = {g; . zn:(xz — i) < rz};

=1

kule te nie zawieraja brzegowej sfery. Dowolny zbiér otwarty jest suma mnogo-

4Terminy ,przestrzen liniowa” i ,przestrzenn wektorowa” traktujemy jak $ciste synonimy.

5Ze wzgledéw typograficznych bedziemy czasem pisa¢ wektory jako transponowane macierze jed-
nowierszowe; gorny indeks 7' oznacza transpozycje macierzy.
eh

SNotacja: symbol ,:=" oznacza definicje, czyli wielkos¢ stojaca po lewej stronie jest definiowana
wyrazeniem po prawej stronie tego symbolu.
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Sciowa skonczonej, przeliczalnej lub nieprzeliczalnej ilosci kul otwartych. Wyni-
ka stad, ze jezeli punkt x nalezy do zbioru otwartego, to zawiera sie w nim wraz
z otaczajaca go kula otwarta o dostatecznie malym promieniu. Nazwanie tej
topologii ,naturalng” nabiera sensu, gdy w liniowej przestrzeni R" wprowadzi
si¢ iloczyn skalarny i w konsekwencji norme wektora. (Pojecia te sa historycz-
nie wezesniejsze 1 bardziej intuicyjne od abstrakcyjnego zbioru otwartego).

o Wektorowa przestrzen euklidesowa R™. Jest to topologiczna przestrzen
wektorowa R"™, w ktérej wprowadzamy euklidesowy iloczyn skalarny, czyli od-
wzorowanie pary wektorow w liczbe rzeczywista, dany wzorem

(xy)=x-y:= ZznzyZ =z'y' + 2% + ...+ 2"y
=1

Iloczyn ten ma wtasnosci:
— Ty =y-a,
— jest liniowy w kazdym argumencie,

—x-x > 0oraz x -z = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z =0 = (0,...,0). (E)

Tlloczyn skalarny okresla norme (dtugosé) wektora”

[ =/ {z, 2) =

oraz odleglodé punktow x i y:

d(z,y) = [l -yl ==

Dla dowolnych wektorow w R™ zachodzi nieréuwnosé Cauchy’ego—Schwarza®
(@ y)* < l=l* - llyll*,
a z niej wynika nierdwnosé trdajkata:

lz +yll < llzll + llyll

"Zaleznie od wygody wektory tej przestrzeni bedziemy oznaczaé z, a ich dtugosé ||z|| albo pismem
pogrubionym x i ich dtugos¢ |x|.

8Podali ja Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) w 1821 r. dla wektoréw w R, rosyjski matematyk
Wiktor Buniakowski (1804-1889) w 1859 r. dla iloczynu w postaci caltki oraz matematyk niemiecki
Hermann A. Schwarz (1843-1921) w 1888 r. dla ogélnych iloczynéw skalarnych.
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Aby udowodnié pierwsza nieréwnosé, bierzemy dwa dowolne wektory x i y
oraz dowolng liczbe A € R. Woéwczas zachodzi

(x+X\y) - (@ + Ay) = [[yl*X* + 2z -y + ||z

Rzeczywisty trojmian kwadratowy (wzgledem \) jest wszedzie nieujemny tyl-
ko wtedy, gdy nie ma rzeczywistych pierwiastkéw lub jest jeden pierwiastek
podwdjny (rzeczywisty), czyli gdy wyroznik A = (2z - y)? — 4|y||?||z||* < 0.
Stad wynika nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza. Staje sie ona réwnoscia albo
gdy © = 0, albo gdy y = az, a € R. Dalej, jezeli x + y = 0, to nier6wnosé
trojkata jest trywialnie spelniona. Niech zatem x + y # 0, wtedy

lz+yl* = (z+y) - (@ +y) = z]* +lylI* + 22 - y.
Stosujac nier6wnos¢ Schwarza = -y < |z - y| < ||z|| - [|y||, dostajemy
lz + ylI* < lll* + yl* + 2l - [yl = (=1l + llyl)?,

i pierwiastkujac, otrzymujemy nieréwno$é trojkata. Przechodzi ona w réwnosé
albo dla x = 0, albo dla y = 0, albo dla y = ax przy a > 0.

Zauwazmy, ze w dowodzie nie korzystaliémy w ogoéle z jawnej postaci ilo-
czynu skalarnego, a tylko z zespotu wlasnosci (E). Dlatego tez w rozmaitych
przestrzeniach liniowych, zwlaszcza w analizie funkcjonalnej, wprowadza sie
iloczyn skalarny na rozne sposoby, wymagajac jedynie, by mial wtasnosci (E);
czesto tez te iloczyny nazywane sa euklidesowymi. W geometrii wyrdzniony
jest powyzszy euklidesowy iloczyn skalarny. Dodajmy réwniez, ze kolejnosé
naktadania struktury wektorowej i topologicznej jest dowolna. O ile nie be-
dzie powiedziane inaczej, przez R" bedziemy rozumieé¢ wektorowa przestrzen
euklidesowa.

DEFINICJA 1.2. Wektorowa przestrzeri euklidesowa V™ to n—wymiarowa
rzeczywista przestrzen liniowa, w ktorej wprowadzono euklidesowy iloczyn ska-
larny w nastepujacy sposob:

Istnieje w niej baza ortonormalna {E;}, czyli taka, ze iloczyny skalarne jej
wektoréw sa z definicji réwne F; - E; = §;;, gdzie §;; = 1 dla i = j oraz 0
dla i # j (jest to znany z algebry symbol Kroneckera). Wtedy dla dowolnych
wektorow u = > u'E; oraz v = Y. v'E; ich iloczyn skalarny w tej bazie

jest réwny
n
u-v= E u'v'.
=1

Norma wektora jest rowna

lv]| == Vv - v.

W tej przestrzeni obowiazuja nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza i tréjkata.
Jest ona izomorficzna z wektorows przestrzenia euklidesowa R”.
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Uwaga 1.1 (terminologiczna). Nazwa ,sktadowa” oznacza dwa spokrewnione,
lecz r6zne pojecia. Nalezy rozroznia¢ wektory sktadowe i sktadowe wektora.
Dowolny wektor v mozemy roztozy¢ na ,skladowa réwnolegly” v i ,skla-
dowa prostopadly” v, do wybranego kierunku w przestrzeni, czyli napisaé
v = v +v,. Te skltadowe” wektora sg wektorami i poprawnie nalezy je na-
zywal wektorami sktadowymi w rozwinieciu danego wektora na pewne wyroz-
nione wektory; uproszczona nazwa ,sktadowe” jest popularna w fizyce elemen-
tarnej. Drugie znaczenie ,sktadowych” narzuca algebra liniowa. Ten wybrany
kierunek indukuje baze wektorowa zbudowana z wektoréw jednostkowych do
siebie ortogonalnych i w niej dany wektor ma roztozenie v = v'E| + v E|, je-
go sktadowymi sa liczby v! i v?. Ogolnie, sktadowymi wektora v w bazie {E;}
sa liczby o', v2,..., v" bedace wspolczynnikami w rozwinieciu tego wektora
w tej bazie, v = v'Ey + v?FEs + ... +v" E,. Bedziemy mowi¢ wylacznie o skta-
dowych wektora (oraz tensora) i bedzie to jednoznacznie oznaczaé ciag liczb
zwiagzanych z konkretna baza wektorows przestrzeni liniowej. Niektorzy auto-
rzy uzywaja terminu ,sktadowe” w pierwszym znaczeniu (wektory sktadowe),
a sktadowe wektora nazywaja ,wspoélrzednymi wektora w bazie”. Te ostatnia
nazwe uwazamy za bardzo mylaca; zob. uwage na koiicu podrozdz. 3.5.

1.4.1. Afiniczna przestrzen euklidesowa E™

W przestrzeniach R™ punkt jest tozsamy z ciagiem swoich wspotrzednych.
Pojecie przestrzeni oraz wzajemnych relacji miedzy figurami (podzbiorami)
w przestrzeni formutujemy za pomoca geometrycznych punktow, ktore sg pier-
wotne i niezalezne od wyboru ich wspotrzednych. Idee te w elementarnej formie
wyraza szkolna geometria syntetyczna (tak jak ja w Elementach sformulowal
Euklides), ktora w ogoéle nie odwotuje sie do wspohrzednych i operuje punkta-
mi, liniami i powierzchniami, a operacje liniowe (tzn. na wektorach) schodza
na dalszy plan. Prototypem geometrii jest geometria euklidesowa, gdyz ,prze-
strzen euklidesowa preegzystuje w formowaniu sie naszych czynno$ci umysto-
wych”®. To, co w szkolnej matematyce nazywamy ,,geometria euklidesows”,
a w matematyce wyzszej — przestrzenia euklidesowa, jest faktycznie trojwy-
miarowsa afiniczng przestrzenia euklidesows. Przestrzen afiniczna'? zbudowana
jest z punktéw i wektorow. Ogolnej definicji tu nie potrzebujemy, tatwo ja od-
tworzy¢ z przypadku euklidesowego.

DEFINICJA 1.3. Afiniczng przestrzenig euklidesowg nazywamy pare
(A, V™), gdzie A jest zbiorem punktow geometrycznych (zwanych czasem zbio-
rem bazowym), A = {p}, a V" = {v} jest stowarzyszong z A euklidesowa
przestrzenia wektorowa, ktora dziata w A jak abelowa (tj. przemienna) grupa

9René Thom, ,Matematyka a rozumienie”’, Wiadomosci Matematyczne 23 (1980-81), s. 205.

107 tac. affinitas — pokrewiernistwo, powinowactwo. Przeksztatcenia afiniczne zachowuja podobien-
stwo figur.
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przesunie¢ réownoleglych, czyli jest odwzorowaniem iloczynu kartezjanskiego
A x V™ na A postaci:
kazdemu p € A i kazdemu v € V" przyporzadkowany jest punkt ¢ € A
rowny q = p +v.

Zmak ,+” nie oznacza tu dodawania wektoréw, lecz przesuniecie o wektor v
z punktu p do ¢, czyli v = ﬁ, co zapisujemy tez jako v = g — p. Odwzorowanie
to ma wilasnodci:

1) (p+v)+u=p+ (v+u)dlakazdegopec Aiv,uecVmr

2) p+ 0 = p dla kazdego p;

3) dla kazdej pary p,q € A istnieje jednoznaczny wektor v € V™ taki, ze
q=p-+vo.

Wynika stad:

a) wlasnos¢ Chaslesa'!: dla dowolnych punktow p, ¢ i r taczace je wektory
spelniaj@relachﬁ+q7+@zq—p—i—r—q—i—p—r:();

b) dla kazdego p, jezeli p+v=p, towv=0.

Odlegtosé dowolnych punktow p,q € A jest rowna dilugosci taczacego je

wektora v = q — p,
d(p,q) := o] = Vo -o.

Wymiarem przestrzeni euklidesowej (A, V™) nazywamy liczbe n rowna wy-
miarowi przestrzeni wektorowej V™. Afiniczna przestrzen euklidesows, oznacza-
my E" = (4,V").

Przestrzeni stowarzyszona V" pozwala dotrze¢ do kazdego punktu p € A,
wychodzac z dowolnie wybranego punktu pg. Tym samym caty zbiér bazowy A
mozna odtworzy¢, zadajac jeden jego punkt, A = {p: p = py + v}, gdzie wek-
tory v przebiegaja cata V", co zapisujemy réwnowaznie A = py + V™, a zatem
E™ = (po+ V", V™). Oznacza to izomorfizm E™ i V" a tym samym izomorfizm
E™ i R™ — w sensie operacji algebraicznych, ktére wykonujemy na przestrze-
ni stowarzyszonej. Obie przestrzenie sg algebraicznie identyczne, réznica jest
geometryczna. Istnienie tego izomorfizmu sprawia, ze w wielu podrecznikach
wektorowa przestrzen euklidesowa R™ jest utozsamiana z afiniczng przestrze-
nig E™. Rachunkowo nie prowadzi to do btedéw, natomiast pojeciowo nie jest
poprawne, gdyz réznica miedzy nimi jest subtelna, lecz wyrazna: przestrzen
E™ jest catkowicie jednorodna, czyli zaden jej punkt nie jest wyrézniony i nie
ma ona naturalnego ,poczatku”. Przestrzen R", jak kazda przestrzen wek-
torowa, ma wyrdzniony punkt (wektor) 0 = (0,...,0). Co réwnie istotne,
przestrzen afiniczna nadaje sens geometryczny punktom, uniezalezniajac je od
wspotrzednych. Aby ten sens uzyskaé, w definicji E™ stosuje sie ogdlng wekto-
rowg przestrzen euklidesowa V™, a nie przestrzen R". Rzeczywiscie, wybierz-
my dwa punkty, p i ¢, na plaszczyznie euklidesowej; wyznaczaja one wektor

' Michel Chasles (1793-1880), francuski matematyk, gtéwne prace z geometrii.
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ﬁ = g — p. Gdyby przestrzenia stowarzyszona byla R?, to wektor ten byl-
by tozsamy z dwuelementowym ciagiem liczb, np. (=3, 8). Geometrycznie jest
oczywiste, ze para punktow przestrzeni euklidesowej (ogodlniej: afinicznej) de-
finiuje wektor jako odcinek skierowany, natomiast nie wyréznia zadnego ciagu
liczb.

W E" wprowadzamy uktad wspétrzednych afinicznych. Jest to para
(O,{E;}), gdzie O € A jest dowolnie wybranym punktem, zwanym punk-
tem poczgtkowym uktadu afinicznego, a {E;}, i = 1,...,n, jest dowolna baza
ortonormalng w stowarzyszonej przestrzeni V". Kazdy punkt p € A ma w tym
uktadzie jednoznaczne przedstawienie

sz—l—v:O-i-ZSUiEi-
i=1

Liczby z* (skladowe wektora v) tworza ciag wspotrzednych afinicznych punk-
tu p. Jezeli ¢ = O +v+u, gdzie wektory v i u maja odpowiednio sktadowe (x*)
i (y"), to ¢ ma wspolrzedne afiniczne (' 4 y*). Odleglos¢ punktow p; = O + v,
oraz py = O + vy jest réwna

d(p1,p2) = |lv2 — v1]| =

W przestrzeni V" istnieje nieskoriczenie wiele baz ortonormalnych i zadna
nie jest wyrdzniona, gdyz w odrdznieniu od R™ nie ma ona bazy naturalnej.
Dowolnos¢ wyboru bazy ortonormalnej i mozliwos¢ jej zmiany (za pomoca trans-
formacji ortogonalnej) pociaga transformacje wspotrzednych afinicznych w E™.

Afiniczna przestrzenn E™ nadaje glebszy sens znanym z elementarnego kur-
su geometrii analitycznej pojeciom wektoréw umiejscowionych i swobodnych.
Wektor umiejscowiony to odcinek skierowany ﬁ taczacy dwa punkty ,prze-
strzeni”, ktora rozumie sie jako intuicyjnie pojmowang przestrzen euklidesows.
Wektor taki ma trzy wtasnosci: dtugo$é, kierunek i zwrot. Jezeli bierzemy pod
uwage tylko te wlasnosci i pomijamy punkt zaczepienia p, to istnieje nieskon-
czenie wiele takich samych odcinkéw skierowanych, ktére wzgledem nich sa
rownowazne: odcinki E{ﬁ i p—ﬂ; sa robwnowazne, jezeli maja te sama dlugosé,
kierunek i zwrot, co zapisujemy ]qu) ~ ]Tq% Klasg réwnowaznosci odcinkow
skierowanych nazywamy zbiér wszystkich odcinkéw, ktére sag w tym sensie
rownowazne: [pogo] := {p§ : P4 ~ pods}. Klase rownowaznosci reprezentuje
dowolny jej element. Wektorem swobodnym nazywamy klase réwnowaznosci
odcinkéw skierowanych. Zauwazmy, ze aby okreslié dtugos¢é odcinka, trzeba
mieé pojecie odleglosci punktéow, a pojecie kierunku odcinka jest intuicyjne;
to okreslenie réwnowaznosci odcinkow jest niezadowalajace. Pojeciem funda-
mentalnym jest wektor umiejscowiony. Wektorows przestrzen R”, jak rowniez
kazda wektorows przestrzen V", mozemy przedstawi¢ jako zbudowang z wek-
toréw umiejscowionych zaczepionych w punkcie wyréznionym — wektorze 0;
punkty przestrzeni to konce tych wektoréw. Zarazem, kiedy przestrzen V"
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dziata jak grupa przesunieé¢ rownoleglych w afinicznej przestrzeni euklidesowe]
(A, V™), wtedy umiejscowione wektory z V" staja sie swobodnymi wektorami
w A, jezeli bowiem g =p+ovoraz ¢ =p' +v,ve V' tov=q—p=q — P,
czyli v jest swobodny jako klasa rownowaznosci odcinkéw skierowanych.

1.5. Odwzorowania przestrzeni R"

Poniewaz przestrzen E” jest konstruowana za pomoca R™ lub izomorficzne;j
do niej V", zajmiemy sie przestrzenia R" i jej odwzorowaniami. W ogdlnosci
mozna rozpatrywaé¢ odwzorowania miedzy przestrzeniami réznych wymiaréw,
tj. R" na R™, gdzie n # m. Potrzebne nam beda odwzorowania R™ na R" oraz
funkcje rzeczywiste, tj. odwzorowania R™ na R!. Niech U, V beda zbiorami
otwartymi w R™ i niech f bedzie odwzorowaniem U na V, tj. jezeli x € U,
to f(x) € V. Zbior U nazywamy dziedzing odwzorowania, a zbior f(U) :=
{f(x):x € U} C V jest obrazem zbioru U przy odwzorowaniu f. Jezeli zbior
W C f(U), to zbior f='(W):={x € U: f(x) € W} C U jest przeciwobrazem
zbioru W.

Przypominamy, ze ciagto$é odwzorowania f : U — V definiujemy podobnie
jak dla funkcji jednej zmiennej: odwzorowanie f jest ciaggte w punkcie g € U,
jezeli dla kazdego £ > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze jezeli ||z — x| < 9, to
Ilf(x)—f(z0)|| < e,1fjest ciagtana U, jezeli jest ciagta w kazdym punkcie tego
zbioru. Ciaglos¢é mozna wyrazié bez uzycia pojecia granicy, za pomoca zbioréw
otwartych. Rownowazna definicja cigglosci brzmi bowiem: odwzorowanie f
zbioru U na V jest ciagle w punkcie zqg € U, jezeli dla kazdego otwartego
otoczenia W C V punktu f(xy) istnieje takie otoczenie U, punktu xzg, ze
f(Uy) C W.

Wynika z niej

TWIERDZENIE 1.4. Odwzorowanie f zbioru U na zbiér V w R™ jest ciagle
na U wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru otwartego W C V jego
przeciwobraz f~'(W) C U jest otwarty.

Twierdzenie to jest stuszne w przestrzeniach ogdlniejszych niz R, jezeli tyl-
ko zdefiniowane sa w nich zbiory otwarte pokrywajace tacznie taka przestrzen
(sa to przestrzenie topologiczne). Symbol f~! oznacza tutaj przeciwobraz pew-
nego zbioru, a nie odwzorowanie odwrotne. Interesuja nas odwzorowania, ktore
sg odwracalne.

DEFINICJA 1.5. Odwzorowanie f: U — V jest bijekcjq, jezeli:
— jest réznowartosciowe (iniekcja), tzn. Va,y € U, jezeli x # y, to f(x) #

# f(y),

— jest odwzorowaniem U na V' (suriekcja), tj. obrazem U jest caty zbior
V, f(U) =V, tzn. Vy € V istnieje co najmniej jeden punkt x € U taki, ze
y = f(x).
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Istnieje wowczas odwzorowanie odwrotne f=': V 23 f~Y(V) = U. Jezeli
bijekcja f jest ciggla na U i odwzorowanie odwrotne f~! jest ciagle na V =
= f(U), to f nazywamy homeomorfizmem'? U na V.

PrRzYKEAD 1.1 (homeomorfizmu). Niech U bedzie prosta rzeczywista, —oo <
< x < 400, a V — odcinkiem otwartym —1 < y < 1. Homeomorfizm f :
U 2 V dany jest przez

y = —arctgx.
T

W definicji homeomorfizmu zalozenie ciagtosci odwzorowania odwrotnego f~!
jest istotne, bowiem cigglosé bijekcji f mie implikuje cigglosci f~1. Ze wzgledu
na pojecie rozmaitosci réozniczkowej, ku ktéremu zmierzamy, interesuja nas od-
wzorowania ciagte na zbiorach otwartych w R™. Zbiér otwarty i spéjny, czyli
taki, ktory nie sktada sie¢ z dwu roztacznych czedci, z ktérych kazda jest zbio-
rem otwartym, nazywamy obszarem. Z rozwazan topologicznych, ktérych tu
nie mozemy przytoczyé, opartych na twierdzeniu Brouwera o niezmienniczosci
obszaru'®, wynika, ze przyklad ilustrujacy nieciggloéé bijekcji odwrotnej nie
moze dotyczyé¢ zbiordéw otwartych w R". Zwykle przyktady odwotuja sie do to-
pologii innych niz naturalna w R", a dla R" z topologia naturalng nalezy braé¢
zbiory nieotwarte, a w R! dziedzina f musi ponadto byé¢ niespéjna. Wezmy
zatem zbior D C R! zlozony z dwu roztacznych przedzialow 0 < x < 1 oraz
2 < z < 3 i okreslmy na nim funkcje f rowna y = f(z) := x na pierwszym
z nich i rowna f(z) := = — 1 na drugim. Funkcja ta jest réznowartosciowa
i ciagta na D, a obrazem dziedziny D jest przedzial domkniety [0, 2]. Funkcja
do niej odwrotna jest natomiast nieciagglta w y = 1. Przyktad nieciggtosci na
plaszczyznie poznamy nieco dalej. O

Badamy teraz odwzorowania rézniczkowalne f : U — V, gdzie U i V
sa zbiorami otwartymi w R", y = f(x). Odwzorowanie f ma n wspolrzed-
nych bedacych funkcjami rzeczywistymi n zmiennych, y* = fi(z!, ..., a"),
1 =1,...,n. Odwzorowanie f jest rdzniczkowalne klasy C’k k > 1, na U, jeze-
li Wszystkle pochodne czastkowe az do rzedu k funkcji skladowych wzgledem
wszystkich zmiennych,

o fi
Oxir ... Qxir’

gdzie j = 1,...,n,r = 1,...,k oraz i1,%s,...,4, = 1,...,n, sa ciagle na U.
Najczesciej bedziemy rozpatrywaé odwzorowania gtadkie — klasy C'°.

12Pojecie homeomorfizmu (z greckiego homoios — podobny, morphe — ksztalt) wprowadzit Henri
Poincaré w 1895 r. w dziele Analysis situs.

3L uitzen Egbert Jan Brouwer (1881-1966), matematyk holenderski, gtéwne prace z topologii,
twierdzenie to podal w 1912 r.
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Powstaje pytanie, jak rozpoznaé, czy odwzorowanie f jest odwracalne i czy
f~! jest rozniczkowalne tej samej klasy. W tym celu wprowadzamy macierz
Jacobiego i jakobian odwzorowania.

Macierzq Jacobiego odwzorowania f w punkcie x € R"™ nazywamy macierz
pierwszych pochodnych jego funkcji sktadowych,

aft ot

<af> <8f1> ozt Tt dxm
—_— = % = .. ) ,

Oz Oz o" on

Oxl! Tt gxm

pochodne bierzemy w punkcie x € U. Dla przejrzystosci zapisu elementy tej
macierzy oznaczamy J' i trzymamy sie konwencji, ze indeks lewy (gorny) 4
numeruje wiersze, a indeks prawy (dolny) k£ numeruje kolumny macierzy. Jako-
bianem odwzorowania f w x € U nazywamy wyznacznik macierzy Jacobiego:

aft aft
ofi 9zttt an
Jp = det or = - :
/ oxk : o
8f’”. 8f7l
Ozt Tt 9z
Dla jakobianu stosowane sg tez zapisy
det ayl D(y17"'7yn) oraz 8(y1?""yn)
oxk )’  D(z',...,x") Az, ... z")’

Odpowiedzi na pytanie o odwracalno$é¢ f udziela znane z analizy

TWIERDZENIE O FUNKCJI ODWROTNEJ 1.6. Niech f: U = R"
i U — otwarty w R". Jezeli:

1) f jest klasy C* na U;

2) f jest roznowartosciowe na U;

3) jakobian J;(z) jest rézny od zera na U,
to wtedy

a) f(U) jest zbiorem otwartym w R™;

b) f jest homeomorfizmem U na f(U), tzn. istnieje odwzorowanie odwrotne
71 f(U) B U i jest ciagle na f(U);

¢) odwzorowanie odwrotne f~! jest klasy C*! na f(U) i ma macierz Jaco-

biego rowna . 5
(%) =1()

czyli jest to macierz odwrotna do (%), w ktorej nalezy podstawi¢ x = f~1(y).
Jezeli odwzorowanie f jest gtadkie (klasy C'°), to réwniez f~! jest glad-
kie.

-1

)

I—f‘l(y)]

Wszystkie zalozenia twierdzenia sa konieczne, by zachodzily jego trzy tezy.
Podajemy trzy przyktady sytuacji, gdy ktoéres z zatozen nie jest spelnione.
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PRZYKLAD 1.2. Niech f : R?> — R? dane jest wzorem f(z,y) = (e®cosy,
e*siny). Jakobian J; # 0 dla wszystkich z iy, lecz f nie jest roznowartosciowe,
przyjmuje bowiem te same wartosci dla (x,y) i (z, y+2nm). Odwzorowanie f~1
nie istnieje zatem na calej ptaszczyznie R?, lecz tylko w pasach x € (—oo, +00)
iy € (yo,yo + 2m) dla dowolnego yp.

PrRzYKEAD 1.3. Jezeli jakobian znika w pewnych punktach, to odwzorowanie
odwrotne moze istnie¢ w ich obrazach, lecz nie jest w nich rézniczkowalne.
Niech f: R' — R!, f(z) =y := 2®. Jakobian J; = f'(x) = 32% i J;(0) = 0.
Odwzorowanie odwrotne f~'(y) = /y istnieje rowniez w punkcie y = f(0) =
= 0, lecz nie jest tam rézniczkowalne. O

PRZYKEAD 1.4. Bierzemy na ptaszczyznie zbiér U w ksztalcie pétkola o pro-
mieniu 1 znajdujacego sie na poélptaszczyznie x > 0, rys. 1.1. Zbiér U jest
otwarty, wiec jego brzeg zlozony z potokregu i rednicy AOB nie nalezy do
niego. Na R? wprowadzamy wspotrzedne biegunowe 7 i ¢, a punkty ptaszczy-
zny traktujemy jak liczby zespolone, z = x + iy = r e¢'?. Dla punktow z € U
mamy —1/2 < ¢ < +71/2, bowiem dla argumentu ¢ przyjmujemy konwencje,
ze jest nieciagly na ujemnej potosi Ox. Odwzorowanie f(z) := z? przeksztalca
to potkole w otwarte koto jednostkowe V' na plaszczyznie w = u + iv, z kto-
rego oprocz brzegowego okregu usunieto odcinek OC, —1 < u < 0, na ktérym
argument f(z) jest rowny £x i ktory jest wspolnym obrazem odcinkéw AO
i OB. Odwzorowanie f jest réznowartosciowe na U i jest odwzorowaniem U
na V = f(U), jest tez ciaglte na U. Wydaje sie, ze odwzorowanie f~! nie jest
ciggle na V, gdyz bliskim punktom p i ¢, lezacym po obu stronach odcinka
OC, przyporzadkowuje ich obrazy f~'(p) i f~'(q), ktore w U sa daleko od
siebie.

Rysunek 1.1
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Wrazenie to jest mylne. Odwzorowanie f ma wspolrzedne u = x? — 92,

v = 2zy, bedace funkcjami klasy C', i macierz Jacobiego

(; )
y T

ktorej wyznacznik J; = 4(2? + y*) jest dodatni w U. Poniewaz roznowarto-
Sciowos¢ f jest oczywista, wiec zalozenia twierdzenia o funkcji odwrotnej sa
spelnione i f~! jest ciggla na V. Rzeczywiscie, niech g = f~! i niech p lezy
blisko odcinka OC, tzn. v(p) = J, 0 < § < 1. Niech W, bedzie otoczeniem
otwartym punktu g(p) w U w ksztalcie kota o promieniu . Z wlasnosci funkeji
pierwiastek kwadratowy, z = g(w) = \/w wynika, ze dla dowolnie matego
istnieje kolo otwarte K, o srodku w p i promieniu mniejszym od 9, a wiec
nieprzecinajace odcinka OC' i bedace tym samym zbiorem spojnym w V', takie
ze g(K,) C W,. Wynika stad, ze odwzorowanie g jest ciagle w p i z takie-
go samego powodu jest ciagle w punkcie ¢ lezacym tuz ponizej usunietego
odcinka.

Fakt, ze obrazy punktow bliskich leza w U daleko od siebie, pokazuje, ze
funkcja /w, ciagta na zbiorze V, nie ma na nim wtasnosci silniejszej — nie
jest jednostajnie ciggta. Jednostajna ciggtosé odwzorowarn w R™, podobnie jak
dla funkcji jednej zmiennej, jest wtasnoscia interesujaca, jednak dla naszych
celéw jest zbedna, istotna jest tylko zwykta ciaglosé.

Odwzorowanie f(z) = 22 przestaje by¢ homeomorfizmem, gdy jego dzie-
dzine U uzupeli¢ o otwarty odcinek brzegowy OA (lub OB); U staje sie
wtedy zbiorem nieotwartym i jego obrazem na plaszczyznie w jest otwarte
koto jednostkowe zawierajace odcinek OC bedacy obrazem odcinka OA. Od-
wzorowanie f jest nadal réznowartosciowe, klasy C' i ma dodatni jakobian,
bowiem punkt O nie nalezy do dziedziny U, a f~! nie jest ciagle. Punkty
nieciagglosci leza na odcinku OC' osi Ou. Rzeczywiscie, kazdy punkt p, tego
odcinka ma kotowe otoczenie i f~! przeksztalca gorne poétkole tego otoczenia

na zbidr lezacy blisko odcinka OA w U oraz dolne poétkole na zbior lezacy
blisko odcinka OB. a

Uwaga 1.2. Ze wzgledu na przejrzysto$é twierdzenia o funkcji odwrotnej, ma-
cierz Jacobiego zostala zdefiniowana jako macierz pochodnych odwzorowa-
nia f. W praktyce mamy zwykle do czynienia z sytuacja, gdy J; znika tylko
na podzbiorach nizszego wymiaru niz dziedzina f. Wowczas wygodniej jest de-
finiowaé jakobian jako wyznacznik macierzy pochodnych f~1, np. przy zmianie
zmiennych w calce wielokrotnej ze wspotrzednych kartezjanskich na sferyczne
wyrazenie podcatkowe mnozone jest przez jakobian d(z,y, z)/0(r, 8, ¢). Odtad
przyjmujemy konwencje, ze jakobian jest wyznacznikiem macierzy pochodnych
,Starych zmiennych” z* wzgledem ,nowych zmiennych” y*,

oz’
J = det(ayk>.
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Wsroéd odwzorowan ciaglych wyréznione sa homeomorfizmy, podobnie
wsrod odwzorowan rézniczkowalnych wyrdznione sg dyfeomorfizmy.

DEFINICJA 1.7. Niech U, V beda zbiorami otwartymi w R™ i niech
f : U 28 V bedzie réznowartosciowe. Jezeli f jest klasy C*, k > 1, na U,
a odwzorowanie odwrotne f~! jest klasy C* na V = f(U), to f nazywamy
dyfeomorfizmem klasy C* zbioru U na V.

Zachodzi twierdzenie: kula otwarta w R™ jest dyfeomorficzna z cala prze-
strzenia R"™. Rzeczywiscie, niech K, (0, 1) bedzie n—wymiarowa kula otwarta

o srodku w punkcie (wektorze) 0 i promieniu 1, x = (z!,...,2") € K,, oraz
y = (y',...,y") € R". Szukany dyfeomorfizm jest zadany np. przez
X y

y:77 X B R
TP VT VF

gdzie x| = >0 (2")? < 1oraz |y|*> = Y1, (v")>

Dyfeomorfizm jest oczywiscie homeomorfizmem, lecz nie na odwroét: fi f—1
nie musza by¢ rézniczkowalne. Nawet jezeli homeomorfizm f jest rézniczkowal-
ny, to odwzorowanie f~! nie musi byé¢ rézniczkowalne. Twierdzenie o funkcji
odwrotnej wymaga, by jakobian Jy nie znikal nigdzie na U. Z przyktadu 1.3
wynika, ze homeomorfizm R! na R!, y = 23, jest klasy C*°, a mimo to od-
wzorowanie odwrotne nie jest rézniczkowalne w y = 0.

1.6. Transformacje wspotrzednych

Dowolny punkt x € R"™ jest utozsamiony z ciggiem swoich wspoélrzed-
nych kartezjanskich!? z!,..., 2", natomiast punkt p € E" ma sens geome-
tryczny i jego wspotrzedne afiniczne zaleza od wyboru punktu poczatkowego
O oraz bazy w stowarzyszonej przestrzeni liniowej V. Wyboér bazy w V"
oznacza, ze wektor v = ). x' E; zostaje utozsamiony z punktem—wektorem
r = (2') € R", apunkt p =0 +v =0 +x w E" jest reprezentowany przez
punkt z w R". Zmiana bazy w V" powoduje, ze teraz v = Y, 2" E} i punkt p
jest reprezentowany przez r’ = (x’i); jest to ortogonalna transformacja wspot-
rzednych afinicznych. Mozemy wyj$¢ poza transformacje liniowe i wspotrzedne
afiniczne, zastepujac je dowolnymi wspolrzednymi. W danym obszarze w E"
wprowadzamy krzywoliniowy uktad wspotrzednych, czyli dokonujemy dowolnej
transformacji wspdtrzednych; jest to jedna z najczestszych operacji matema-
tycznych w geometrii, fizyce i technice. Transformacja ta oznacza, ze obszar
w E", reprezentowany przez pewien obszar w stowarzyszonej przestrzeni R",

14 Geometrycznie, przez uktad wspotrzednych kartezjarniskich rozumiemy tu, zgodnie z rozpo-
wszechnionym zwyczajem, uklad prostoliniowy prostokatny. Natomiast podrecznik M. Starka Geo-
metria analityczna, PWN, Warszawa 1967, s. 57, nazwa ,wspélrzedne kartezjanskie” obejmuje
wszystkie uklady prostoliniowe, czyli zaréwno prostokatne, jak i ukosnokatne.
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po transformacji jest reprezentowany przez inny obszar w R”, bedacy dyfeo-
morficznym obrazem pierwszego. Jesli dyfeomorfizm ten nie jest liniowy, to nie
mozna go interpretowaé¢ jako zmiany bazy w przestrzeni stowarzyszonej; nie
jest to tez transformacja wspotrzednych punktu w R™, bo nie ma ona sensu.
Transformacja wspolrzednych jest odwzorowaniem punktéow w R™ bedacych
roznymi reprezentacjami punktu w E”. We wspoétrzednych krzywoliniowych
wektorowa struktura przestrzeni E™ staje sie niejawna, bowiem teraz relacja
miedzy punktem p i reprezentujacym go punktem x’ w R™ nie ma postaci
p = O+2z'. Aby czytelnie rozrézni¢ oba rodzaje wspotrzednych, bierzemy dwa
egzemplarze (co nie jest konieczne) przestrzeni R": R™ = {(z")}, ktora traktu-
jemy jako przestrzeni stowarzyszona z E" oraz R'" = {(2/%)}, i,k =1,...,n.
Niech U ¢ R" i V C R’ beda zbiorami otwartymi i niech f : V — U
bedzie dyfeomorfizmem. Odwrotny dyfeomorfizm f~! przyporzadkowuje kaz-
demu punktowi x € U jego przeciwobraz z’ € V, 2/ = f~!(x). Wspolrzedne
kartezjariskie punktu z’ sg wspotrzednymi krzywoliniowymi punktu p € E™
wyznaczonego przez punkt poczatkowy O i wektor x, p = O 4+ x. Ujmuje to:

DEFINICJA 1.8. Krzywoliniowym uktadem wspdtrzednych w otwartym
zbiorze O + U w E" nazywamy gladki dyfeomorfizm f zbioru V := f~1(U)
na U. Obszar V jest dziedzing krzywoliniowego uktadu wspoltrzednych.

Niech punkt zp w U ma wspolrzedne kartezjaniskie a',a?,...,a". Geome-
trycznie oznacza to, ze n hiperptaszczyzn wspotrzednych (majacych wymiar
n—1), danych kolejno rownaniami ! = a', 2? = a?, ..., 2" = a", przecina sie
w punkcie g (rys. 1.2). Podobnie punkt 2 w V' ma wspolrzedne b*, 0%, ..., b",
gdy hiperplaszczyzny wspotrzednych o réwnaniach 2/ = bl, ..., 2™ = b", prze-
cinaja sie w tym punkcie. Niech zg = f(x}). Wtedy a’ = fi(b',b%,...,b"), czyli
wspolrzedne kartezjaiiskie punktu pg = O + x¢ sa funkcjami jego wspolrzed-
nych krzywoliniowych b', ..., b". (Oczywiscie py nie wyraza sie przez O + x|,
bo wektory x’ nie wyznaczaja struktury afinicznej). W ogdlnosci transformacja
wspolrzednych ma posta¢ z¢ = fi(z't, x?,...,2'™) — wspolrzedne ,stare” sa
funkcjami ,nowych” wspotrzednych. W praktyce czesto transformacje wspot-
rzednych wyraza sie za pomoca odwzorowania f~!, wtedy nowe wspolrzedne
sa funkcjami starych.

Dyfeomorfizm f przeksztatca hiperpltaszczyzny wspotrzednych w obszarze
V' w zakrzywione hiperpowierzchnie w U (na rys. 1.2 powierzchnie te sg zazna-
czone liniami przerywanymi). Stad bierze sie nazwa ,wspo6trzedne krzywolinio-
we”. Sg one powierzchniami staltych wartosci wspotrzednych krzywoliniowych
x'*. Powierzchnie o réwnaniach 2% = b, k = 1,... n, przecinaja sie w punkcie
xo, Wyzhaczajac geometrycznie wspodlrzedne krzywoliniowe punktu pg.

Transformacja wspotrzednych musi byé odwracalna, musi wiec by¢ home-
omorfizmem. Poniewaz w R" chcemy mie¢ mozliwo$é swobodnego rézniczko-
wania rozmaitych funkcji i transformacja wspolrzednych nie moze tego po-
psu¢, wymagamy, by ten homeomorfizm byt dyfeomorfizmem (zwykle gtad-
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kim). Zwykle transformacja wspohrzednych ma prosta interpretacje geome-
tryczna, np. w R3 najczestsza transformacja jest przejécie do wspdtrzednych
sferycznych:

x=rsinfcosp, y=rsinfsingy, z=rcosb,

gdzier > 0,0 <0 < il < ¢ < 27 (zgodnie z konwencja przyjeta w fizyce, kat
0 = 0 na dodatniej potosi Oz, w literaturze matematycznej czesto definiuje sie
kat biegunowy jako ¢’ = nt/2 —0). Ponizej omawiamy dokladnie transformacje
do wspotrzednych biegunowych na plaszczyznie.

Dla kazdego obszaru U C R istnieje dowolnie wiele dyfeomorfizméw na
inne obszary i kazdy z nich definiuje inny krzywoliniowy uktad wspoétrzednych
w obszarze O + U w E". Mozemy zatem dowolnie zmienia¢ te uktady i kaz-
da taka zmiane nazywamy transformacjg miedzy krzywoliniowymi uktadami
wspdtrzednych. Ustalamy jej postaé. Bierzemy trzy egzemplarze przestrzeni R
i po jednym obszarze w kazdym z nich, U C R" = {(z%)}, V C R"™ = {(z")}
oraz W C R"" = {(2"%)}. Zbiér U wyznacza, jak poprzednio, wspolrzedne
kartezjanskie w O + U i jest dyfeomorficznym obrazem obszaréow V i W, czyli
istnieja dyfeomorfizmy f i g takie, ze U = f(V) i U = g(W). Dyfeomorfizmy
te wyznaczaja krzywoliniowe uktady wspotrzednych w O 4+ U o dziedzinach
odpowiednio V' i W. Oznacza to, ze punkt p = O + z ma wspolrzedne kar-
tezjaniskie x = (z') oraz wspolrzedne krzywoliniowe (2) = (f~!(z))" oraz

@) = (g7 @)

DEFINICJA 1.9. Transformacjg miedzy krzywoliniowymi uktadami wspot-
rzednych f i g nazywamy dyfeomorfizm h = g~!o f obszaru V na obszar W.

Odwzorowanie h jest dyfeomorfizmem jako ztozenie dwu dyfeomorfizmoéw,
obszarem ,posredniczgcym” jest tu U. Analitycznie zmiane wspélrzednych
punktu p zapisujemy z” = h(z') = g~ '(x) = g '(f(z')), a stad dostajemy
h = g=' o f. Zgodnie z przyjeta konwencja macierz Jacobiego i jej jakobian
definiujemy dla odwzorowania odwrotnego h™* = f~! o g, jest to macierz
(0x'/0x'). Jest ona nieosobliwa jako iloczyn dwu macierzy Jacobiego odpo-
wiadajacych dyfeomorfizmom f i g, co wynika z reguty rézniczkowania funkcji
zlozonych,

ox'" " 9zt Oz

oz — Ox* Ox'"i’

W praktyce mamy czesto do czynienia z problemem: w obszarze V' zmiennych
(") mamy ciag n funkcji " = h'(z"7) odwzorowujacych V w pewien obszar
W czy funkcje te wyznaczaja nowy krzywoliniowy uktad wspotrzednych z dzie-
dzing W? Zgodnie z definicja 1.9 odwzorowanie to musi by¢ dyfeomorfizmem.
Ustalamy to sprawdzajac, czy spelnione sa zalozenia twierdzenia o funkcji
odwrotnej. (Twierdzenie to podalismy dla odwzorowarni klasy C*, lecz ma ana-
logiczne sformulowanie dla klasy C* z dowolnym k > 1.) Zwykle okazuje sie,
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