Przedmowa

Podrecznik ten jest znacznym rozwinieciem wykltadow, jakie w Uniwersyte-
cie Jagielloniskim prowadzilem przez wiele lat dla studentéw astronomii i przez
kilka lat dla studentow fizyki. Wielka kariera rachunku tensorowego zaczeta sie
z powstaniem teorii wzglednosci. Obecnie stal sie on niemal uniwersalnym apa-
ratem matematycznym fizyki i wykroczyl poza jej wlasciwy obszar, znajdujac
zastosowania w najszerzej pojetej mechanice osrodkéw ciaglych. Z tego powo-
du adresuje podrecznik do szerokiego kregu odbiorcow: fizykoéw, astronoméw,
geofizykow oraz studiujacych hydrodynamike i teorie sprezystosci (i nie wyrdz-
niam teorii wzglednosci). Ze wzgledu na to, ze adresuje go do czytelnikow sto-
sujacych rachunek tensorowy w rozmaitych dzialach nauk $cistych, nie podaje
zadnych zastosowan, kazdy bowiem wyboér bytby arbitralny i sugerowalby, ze
ten obszar zastosowan jest najistotniejszy. Czytelnik sam zorientuje sie, gdzie
analize tensorows nalezy stosowaé, np. rozpozna, ze gdy rownania Newtona
wyrazajace druga zasade dynamiki zapisze si¢ we wspotrzednych krzywolinio-
wych, takich jak sferyczne, to pochodng zwyczajnag wzgledem czasu trzeba
zastapi¢ pochodng absolutna.

Ksiazka ta ma spelnia¢ dwa cele. Po pierwsze, jest podrecznikiem, co uza-
sadnia jej duza objetosé: daje studentowi sporo objasnieni i komentarzy, przez
co treéé¢ nie jest zbyt skondensowana. Po drugie, majac podrecznikowy, czy-
telny charakter, jest monografig dla bardziej zaawansowanych uzytkownikéw,
bowiem znaczna czes§¢ materiatu, zwlaszcza w rozdziatach 4, 5 i 6 oraz wigk-
sz0$¢ rozdzialu 7, jest tym uzytkownikom potrzebna, a zarazem dostepna tylko
w wysoce specjalistycznej literaturze i po polsku ukazuje sie po raz pierwszy.

Znaczenie rachunku tensorowego kontrastuje z luka na polskim rynku wy-
dawniczym. Ostatnie ksigzki na ten temat ukazaty sie ponad czterdziesci lat
temu i sa trudno dostepne. Po nich wydano kilka podrecznikéw teorii wzgled-
nosci zaczynajacych sie od zwiezlego wyktadu analizy tensorowej ukierunko-
wanego na teori¢ FEinsteina, zwykle niekompletnego — korzystaja wiec z niego
tylko fizycy relatywisci. Co wiecej, klasyczne podreczniki rachunku tensorowe-
go sa przestarzale w sformutowaniu jego podstaw i nie pasuja do kursu analizy
matematycznej na politechnikach i uniwersytetach (nauki fizyczne), a tym bar-
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dziej odstaja od wyktadéw dla studentéw matematyki. To jest gtowny powod
napisania tego podrecznika.

Rachunek tensorowy jest metoda analityczna geometrii rézniczkowej, jest
zatem kwestiag konwencji, a przede wszystkim gustu autora, ile w ksiazce be-
dzie geometrii, a ile samych tensoréw. Aby unikngé¢ nieporozumieni, podkre-
glam, ze jest to podrecznik analizy tensorowej, a nie zastosowan geometrii
w naukach fizycznych. O geometrii méwie wiec tyle, ile potrzeba, by pokazaé
moc i uzytecznosé tej analizy. Jesli chodzi o poziom abstrakcji i nowoczesnosci,
to przyjatem tutaj etap posredni miedzy nowoczesna geometria formutowang
bez uzycia wspolrzednych a klasycznym podejsciem do tensoréw, w ktorym
wszystko wyraza si¢ za pomoca sktadowych. Ujecie klasyczne okazato sie, po
niemal stu latach uzywania tensoréw, bardziej praktyczne, lecz trudno w nim
wyrazié, czym wlasciwie jest tensor i w jakich przestrzeniach istnieje. Tego
dostarcza ujecie nowoczesne.

Tradycyjnie moéwi sie, ze tensor dziala w n—wymiarowej przestrzeni Rie-
manna lub przestrzeni niemetrycznej. Chce pokazaé¢ ogromne bogactwo tych
przestrzeni i dlatego przeznaczylem caly obszerny rozdzial na zdefiniowanie
i przedstawienie rozmaitosci rézniczkowych. Wektor definiuje jako operator
rozniczkowy dzialajacy w przestrzeni funkcji gtadkich na rozmaitosci, bo to
pozwala zrozumie¢ wiele rzeczy i jest naturalne nie tylko dla fizykéw zaznajo-
mionych z mechanika kwantows. Z doswiadczenia wiem, ze przejécie od czy-
sto algebraicznego pojecia wektora do obiektu geometrycznego w przestrzeni
stycznej sprawia wielu uczacym sie trudnosci i omawiam te kwestie bardzo
szczegdlowo.

Definicje i podstawowe twierdzenia podaje w jezyku geometrii, natomiast
wiekszos¢ rachunkéw najprodciej jest prowadzié dla sktadowych tensoréw. Caty
wyklad algebry i analizy tensorowej prowadze od podstaw, bez zaktadania
jakiej$ znajomosci przedmiotu u czytelnika.

Styl tej ksiazki rézni sie od rozpowszechnionego i przez wiele lat modne-
go, suchego i skrajnie lakonicznego stylu prezentacji matematyki nowoczesnej;
w niektoérych miejscach tekst moze sie wydaé przegadany. Nie przestrzegatem
rowniez zasady, by jakas informacje podawaé tylko raz, jest tu szereg powto-
rzen, co z pewnego punktu widzenia jest mniej eleganckie, za to utatwia lekture
czytelnikowi. Ponadto niektére zagadnienia omawiam z paru réznych punktow
widzenia, np. przestrzen izotropowa definiuje i opisuje na trzy rézne sposoby,
a potem jej wlasnosci wyrazam jeszcze za pomoca wektoréw Killinga.

Wielkim nieobecnym sg tu formy rézniczkowe. Wywodza sie z rachunku
tensorowego, a obecnie sg niezaleznym i rozbudowanym aparatem geometrii
rozniczkowej, majacym szerokie zastosowania w calej matematyce i fizyce.
Umieszczanie ich w ksiazce o analizie tensorowej byloby wiec niewtasciwe,
nie méwiac o tym, ze ogromnie powiekszytoby jej objetosé. Formy rézniczko-
we w R" sg obecnie przedstawione w standardowych podrecznikach z analizy
matematycznej, a dla form na rozmaitosciach istnieje znakomita ksigzka Flan-
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dersa, ktora zupelnie sie nie zestarzata, mimo ze zostata napisana w 1963 r.
(polskie wydanie ukazato sie w 1969 r.). W konsekwencji zrezygnowaltem z po-
dawania twierdzen catkowych, ktére obecnie formuluje si¢ za pomoca form réz-
niczkowych. Zrezygnowaltem réwniez z jezyka wiazek, gdyz poza sama geome-
trig ich praktyczne zastosowania sg niewielkie. Sporo miejsca za to poswiecam
pochodnej Liego ze wzgledu na jej zwiazek z wielkosciami zachowywanymi.

Dla profesjonalnego matematyka przedstawiony tu wyktad jest momentami
zbyt drobiazgowy, ogbélnie za mato zalgebraizowany i za malo Scisty. Ze Scisto-
$ci zrezygnowalem $wiadomie tam, gdzie przystania jasnos¢ wywodu i gdzie
fachowiec jest w stanie bez trudu ja przywréocié¢. Przyjmuje tez za intuicyjnie
oczywiste istnienie pewnych obiektéw i ich wlasnodci tam, gdzie matematyk
niebanalnym rozumowaniem tego istnienia dowodzi. Staralem si¢ natomiast,
w miare mozno$ci, przestrzegaé Scistosci w kwestiach, gdzie intuicja zawodzi:
w konstruowaniu rozmaitosci rézniczkowych, definiowaniu wektoréw, odwzoro-
wan stycznych i pochodnej Liego oraz paru innych miejscach. Chce daé czytelni-
kowi rozumienie, a nie tylko technike rachunkowa. By¢ moze i dla matematyka
interesujace bedzie zobaczyé¢, jak wiele mozna zasadnie osiagnaé za pomoca
niewielkiej tylko czesci poteznego aparatu abstrakcyjnej geometrii rézniczkowe;j.

Zaktadam, ze czytelnik zna analize matematyczng w przestrzeni euklide-
sowej na poziomie standardowego wykltadu na politechnice lub uniwersytecie
na kierunkach $cistych (lecz nie na matematyce); przede wszystkim znajomosé
rachunku rézniczkowego funkcji wielu zmiennych i podawanych w ramach ta-
kiego wyktadu najbardziej elementarnych poje¢ topologii. Zakladam, ze ma
standardowsa wiedze z algebry liniowej: macierze, wyznaczniki, uktady réwnan
liniowych, przestrzenie liniowe i ich odwzorowania. Zadan jest niewiele, poda-
je natomiast sporo szczegdlowo przeliczonych przykladéw i czytelnik moze je
traktowaé jak zadania rozwiazane.

Pragne podzickowaé przede wszystkim dr Wojciechowi Jurczakowi, Mar-
cinowi Sobocitiskiemu i Dorocie Krochmalczyk, lekarzom z Kliniki Hematolo-
gii Uniwersytetu Jagielloniskiego. Bez ich aktywnego dziatania ta ksiazka na
pewno nie powstalaby. Milym obowiazkiem jest wyrazenie wdziecznosci za
wyjasnienia i wskazowki matematykom z Uniwersytetu Jagielloriskiego, Zofii
Denkowskiej i Adamowi Janikowi oraz Zdzistawowi Pogodzie, ktéry objasniat
mi zawilosci klasyfikacji rozmaitosci i podawal materiaty o historii geometrii.
Andrzejowi Derdzinskiemu z Ohio State University zawdzieczam informacje
o przestrzeniach, do ktérych stosuje sie twierdzenie Bochnera. Wyrazy podzie-
kowania kieruje do obu recenzentéw, ktoérych uwagi umozliwity mi usuniecie
szeregu niedostatkoéw tekstu. Na koniec pragne docenié¢ starania zony, ktéra
wielokrotnie wymuszala poprawienie stylu i jasnos$ci wyktadu.

Uniwersytet Jagiellonski

i Centrum Kopernika

Badan Interdyscyplinarnych,
Krakow, styczen 2010 r.
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1. Preliminaria

1.1. Przestrzen i czasoprzestrzen w matematyce

Najwazniejsza przestrzenia, z jaka wszyscy mamy do czynienia, jest czaso-
przestrzen. Najbardziej elementarnym i niezbednym skltadnikiem opisu dowol-
nego zjawiska fizycznego jest podanie, gdzie i kiedy zaszto. Zbior wszystkich
miejsc i momentéw zdarzen, ktoére traktujemy jako punktowe, czyli nie przy-
pisujemy im rozciagtosci przestrzennej ani czasowej, tworzy czasoprzestrzern.
Intuicja psychologiczna i tradycja kulturowa odrézniaja czas od przestrzeni.
Czas to nastepstwo zdarzei, natomiast przestrzen jest zbiorem réwnoczesnych
polozen wszelkich cial materialnych, przy czym istotne sa tylko wzajemne re-
lacje tych potozen, niezalezne od fizycznych wlasnosci cial. Dopiero nowozytna
fizyka wykazata istnienie gltebszego, a nie tylko powierzchownego zwigzku czasu
i przestrzeni i pomimo intuicyjnej odrebnosci ztaczyta je w jeden obiekt fizycz-
ny. Wedlug teorii wzglednosci czas i przestrzen sa jedynie pewnymi aspektami
tego obiektu, ktéry matematycznie modelowany jest za pomoca czasoprze-
strzeni, a ta jest pewnego rodzaju przestrzeniag matematyczng. W tej ksigzce
bedziemy stosowaé jednolite podejscie do wszystkich przestrzeni i tylko tam,
gdzie jest to konieczne, bedziemy wskazywaé odmienno$é czasoprzestrzeni od
pozostalych przestrzeni uzywanych w matematyce i innych naukach $Scistych.

Fizyczna przestrzeni, ktora postrzegamy zmystami, stata sie prototypem
bardzo ogdlnego i fundamentalnego dla catej matematyki pojecia przestrze-
ni abstrakcyjnej. Najblizsza intuicji jest przestrzen euklidesowa E™, o ktorej
przez dlugi czas sadzono, ze jest jedyna mozliwa przestrzenia w geometrii,
a w przypadku trzech wymiaréw przedstawia przestrzen fizyczna. Dopiero
w XIX wieku pojawity sie przestrzenie nieeuklidesowe. Z algebry znane jest
pojecie przestrzeni liniowej, czyli wektorowej. Jej elementami nie sa punkty
pojmowane geometrycznie, lecz wektory okre$lone jedynie wlasnosciami al-
gebraicznymi — mogg to zatem by¢ bardzo odmienne obiekty matematycz-
ne. Ten fundamentalny fakt, ze z punktu widzenia algebry wektor nie musi
by¢ strzatka taczaca dwa punkty w E", sprawil, ze w analizie matematycznej
wprowadzono bardzo wazne pojecie przestrzeni funkcyjnej, ktorej elementa-
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mi (wektorami) sa funkcje o okreslonych wtasnosciach, np. L?(a,b) jest prze-
strzenig liniows, funkcji rzeczywistych catkowalnych z kwadratem na odcinku
[a, b] osi liczbowej. W ten sposob powstala analiza funkcjonalna, w ktorej bada
sie abstrakcyjne przestrzenie wektorowe majgce nieskoiiczenie wiele wymiarow
i niedajace sie przedstawié¢ graficznie.

Uogodlnienie pojecia przestrzeni poszto nie tylko w kierunku wektorowych
przestrzeni funkcyjnych. Drugi kierunek, ktéry nas tu bardziej interesuje, wy-
chodzi ze spostrzezenia, iz przestrzen euklidesowa jest przestrzenia liniowa,
a powierzchnie w E? — takie jak sfera, torus, elipsoida, hiperboloida itp. —
przestrzeniami wektorowymi juz nie sa. (Suma dwoch wektorow na plaszczyz-
nie jest wektorem lezacym na niej, natomiast nie jest wcale oczywiste, jak
zdefiniowa¢ wektory lezace na sferze. Gdyby sfere zdefiniowa¢ w E? jako zbior
wektoréw jednakowej dtugosci zaczepionych w jej $rodku, to suma dwu takich
wektorow wyjdzie poza nia). Tradycyjnie do czaséw Riemanna powierzchnie
i hiperpowierzchnie (czyli powierzchnie o wymiarze wyzszym niz 2) pojmowa-
no jako podzbiory przestrzeni euklidesowej E™. Takie ujecie zwykle nie jest
najwygodniejsze w konkretnych rozwazaniach, a nawet okazalo sie utrudnie-
niem w badaniach pewnych przestrzeni. Mocnym argumentem przeciwko te-
mu ujeciu jest einsteinowska ogdlna teoria wzglednosci: wedtug niej fizyczna
czasoprzestrzen moze by¢ modelowana jako 4—wymiarowa hiperpowierzchnia
w pewnej 10—wymiarowej przestrzeni wektorowej (przestrzeni Minkowskiego),
lecz ta zanurzajaca ja przestrzein fizycznie nie istnieje. Czasoprzestrzen istnie-
je fizycznie sama w sobie, jako samodzielna przestrzenn geometryczna, nie zas
jako hiperpowierzchnia w przestrzeni o wiekszej liczbie wymiaréw. Na potrze-
by zaréwno fizyki, jak i samej geometrii podano ogé6lng definicje przestrzeni
geometrycznej, ktora nie jest liniowa i ktora traktuje wszystkie mozliwe (zna-
ne i nieznane) hiperpowierzchnie w E" jako samodzielne przestrzenie, i $cisle
ujmuje to, co intuicyjnie nazywamy powierzchnia zakrzywiona.

Najogolniejszego, dajacego fundament dla niemal calej matematyki poje-
cia przestrzeni dostarcza topologia. Wprowadza ona przestrzern topologiczng,
bedaca rodzina (zbiorem) zbioréw otwartych. Wszystkie przestrzenie liniowe
w algebrze, funkcyjne w analizie i ,,geometryczne” w geometrii sg przestrze-
niami topologicznymi. Poniewaz wyboér zbioréw otwartych w danym zbiorze
punktéw jest w duzej mierze arbitralny, roéznice miedzy odmiennymi prze-
strzeniami topologicznymi moga by¢ ogromne. Sposroéd nich wybieramy klase,
dos¢ waska z punktu widzenia topologii, tych przestrzeni, ktére lokalnie sa
homeomorficzne! z kawalkami przestrzeni R"; z punktu widzenia zastosowan
w samej matematyce i naukach przyrodniczych klasa ta jest bardzo szeroka.
Sa to rozmaitosci réziniczkowe (rézniczkowalne). One wlasnie sa ,przestrze-
niami”’, w ktérych bedziemy uprawia¢ analize tensorows. Jeden z gléwnych
programéw badawczych fizyki dotyczy sformutowania fundamentalnych teorii
fizycznych na odpowiednich rozmaitosciach rézniczkowych. Rozmaito$ciami sa

I Homeomorfizm definiujemy w podrozdz. 1.5.
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tez przestrzenie pojawiajace sie w innych naukach $cistych i technicznych. Tu
podamy uproszczong definicje rozmaitosci, nieodwotujaca sie bezposrednio do
topologii.

1.2. Wektory na rozmaitosci

Pierwszym krokiem jest przeniesienie znanej nam analizy wektorowej w li-
niowej przestrzeni R™ na dowolng rozmaitosé, ktora jest ,zakrzywiona”, tj. nie-
liniowa. Pojecie wektora pochodzi z geometrii analitycznej, a jego prototypem

jest odcinek skierowany PQ w E" laczacy punkt poczatkowy (zaczepienia) P
z punktem koncowym (). Mamy dwa rodzaje wektorow: wektory zaczepione
w punkcie poczatkowym oraz wektory swobodne — reprezentowane przez calg

klase rownowaznosci [PQ] odcinkéw skierowanych. W obu wypadkach wektor
jest wyznaczony przez pare (lub nieskoniczony zbiér par) punktow w E™. To
okreslenie wektora jest niewystarczajace dla wiekszosci probleméw geometrii,
nauk Scistych i techniki. Wektor predkosci v planety (traktowanej jako punkt
materialny) jest zaczepiony w punkcie P orbity, w ktérym w danej chwili pla-
neta sie znajduje, a punkt koricowy @) jest nieokreslony i fizycznie nie ma sensu.
To, ze wektor v nie jest odcinkiem skierowanym, widaé z faktu, ze nie zgadza-
ja sie wymiary?. Wspohrzedne (kartezjanskie) maja wymiar dlugosci i ten sam
wymiar ma odcinek skierowany, a wiec rézny od wymiaru predkosci. Wektor
predkosci (i kazdej innej wielkosci fizycznej) jest jedynie proporcjonalny do
pewnego odcinka skierowanego, a wspotczynnik proporcjonalnosci jest wiel-
koscia wymiarowa i ma dowolna warto$¢. Rzeczywiscie, z definicji predkodci
piszemy v = Ax/At, gdzie Ax jest odcinkiem skierowanym od polozenia pla-
nety w chwili ¢ do potozenia w chwili ¢ + At, ale poniewaz (infinitezymalny)
interwal At jest dowolny, ten sam zatem wektor v dostajemy, biorac wielkosci
aAx i aAt, gdzie a # 0 jest dowolng liczbg. Ta niezgodno$é wymiaréw sygna-
lizuje, ze na ogo6l wektor nie lezy w tej przestrzeni, w ktorej jest zaczepiony.
Zauwazmy natomiast, ze wektor predkosci jest zdefiniowany jako wektor stycz-
ny do krzywej (trajektorii planety). Jest to wlasnosé ogolna: wektory bedziemy
definiowa¢ jako obiekty styczne do krzywych na rozmaitosci, czyli okreslone
przez kierunek prostej stycznej. Tym samym dany wektor jest zwigzany z jed-
nym punktem przestrzeni — wybranym punktem stycznosci.

W przestrzeni zakrzywionej, np. na sferze, wektor w ogole nie moze by¢
odcinkiem prostej zlozonej z punktéw tej przestrzeni, gdyz nie ma tam linii
prostych i strzaltka by sie wygieta. Wynika stad, ze wektor na sferze — nazywa-

2Terminem ,wymiar” okreslamy dwa odrebne pojecia. W matematyce wymiar (lub liczba wymia-
réw) to liczba wspolrzednych niezbednych do jednoznacznego zdefiniowania punktu w przestrzeni,
wymiar przestrzeni R™ jest zatem réwny n. W naukach $cistych wymiar (lub miano) wielkosci fi-
zycznej to wyrazenie jej w postaci iloczynu poteg jednostek wielkosci podstawowych, czyli dlugosci
L, czasu T i masy M; predkos¢ ma wymiar L/T.
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my go wektorem stycznym (w danym punkcie) do sfery — nie nalezy do niej,
lecz do innej przestrzeni, zwanej przestrzeniq styczng (w tym punkcie) do sfery.
Przestrzen styczna jest zbiorem wektoréw stycznych w jednym punkcie do sfe-
ry, jest wiec przestrzenia liniowa, gdyz wektory zaczepione w tym samym punk-
cie mozna dodawaé. Jak zobaczymy dalej, przestrzen styczna przedstawiamy
graficznie jako plaszczyzne styczna w danym punkcie do sfery. Przedstawienie
to nie jest matematycznie w petni Sciste, bowiem przestrzen styczna jest tylko
przestrzenia wektorowa (w przypadku sfery dwuwymiarowa), natomiast ptasz-
czyzna styczna jest (jak kazda przestrzen E™) euklidesowa przestrzenia afinicz-
ng. Co wiecej, ptaszczyzny styczne do sfery na ogot sie przecinaja, a wektorowe
przestrzenie styczne z definicji nie moga sie przecinaé, poniewaz réwnosé¢ dwu
wektoréw zaczepionych w réznych punktach nie jest okreslona.

W  przypadku rozmaitosci bedacych przestrzeniami liniowymi (E",
przestrzen Minkowskiego® szczegdlnej teorii wzglednosci itp.) przestrzen stycz-
na nakltada sie na rozmaitosé¢ i stad bierze sie przekonanie — uksztaltowane
w przestrzeni fizycznej utozsamianej niegdy$ z E? — Ze wektory lezg na samej
rozmaito$ci.

Kluczowe jest pojecie wektora w jednym punkcie rozmaitosci. W nastep-
nym kroku wprowadza sie gltadkie pola wektorowe, tj. z kazdym punktem roz-
maitosci (lub pewnego jej obszaru) stowarzysza sie jeden wektor w taki spo-
sob, by wektory te zmienialy sie gtadko przy przejsciu do sasiednich punktow.
Przyktadéw poél jest mnostwo: natezenie jednorodnego pola grawitacyjnego
przy powierzchni Ziemi, zmienne w przestrzeni (i wolno w czasie) natezenie
pola grawitacyjnego w obszarze Ukladu Stonecznego, rozmaite pola elektrycz-
ne i magnetyczne, pole predkosci wody w bystrym strumieniu gérskim, pole
predkosci planety wzdluz jej trajektorii. W R™ obliczanie pochodnych po-
la wektorowego przebiega podobnie jak funkcji rzeczywistych: rézniczkuje sie
oddzielnie kazda sktadows wektora. Na rozmaitosci, ktéra nie jest przestrzenia
liniows, tak postepowaé¢ nie mozna — okazalo sie, ze podanie zadowalajacej
definicji pochodnej pola wektorowego bylo najwieksza trudnoscia analizy ten-
sorowej i zajeto wiele lat. Pojawia sie tu nowa wielko$é: koneksja afiniczna. Jej
wlasnosci stanowia tresé rozdziatu 5.

1.3. Tensory

Linie, powierzchnie, figury ptaskie i bryty rozmaitych wymiaréw oraz pola
wektorowe nie wyczerpuja wszystkich obiektéw geometrycznych, jakie mozna
i trzeba skonstruowaé¢ w przestrzeniach euklidesowych i ogélniejszych. Pola
elektryczne i magnetyczne sa czeSciami jednego obiektu fizycznego — pola
elektromagnetycznego — ktére powinno by¢ opisane jednym tworem matema-

3Terminy ,,przestrzen Minkowskiego” i ,,czasoprzestrzern Minkowskiego” sa synonimami. Ten drugi
jest uzywany czesciej w literaturze fizycznej.
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tycznym. Jednak jedno pole wektorowe nie wystarczy i musimy wprowadzi¢
twor ogdlniejszy, antysymetryczny tensor natezenia pola elektromagnetyczne-
go okreslony w czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Ten i wiele innych waz-
nych w zastosowaniach tensoréw mozna przedstawi¢ jako macierze kwadratowe
o wymiarze rownym wymiarowi przestrzeni, w ktorej sa okreslone. Za pomoca
takich tensorow (Scislej — pol tensorowych) opisujemy naprezenia w skoru-
pie ziemskiej (zmienne w momencie trzesienia ziemi), rozmieszczenie gestosci
energii, pedu i ci$nienia w ptynacej cieczy (huragan lub fale morskie) oraz wta-
snosci optyczne krysztatow. W samej geometrii okreslenie iloczynu skalarnego
wektorow i odlegtosci punktow bliskich wymaga wprowadzenia symetrycznego
tensora metrycznego, ktory tym samym staje sie fundamentalnym obiektem
geometrycznym dla danej rozmaitosci. Sa tez tensory bardziej ztozone, naj-
wazniejszym z nich jest tensor krzywizny dla rozmaitosci z koneksja afiniczng.

Tradycyjne podejscie do tensoréw opierato sie na pojeciu obiektu geome-
trycznego, ktéremu nie nadawano precyzyjnej tresci w postaci aksjomatycznej
definicji, lecz jedynie podawano jego wtasnosci transformacyjne przy zmianie
uktadu wspoétrzednych. Podejscie to okazalo sie niezadowalajace i obecnie ten-
sory definiuje sie jako odwzorowania wieloliniowe. W tej ksiazce bedziemy od
czasu do czasu poshugiwaé sie pojeciem obiektu, nadajac mu czysto intuicyj-
ny sens: jest to twoér matematyczny, ktéry ma tres¢ geometryczna, a wiec nie
jest calkowicie zalezny od wyboru uktadu wspoétrzednych. Do obiektéw geome-
trycznych zaliczamy wszelkie figury geometryczne (to, czy punkty przestrzeni
sa obiektami, jest kwestia konwencji), funkcje, odcinki skierowane, wektory,
formy liniowe (odwzorowania wektoréw w liczby), jak rowniez metode przesu-
wania réwnolegtego wektora z jednego miejsca w inne oraz tensory. Tensory sa
takim uogdélnieniem wektoréw i funkcji rzeczywistych, ze rézniczkowanie poél
tensorowych jest jednoznacznie okreslone przez rézniczkowanie wektordw.

Przez rachunek tensorowy rozumiemy zatem analize tensorows na dowol-
nej rozmaitosci rozniczkowej. Najpierw trzeba zdefiniowaé rozmaito$é. Robimy
to za pomoca przestrzeni R". Zaczynamy od przypomnienia potrzebnych tu
wiadomosci z analizy.

1.4. Przestrzenie R™ i E™

W analizie matematycznej wystepuje kilka réznych przestrzeni R" powsta-
jacych przez nakladanie dodatkowych struktur na przestrzenie o mniejszej licz-
bie wtasnosci.

o Arytmetyczna przestrzen R™. Jest to zbior arytmetycznych ciggow n liczb
rzeczywistych, R" = {(z*,2%,...,2") : o' € R}, bez zadnej dodatkowej struk-
tury. Ciagi te nazywamy punktami, a liczby x%, i = 1,...,n, sa wspotrzednymi
punktu x = (z) = (2%, 2?%,...,2") € R". Zbior R" ma strukture iloczynu kar-
tezjanskiego n egzemplarzy zbioru liczb rzeczywistych, R* = R x R... X R,
R!'=R.

Kup ksigzke


http://helion.pl/page354U~rt/e_0j4v_ebook

18 1. Preliminaria

o Wektorowa przestrzeri R™. W R™ wyrdzniony jest punkt 0 = (0,...,0),
naturalne jest wiec nalozy¢ na nig strukture przestrzeni liniowej?*: punkty trak-
tujemy jak wektory. Wektorowa przestrzen R"™ to n—wymiarowa rzeczywista
przestrzen liniowa, ktorej elementami sa ciagi © = (z',...,2"). Operacja li-
niowa az + by, dla a,b € R, daje wektor bedacy ciagiem (ax® + by"). Wspol-
rzedne x' punktu staja sie teraz sktadowymi wektora. Wektor jest tozsamy
z ciagiem swoich sktadowych. Aby mieé¢ zgodno$é¢ z zapisem macierzowym,
przyjmujemy regute, ze sktadowe wektora, zaréwno w R", jak i na dowolnej
rozmaitodci, tworza macierz jednokolumnowq. W tej przestrzeni wprowadza-
my baze naturalng ztozong z n wyréznionych, liniowo niezaleznych wektorow?®
e; = (1,0,...,0)7, e; = (0,1,0,...,0)", ..., e, =(0,...,0,1). W bazie {e;},
i=1,...,n, dowolny wektor z jest kombinacjg liniowa z = Y | z'e;,. Wynika
stad fundamentalne

TWIERDZENIE 1.1. Kazda rzeczywista n—wymiarowa przestrzen liniowa
V™ jest izomorficzna z wektorowa przestrzenia R™. Izomorfizm oznacza tu
wzajemnie jednoznaczne i zachowujace operacje algebraiczne odwzorowanie
liniowe V™ na R". ]

Rzeczywiscie, niech {E;}, i = 1,...,n, bedzie pewna baza wektorowa
w V", czyli kazdy wektor v € V" ma w tej bazie reprezentacje v =Y . | z'E;.
Wprowadzamy odwzorowanie liniowe f : V" — R" zdefiniowane jego dziala-
niem na wektory bazowe®, f(E;) := e;. Wowczas

f) =Y a'f(E) = a'e;=w

i mamy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie v «<» = bedace liniowym
izomorfizmem obu przestrzeni.

e Topologiczna przestrzen wektorowa R™. W liniowej przestrzeni R™ moz-
na wprowadzi¢ topologie, czyli zdefiniowaé rodzine zbiorow otwartych, ktore
tacznie pokrywaja calg przestrzenn. Mozna to zrobié¢ na wiele nieréwnowaznych
sposobéw. W praktyce zawsze wprowadza sie topologie naturalng, w ktorej
pierwotnymi zbiorami otwartymi sa kule otwarte o srodku w dowolnym punk-
cie o = (z§) i o dowolnym promieniu 7 > 0:

kule te nie zawieraja brzegowej sfery. Dowolny zbiér otwarty jest sumag mnogo-

4Terminy ,przestrzen liniowa” i ,przestrzenn wektorowa” traktujemy jak $ciste synonimy.

57e wzgledéw typograficznych bedziemy czasem pisa¢ wektory jako transponowane macierze jed-
nowierszowe; géorny indeks 7' oznacza transpozycje macierzy.
9

SNotacja: symbol ,:=" oznacza definicje, czyli wielko$¢ stojaca po lewej stronie jest definiowana
wyrazeniem po prawej stronie tego symbolu.
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Sciowa skonczonej, przeliczalnej lub nieprzeliczalnej ilosci kul otwartych. Wyni-
ka stad, ze jezeli punkt x nalezy do zbioru otwartego, to zawiera sie w nim wraz
z otaczajaca go kula otwarta o dostatecznie matym promieniu. Nazwanie tej
topologii ,naturalna” nabiera sensu, gdy w liniowej przestrzeni R"™ wprowadzi
si¢ iloczyn skalarny i w konsekwencji norme wektora. (Pojecia te s historycz-
nie wezesniejsze i bardziej intuicyjne od abstrakcyjnego zbioru otwartego).

o Wektorowa przestrzen euklidesowa R™. Jest to topologiczna przestrzen
wektorowa R", w ktorej wprowadzamy euklidesowy iloczyn skalarny, czyli od-
wzorowanie pary wektorow na liczbe rzeczywista, dany wzorem

(x,yy =x-y:= inyi =z'yt + 2% + ..+ 2"y
i=1

Iloczyn ten ma wtasnosci:

—z-y =y,
— jest liniowy w kazdym argumencie,
—x-x>0oraz x - x = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z =0 = (0,...,0). (E)

lloczyn skalarny okresla norme (dtugosé) wektora”

]l = v/ (2, 2) =

oraz odlegloéé¢ punktow x i y:

d(z,y) = ||lz -yl =

Dla dowolnych wektorow w R™ zachodzi nierdwnosé Cauchy’ego—Schwarza

(@-y)* < =l - [lyl%,

a z niej wynika nier6wnos¢ bedaca szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci Min-
kowskiego:
o+ yll < flzll + llyll.

Aby udowodnié¢ pierwsza nieréwnosé, bierzemy dwa dowolne wektory z i y
oraz dowolng liczbe A € R. Woéwczas zachodzi

(@ +Ay) - (@ + M) = [yl*A* + 22 yA + [l=]*.

7Zaleznie od wygody wektory tej przestrzeni bedziemy oznaczaé z, a ich dlugosé [|z]] albo pismem
pogrubionym x i ich dtugosé |x|.
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