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Ciekawe zadania z matematyki - zbidr zadan dla zainteresowanego matematykg licealisty

Wstep

Zbiér zadan, ktéry prezentujemy czytelnikowi nie jest typowym zbiorem dla
konkretnej klasy w liceum. Jest to ksigzka przeznaczona dla dociekliwego ucznia bez
wzgledu, do ktérej klasy uczeszcza. Po ksigzke powinien siegng¢ réwniez nauczyciel
matematyki, ktéremu zalezy na tym, aby lekcje nie byly monotonne a przedmiot
wciggnat stuchacza.

Do rozwigzania wiekszosci zadan nie trzeba perfekcyjnego opanowania teorii,
zresztg nie teorie zadania majg sprawdzi¢. Potrzebny jest tu pewien spryt, otwarty
umyst i cos, co na pdzniejszym etapie nauki nazywa sie ,kulturg matematyczng”. Nie-
zbedna teoria, ktérej nie ma w programie nauczania, zostanie wytozona przy okazji.
Do rozwigzan proponujemy zajrze¢ dopiero po zakonczonych sukcesem lub nie, pro-
bach wiasnych. Oczywiscie wszystkie zadania sa w zbiorze rozwigzane. Zadania po-
siadajg rozny stopien trudnosci. Sg tu zadania zupetnie proste, jak rowniez catkiem
skomplikowane, poziomu olimpiad matematycznych czy egzaminéw. Zrezygnowano
z oznaczania zadan trudniejszych gwiazdkami i celowo przemieszano je z zadaniami
tatwiejszymi. Wychodzimy z zatozenia, ze wszystko co utozy cziowiek, inny cziowiek
potrafi rozwigzac i w Swietle tej prawdy wszystkie zadania wydajg sie tatwe.

Autor dotozyt wszelkich staran, zeby pokazal rozwigzania kompletne i w miare
proste. Jezeli czytelnik odnajdzie inny sposdb, by¢ moze bardziej elegancki i zechce
sie nim podzieli¢ z autorem, zyska ogromng wdziecznos¢ korzystajgcych z kolejnych
wydan tej ksigzki. Do takiego wspdtzawodnictwa bardzo zachecamy, wszelkie uwagi
prosimy kierowac¢ na adres:

ksiazki2017@gmail.com

Mariusz Kawecki
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4. Wiasnosci funkcji.

Zadanie 130
Rozwigzac réwnanie:
X +x—1= @ (@)

Rozwigzanie

Ustalmy dziedzine réwnania (*), 4x+5>0 = xZ—%. Oznaczmy prawg strone réw-

nania (*) przez y, mamy wtedy:

Jax+5-1

y:T = (2y+1)°=4x+5 = x=)y"+y-1

Jezeli teraz potraktujemy lewg strone réwnania (*) jak funkcje y= f(x), to prawa
strona bedzie funkcjg odwrotng do niej x= f'(y). Przy zamianie zmiennych y na x
wykresy funkcjo stang sie symetryczne® wzgledem prostej y = x, czyli jezeli sie prze-
tng to w tych samych punktach, w ktérych prosta y =x przecina kazdy z tych wykre-
sOw. Réwnanie (*) jest wiec rownowazne réwnaniu:

x*+x-1=x lub x:—4x;5_1 (**)
'j /';/i 4z +56—1

23 -2 ~t4 14 12 -1 aR Ll a4 -a3 L] L4 ns L1} T 1z 1% 14 14 2 2 2% 28 2%
=X
mAS

- f@)=2*+x2-1

y=z =

-1z

15 Nalezy pamieta¢, ze funkcja y = f(x) i funkcja do niej odwrotna x = £ ' (y) maija ten sam wy-
kres.
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Wybieramy do rozwigzania prostsze:
4x-1l=x = x*-1=0 = x=1v x=-1

Obie liczby nalezg do dziedziny, ale tylko x=1 spetnia rownanie (*). To, ze bardziej
skomplikowane réwnanie da sie zastgpi¢ prostszym, réwnowaznym widoczny jest po
sporzadzeniu wykresow funkcji. Widac tez dlaczego zawsze sprawdzamy rozwigzanie.

Zadanie 131

Rozwigzac réwnanie:
x2 +x+l:$ (%)

Rozwigzanie

Wyznaczamy dziedzine 4x-3>0 = ng. Oznaczamy prawg strone rownanie (*)
przez y:
Vdx-3-1

y=— = 2y+1)?=4x-3 = x=)y"+y+1

Po obu stronach réwnania mamy funkcje wzajemnie odwrotne. W miejsce prawej
strony (*) podstawiamy x:
X+x+l=x = x*+1=0 = xeJ

Brak rozwigzania staje sie widoczny po sporzadzeniu rysunku:

D) =z+z+1

Zadanie 132

1 . ;. .
Dla ae<0,z> rozwigzacC rownanie:

x° +2ax+i=—a+,/a2 +)c—i (*)
16 16
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Rozwiagzanie
Oznaczmy prawg strone réwnania (*) przez y:

1 1 1
=—a+,)d+x—— = (y+a)’ =a*+x-— = x=y"+2ay+—
y N TR, 16 Y +2ay+

Co oznacza, ze prawa strona rownania (*) jest funkcjg odwrotng do funkcji bedacej
po lewej stronie rownania. Samo rownanie jest postaci f(x) = £ (x) gdzie:

1
=x>+2 =
f(x)=x"+ ax+16
Jest to funkcja kwadratowa, jednoznaczna od wierzchotka paraboli czyli od punktu

A(—a,%—azj. Szukamy punktéw wspdinych z prostg y = x.

x2+2ax+i:x = x2+(2a—1)x+i:O
16 16

A=(2a-1)° —E:(Za—gj(Za—ijzo = a e(—oo,l>u<§’+ooj
4 2 2 4 4

Zbidr, w ktorym zawarty jest parametr zawiera sie w zbiorze dla ktérego istniejg roz-

wigzania.
(2a—1)+\/(2a—2j(2a—;j . —(2a—1)+\/(2a —:23)(261—;)

1 2 2 2

Nalezy dokona¢ sprawdzenia ale bezposrednie podstawienie wyliczonych wartosci do
rownania (*) byloby ktopotliwe. Zauwazmy, ze wykres naszej funkcji f(x) jest para-
bolg z ramionami skierowanymi do gory. Funkcja f(x) i funkcja odwrotna f*(x)

przetng sie w dwoch punktach, jezeli wierzchotek paraboli bedzie powyzej lub na
prostej y=x. Dla punktu wierzchotkowego ma wiec by¢ spetniona nierdwnosc:

y > x . Podstawiajgc wspotrzedne wierzchotka 4 otrzymujemy:

——ad°2-a = a*-a-—<0
16
1 5 1 5 1 5 1 51 5
A=l+—=—, a)=———, a,=—+—, e
4 4 2 4 2 4 2 4 2 4
. .. L, 1 1 51 5 . .
Poniewaz, jak fatwo sprawdzic <O’Z> C <§_T’E+T> obie wartosci sg poprawne.
Zadanie 133

Roztozy¢ wielomian na czynniki:

W(x)=x"+x"+1
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Rozwiagzanie
Zauwazmy, ze:

1= - =" -D" +x°+1)

W(x)=x"+x"+1= -1 ()Y -1 (-2 +D)

-1 x-1 (x=D(* +x* + x> +x+1)
x=D(x* +x+)(x" +x" +x°+x°+ X+ x+D) (7 +x7 +x° a0 +
B 1 2 1 12 9 6 3 1 B 2 1 12 9 6 3 1
(x =D (x* +x° + x> +x+1) (x* +x° +x° +x+1)

Bezposrednio dzielgc obliczamy:

(PP (X ) = X =t x4l

X2y o 8

11 10 8 6 3
—x —x —x +x +x°+1

X

x5+

—xg—xs—x7 —xe —x5

-+ +1

Bx +x X x*

X Hxb x4+l

—x7 —XG —XS—X4—X3

—x°+1

CHxt X +x+x

x4l

XX+ +x+1

Ostatecznie:

W) =" +x+)(° —x"+x° —x* +x° —x+1)

Zadanie 134
Roztozy¢ na czynniki wielomian trzech zmiennych:

O(x,,2) = (x=y)* +(y—2)° +(z—x)°
Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze wielomian przyjmuje wartos¢ 0 dla x=y, y=z, z=x €O Oznacza, ze
wielomian QO(x, y,z) traktowany jako wielomian jednej zmiennej z dwoma parame-
trami dzieli sie przez kazdg z rdéznic: x—y, y—z, z—x zatem dzieli sie przez ich ilo-
czyn: (x—y)(y—z)(z—x). Mamy wiec:

0(x,3,2) =(x =) +(y=2)+(z=x)* =a(x - y)(y - 2)(z - x)

Podnoszac do trzecich poteg po stronie lewej i wymnazajgc po stronie prawej, po-
rzagdkujgc i poréwnujgc wspotczynniki ustalamy, ze o =3, stad:
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O(x,»,2) = (x=)*+(y=2)° +(z=x)* =3(x~ y)(y — 2)(z - x)
Zadanie 135
Udowodni¢, ze iloczyn czterech kolejnych liczb zwiekszony o 1 jest petnym kwadra-
tem.
Rozwigzanie

Mamy wykazac, ze: n(n+1)(n+2)(n+3)+1=k. Sprébujemy znalez¢ wielomian O(x),
ktory bedzie spetniat warunek:

X(x+1)(x+2)(x +3) +1=[0(x) +1]°

x(x+1)(x+2)(x +3) = 0*(x) + 20(x) = O(x) [Q(x) + 2]
ale
x(x+D)(x+2)(x+3) = [x(x+3)][(x+1)(x+ 2)] = (x* +3x)(x* +3x +2)

(x* +3x)(x* +3x+2) = Q(x)[Q(x) + 2] = O(x)=x"+3x
W takim razie:
nn+)(n+2)(n+3)+1= (n2 +3n +1)2

Zadanie 136
Udowodni¢, ze wielomian o wspdtczynnikach catkowitych:

W(x)=ax"+a,_x""+..+ax+a,
Przyjmujacy dla x=0 i x =1 wartosci nieparzyste, nie ma pierwiastkow catkowitych.

Rozwigzanie
Zgodnie z warunkami zadania mamy:

WO)=a,=2m-1, WQ)=a,+a,,+..+a,+a,=2k-1
Jezeli x =2/, to wartosc:
wel)=a,2)" +a,,(2)" " +..+a,(2) +a, =24 +a,
ze wzgledu na g, jest nieparzysta. Jezeli x=2/+1, to:
WR+)=a,(2+)" +a, ,(2A+)""  +..+a,(2+)+a,=2B+(a,+a, ,+..+a, +a,)

ze wzgledu na a, +a, , +..+a, +a, jest rdowniez nieparzysta. Dla kazdego argumentu
warto$¢ wielomianu jest nieparzysta, co jest sprzeczne z warunkami zadania.
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Zadanie 137
Ile rozwigzan ma rownanie:

. X
sinx=— *
i (*)
Rozwigzanie
Szukamy tu punktdw wspolnych krzywej 7 (x)=sinx oraz prostej g(x):%x. Rysu-

nek ponizej przedstawia fragment wykresu obu linii.

AN PN %% LN q VN L —— 7=,
N e Anag e 2 N A s S uw h P o S A aN

Ze wzgledu na nieparzystosS¢ obu funkcji, to jest symetrie ich wykreséw wzgledem
poczatku ukfadu wspdirzednych, po stronie dodatniej osi OX bedzie tyle samo roz-
wigzan réwnania co po stronie ujemnej. Do tych rozwigzan nalezy dodac trywialne
rozwigzanie dla x=0.

Zauwazmy, ze na kazdym odcinku ((2n-2)z,2nz) prosta g(x)w dwoch punktach

przetnie sinusoide f(x) przy czym nastgpi to w pierwszej czesci rozwazanego odcin-
ka, tam gdzie sinusoida jest powyzej osi OX.

Zauwazmy ponadto, ze powyzej punktdw o rzednych 1 nie moze by¢ punktdw wspol-
nych z sinusoidg. Prosta g(x)przechodzi przez punkt o rzednej 1 dla odcietej 50.
Wynika stad, ze punkt (50,1) jest "ostatnim" punktem, ktdéry mogtby by¢ wspdiny dla
sinusoidy i rozpatrywanej prostej. Dzielgc [50:27]+1=8 ustalimy ile gérnych czesci
sinusoidy "miesci si¢" w odcinku (0,50). W kazdej czesci sg dwa punkty wspdine, co
daje 16 punktow wraz z rozwigzaniem trywialnym dla x =0. Do tego nalezy dodac 16
rozwigzan po ujemnej stronie osi. Wszystkich rozwigzan réwnania jest 31.

Zadanie 138
Dla jakiej catkowitej liczby a wyrazenie (x—a)(x—10)+1 da sie zapisaé w postaci wy-
razenia (x+b)(x+c) z catkowitymi wspdtczynnikami b, c . Znalezé te wspoétczynniki.

Rozwiagzanie
Pytamy dla jakich liczb a, b, ¢ € Z wielomian P(x) =(x—a)(x—10)+1=(x+b)(x+c).
Obliczajgc wartos¢ wielomianu dla x=-b lub x=-c wyznaczymy a.

P(-c)=(-c—a)(-c-10)+1=(-c+b)(—c+c) = (c+a)(c+10)=-1
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