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PRZEDMOWA DO CZESCI Il WYDANIA POLSKIEGO

W rozdziale XII, Ogolne struktury matematyki (cz. II) staralem si¢ pokazac
Czytelnikowi panorame wspoélczesnej matematyki i opowiedzie¢ histori¢ rodzenia si¢
jej podstawowych pojeé i struktur. Struktury te wyrosty przeciez z potrzeb klasycznej
matematyki: analizy zespolonej, geometrii rozniczkowej i analizy harmonicznej.

W niniejszej czesci, ktora w zasadzie zaklada jedynie znajomos¢ elementow
topologii ogoinej i catkowania form rozniczkowych, wnikamy najpierw glebiej
w analize zespolona. Idziemy droga Riemanna, dla ktorego teoria potencjalu, na
powierzchniach zwiazanych nierozerwalnie z jego imieniem, byla glownym narze-
dziem. Teoria potencjalu (funkcje harmoniczne, pod- (i nad) harmoniczne) osiagneta
w naszym stuleciu form¢ doskonala dzigki pracom Lebesgue’a, Perrona, Brelota,
Frostmana i innych. Zagadnienia Dirichleta, tzn. problem istnienia i przyjmowania
zadanych wartosci brzegowych przez funkcj¢ harmoniczna, doprowadzit do pojecia
miary harmonicznej i przestrzeni harmonicznej (Brelot, H. Bauer i inni). Niewatp-
liwie jest to kontynuacja i dalszy rozwdj idei Riemanna.

Jak wiemy, grupa podstawowa =, (M) rozmaitosci M i jej badanie w zwiazku
z grupa nakryé Deck (M — M) jest dzielem Poincarégo i ma bliskie analogie z teoria
Galois (rozwinigta w czesci II). Kulminacyjnym punktem teorii powierzchni Rieman-
na jest twierdzenie o uniformizacji (Koebe—Poincaré), koronujace wysitki wielu
wielkich matematykow — przede wszystkim Felixa Kleina i Henri Poincarégo.

Z teoria powierzchni nakrywajacych M — M powierzchni Riemanna jest nierozer-
walnie zwigzana teoria funkcji (i form) automorficznych, gdy I' = Deck (M — M) jest
grupa nakry¢, wtedy funkcja meromorficzna f na powierzchni M podnosi si¢ do
funkcji (meromorficznej) f* M —C, I'-niezmienniczej: f(y%) =f (%), yel, XeM.
Funkgcje te stanowia cialo i wlasnie badanie ich bylo gléwnym impulsem powstania
ogolnej teorii cial. Najlepiej zbadanymi funkcjami automorficznymi sa funkcje
eliptyczne (czyli funkcje meromorficzne na torusach), ktorych powstanie zawdzie-
czamy Abelowi i Jacobiemu. Cudowna eliptyczna funkcja modutowa Dedekinda-
—Kleina ma olbrzymie znaczenie takze w teorii liczb. Charakterystycznym jest,
ze Klein uwazal znajomos¢ ,.figury modulowej” za podstawe wyksztalcenia matema-
tyka.

Jak wiemy, twierdzenie Riemanna—Rocha jest fundamentem teorii zwartych
powierzchni Riemanna (poznaliSmy dwa jego dowody w czgsci IT). W rozdziale XVI
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6 Przedmowa do czesci 111 wydania polskiego

podajemy, bez dowodu, jego sformulowanie i przytaczamy wiele zastosowan.
Twierdzenie Abela, rozwiazanie problemu odwrotnego Jacobiego oraz pojecie torusa
Jacobiego (jakobianu) zwartej powierzchni Riemanna zamykaja ten rozdzial. W do-
datku, grupy trojkatne (Schwarza) nawiazuja do prastarej idei cial platoniskich.

Jak wspomnielismy w wykladzie teorii Dedekinda i Webera (rozdz. XIII),
konstrukcja Dedekinda i Webera abstrakcyjnej powierzchni Riemanna ciata funkcji
algebraicznych (jako zbiorow idealdow maksymalnych odpowiedniego pierscienia
waluacyjnego) jest prekursorem teorii idealow maksymalnych Gelfanda. Jak sig¢
wydaje, wielki Gelfand nie znal wtedy teorii Dedekinda i Webera! Teoria Gelfanda
naszkicowana jest w rozdziale XVII. Niestety, nie mogliSmy rozwina¢ ogolnej
analizy harmonicznej na tej bazie, ale ,,na otarcie lez” podajemy dowod twierdzenia
spektralnego Hilberta wedlug Gelfanda—Najmarka i jego zwiazek z mechanika
kwantowa.

Rozdzial XVIII poswiecony jest nieskonczonym iloczynom tensorowym miar
i ich granicom rzutowym. Fundamentalne twierdzenia Kotmogorowa i Prochorowa
podane sa w §4 rozdzialu XVIIIL

Teoria calki (Daniella-Stone’a—Radona) ma naturalne rozszerzenie do teorii
dystrybucji Laurenta Schwartza, wyrostej z analizy harmonicznej, ktorej poswigcony
jest rozdzial ostatni. Teoria calki Haara — tzn. niezmienniczej catki Radona na
grupie lokalnie zwartej — i wstgp do teorii reprezentacji grup lokalnie zwartych oraz
Dodatek koncza nasza ksigzke.

Lektura niniejszego tomu powinna raz jeszcze przekonaé¢ Czytelnika, ze ,kon-
kretne problemy sa krwia serdeczna matematyki” (Weyl) i ze to w nich tkwia gidwne
trudnosci. Ogolne struktury i pojecia sa Logosem, ktory laczy ogrom zjawisk
matematycznych w cudowny organizm matematyki. Logos ten bez ustawicznego
zglebiania tych podstawowych, konkretnych problemow usechiby i stal si¢ martwym

szkieletem.
*

* *

Ta trzyczgsciowa Analiza powstawala przez lat 20. Rozne jej partie obrazuja
poglad autora na matematyke¢ zmieniajaca si¢ z biegiem lat. Stad zmiana stylu
wyktadu, ktory w niektorych miejscach przybierat charakter eseju. Historii matema-
tyki nie mozna oddzieli¢ od jej formy i tresci! Ta niejednorodnos¢ ujecia byla
gehenna dla doc. Tomasza Szapiro i redaktora pani Janiny Solarskiej. Ich peina
oddania i wyrzeczenia praca jest zrodlem mej niewymownej wdzigcznosci i poczucia
zazenowania, ze nie bylem w stanie odda¢ lepszego rgkopisu.

Kierownikowi Redakcji Matematyki PWN redaktorowi Wiodzimierzowi Mu-
szynskiemu wdzigczny jestem za wielka cierpliwo$¢ i wyrozumiatos¢ (niedotrzymy-
wanie terminow i nieprzewidziany rozrost tekstu) dla Jego starego nauczyciela.

Krzysztof Maurin

Warszawa, Boze Narodzenie 1988 r.
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ROZDZIAL XV

PODSTAWOWE WLASNOSCI FUNKCIJI
HOLOMORFICZNYCH WIELU ZMIENNYCH.
FUNKCJE HARMONICZNE

Niniejszy rozdzial sklada si¢ z dwoch czesci. W pierwszej dowodzimy kilku
podstawowych wilasnosci odwzorowan holomorficznych oraz zespolonych (to znaczy
o wartosciach w zbiorze liczb zespolonych) form rézniczkowych na rozmaitosciach
zespolonych.

Najwazniejszym twierdzeniem tej czeSci jest zapewne twierdzenie Monte-
la—Stieltjesa—Vitalego, ktore mowi, ze przestrzen A (0) funkcji holomorficznych (na
dziedzinie @ € C") jest przestrzenia Montela. Glgbsze twierdzenia analizy zespolonej
bedziemy rozwazali w rozdziale XVI i w czgSci IV ksiazki.

Rzeczywista i urojona czes¢ funkcji holomorficznej sa funkcjami harmonicznymi;
zatem funkcje harmoniczne maja wiele wiasnosci funkcji holomorficznych: sa
analityczne, speiniaja zasad¢ maksimum, posiadaja wlasnos¢ wartosci sredniej (na
sferach), a przestrzen s (0) funkcji harmonicznych jest przestrzenia Montela. Stad
druga czg$¢ (paragrafy 5-7) tego rozdzialu poswigcona jest formom harmonicznym,
ktore sa takze nazywane funkcjami potencjalowymi.

Catkowy wzor Poissona (paragraf 6) jest bardzo skutecznym narzedziem badania
form harmonicznych. Zasada maksimum jest prawdziwa dla szerszej klasy funkcji
X (0) — funkcji podharmonicznych. Funkcje te oraz zasada Harnacka umozliwity
Oskarowi Perronowi rozwina¢ pigkna, prosta i ogoélna metode rozwiazywania
problemu Dirichleta dla stosunkowo ogoélnych dziedzin w R™ (paragraf 7). Ta czes¢
obecnego rozdzialu moze by¢ traktowana jako pierwsze wstgpne wprowadzenie do
teorii potencjatu.

§ 1. Odwzorowania holomorficzne.
Réwnania Cauchy’ego-Riemanna

Przypomnijmy kilka podstawowych pojeé algebry liniowe;.

Owzorowanie liniowe i antyliniowe. Niech E i F bgda zespolonymi przestrzeniami
wektorowymi.
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DEeFmICIA. 1° Odwzorowanie u: E— F jest C-liniowe, jesh
‘ u(xe, + fe,) = aule,)+ Pule,)
dla a, BeC, e,, e,€E.
2° Odwzorowanie v: E— F jest antyliniowe, jesli

vlae, + fey) = dv(e,)+ Po(e,)
dla a, feC, e, e,€E.
3° Odwzorowanie w: E— F jest R-liniowe, jesli
w(ae, + Pey) = aw(e,) + fwley)
dla dowolnych «, SR, e, e,€E.
Bedziemy oznacza¢ przez L (E, F) (odpowiednio La(E, F) i Lg(E, F)) przestrzen
C-liniowych (odpowiednio antyliniowych i R-liniowych) odwzorowan E— F.
Zachodzi nastgpujacy prosty lemat:

LeMAT XV.1.1. Niech E i F bedq przestrzeniami wektorowymi nad C. Dla
dowolnego R-liniowego odwzorowania u: E— F oznaczmy

W u'(e): = 3(u(e)—iu(ie)), e€E,
u’(e): = Y(u(e)+iu(ie)), ecE.
Wowczas u' jest C-liniowe, a u” jest antyliniowe. Ponadto zachodzi kanoniczny rozkiad
na sume prostq
) Lg(E, F) = L¢(E, F)® Le(E, F).

Uwaga. Gdy E i F sa zespolonymi przestrzeniami Banacha, wtedy przez
Lg(E, F), L (E, F), L¢(E, F) oznaczymy przestrzenie Banacha odpowiednich od-
wzorowan ograniczonych, wigc i ciaglych — wowczas (2) jest rozkladem na sume
prosta przestrzeni Banacha.

Dowo6d. Sprawdzimy tylko, ze u” jest antyliniowe. Wystarczy wykazaé, ze
u''(ie) = —iu'’(e); 2u’'(ie) = u(ie) +iu(ie) = u(ie)—iu(e) = —i(u(e) +iu(ie))
= —2u"(e). m

Odwzorowanie holomorficzne. Niech E i F beda zespolonymi przestrzeniami
Banacha. Mozna je traktowac jako przestrzenie wektorowe nad R. Niech U bedzie
otwartym podzbiorem przestrzeni E oraz u: U — F bedzie odwzorowaniem roznicz-
kowalnym na U. Wowczas dla kazdego xeU pochodna d u odwzorowania
u w punkcie x jest ciaglym R-liniowym odwzorowaniem E— F, a zatem z lematu
XV.1.1 wynika, Zze mozemy roztozy¢ d, na czes¢ C-liniowa (d, u) i czgs¢ antyliniowa
(d,u)", mianowicie

d,u=d uv+d,u dla dowolnego xeU.
Poniewaz zapisujemy du’ = d' u, du”’ = d"u, wigc dla dowolnego odwzorowania
rozniczkowalnego u: U — F mamy

3) d.ou=d,u+d;u,
gdzie d ueL(E, F), diueL¢(E, F).
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§1. Odwzorowania holomorficzne — Réwnania Cauchy’ego-Riemanna 11

Uwaga. Operator d” nazywamy operatorem Cauchy’ego—Riemanna; w literaturze
amerykanskiej operator Cauchy’ego—Riemanna jest oznaczany przez d (a operator d’
przez 0).

Mozemy teraz wprowadzi¢ podstawowe pojecie holomorficznosci.

DerINICIA. Niech U bedzie otwartym podzbiorem zespolonej przestrzeni Bana-
cha E i niech F bedzie rowniez zespolona przestrzenia Banacha; odwzorowanie
u: E—>F jest holomorficzne, jesli

1° ueCY(U, F),

2° pochodna d, u odwzorowania u jest C-liniowa dla kazdego xeU.

Warunek 2° oznacza, ze du = d'u, a zatem d"u — antyliniowa cze$¢ du — znika,
mozemy wigc zastapi¢ 2° przez

2% d?u = 0 tozsamosciowo dla xeU.

Mozna to wyrazi¢ krotko:

WNIOSEK XV.1.2. Odwzorowanie u: U—F klasy C* jest holomorficzne wtedy
i tylko wtedy, gdy speinia réownania Cauchy'ego—Riemanna

) d’u=0 (lub 0u =0 w innej notacji).

Przestrzeri odwzorowan holomorficznych bedziemy oznaczaé przez A(U, F) lub
Hol(U, F) lub @ (U, F). Gdy F = C, funkcje holomorficzne oznacza si¢ przez A (U)
lub O (U).

Z twierdzenia o pochodnej superpozycji i z definicji wynika twierdzenie na-
stepujace:

TWIERDZENIE XV.1.3. 1° Zlozenie odwzorowar holomorficznych uov jest od-
wzorowaniem holomorficznym.

2° Odwzorowanie odwrotne u™' do holomorficznego dyfeomorfizmu jest odwzoro-
waniem holomorficznym.

3° Jezeli F=C™ oraz u=(u,,...,u,), gdzie u,,...,u, sq skladowymi od-
wzorowania u, to u: U—C™ jest holomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
skiadowe u,, ..., u, sq funkcjami holomorficznymi.

Mozemy utozsami¢ R?" = R"xR" z C" za pomoca R-liniowego izomorfizmu
A R®"XR">C",

A%, y):=x+iy, A7'(@2):=(3E+2), 3z-2),

gdzie x =(x',...,x", z=(,..., 2", Z=(%,,..., Z,), i=+/—1.
Zdefiniujemy teraz nastgpujace operatory rozniczkowe w C™

3] 1/ .0
® =3l 1z;)
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12 XV. Podstawowe wiasnosci funkcji holomorficznych wielu zmiennych

e wspolrzed h'a—1 0 ;9
we wipotrzednyeh: 5% = 2\ ox* lay"’

o 10 .0
(6) 6—2'—-2-($+l6—y)’
o 1[0 0
ot h: = =-=+i—=)
we wspolrzednyc o 2<ax"+l 3 y“)
Natychmiast sprawdza sig, ze
ou ou

(7) du=5;, d}l——-a—f.

Zatem Reu, i Im u, sa funkcjami harmonicznymi.

Otrzymujemy w ten sposob ,inng” definicj¢ holomorficznosci.

STWIERDZENIE XV.1.4. Niech U bedzie otwartym podzbiorem C". Odwzorowanie
klasy C! jest holomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy speinia uklad réwnan Cau-
chy’ego—Riemanna

ou Ou
(C-R) & = —"la—y
lub we wspdirzednych
du , Ou
@®) w - lap k=1,...,n.

Rozwazmy jeszcze bardziej szczegdiny przypadek; niech F = C™ Utozsamiajac
R?>™ i C™ za pomoca izoformizmu A i zapisujac u: U - C™ w postaci u = ' +iu”,
gdzie u, = Reu,, u, = Imu,, otrzymujemy wzor (8) w postaci

ou_ow, o ou_ow o
ox ox ox> dy dy oy’
ou' ou” .ou' ou”

—+i ——t—.
0x  0x dy 0y
Stad porownujac czgSci urojone i rzeczywiste mamy nastgpujacy wniosek.
WNIOSEK XV.1.5 (RZECZYWISTA POSTAC ROWNAN CAUCHY’EGO-RIEMANNA). Niech
U bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni C", wéwczas odwzorowanie u: U—C™

klasy C! jest holomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy u' oraz u” spelniajq uklad réwnan
pierwszego rzedu Cauchy’ego—Riemanna (C-R)

o) oReu olmu  Olmu _ _OReu
. ox 8y’ ox  dy
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lub we wspolrzednych

@ oy _ouy  ous__ou
oxk oy axt  ayY
k,l1=1,....,n;, pu,v=1,...,m.
Zatem
> u, 0*u, o*u) 0*u
00 RN 7 N TR T

Uwaga. Rownania (8) i (9) nazywane sa rowniez ukladami rownan Cauchy’ego—
—Riemanna. W przypadku gdy m = n = 1 znali je juz d’Alembert i Gauss. (Réwnania
(10) nazywamy rdownaniami Laplace’a.)

Niech ue A(U, C™), UeC". Korzystajac z rownan Cauchy’ego—Riemanna (9'),
mozemy przedstawi¢c w nastgpujacej postaci macierz Jacobiego pochodnej du
odwzorowania u:

A
oxt T oxt  axt T ox"
o ow o _ou
M-—d(u)— oxt T oax  axt T ox”
oW o e o o
oxt 7 ox" oxt T ox"
o o
| oxt T oxt ox! TToxm |

Gdy m = n, otrzymujemy jakobian

ouy ouy | 2 ouy ouy | 2
oxt T ox" oxt T ox”
oy, ..., up, uy, ..., uy
e N =0.
oxt, ..., x", ¥, ..., V) =
ou,, ou, Ou, ou;,
oxt T ox" oxt T ox"

STWIERDZENIE XV.1.6. Niech u bedzie biholomorfizmem, tzn. dyfeomorfizmem
holomorfizmu, U% V < C". Wéwczas jakobian odwzorowania u jest dodatni.

Mamy nastgpujacy wniosek:

WnNIoSEK XV.1.7. Kazda zespolona rozmaitos¢ wymiaru n jest orientowalna.
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14 XV. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych wielu zmiennych

Holomorficzne odwzorowania rozmaitosci zespolonych. Przypomnijmy, ze roz-
maitos¢ topologiczng M modelowana na zespolonej przestrzeni Banacha nazywamy
rozmaitoscia holomorficzng lub zespolong, gdy istnieje holomorficzny atlas (4;, M);e;
rozmaitosci M, gdzie kazde u;: M;— E jest homeomorfizmem oraz dla kazdego i,
kel odwzorowania

1, 0(u; | M an)_li u(M;~nM))->u,(M, " M)

sa holomorficzne. Mozemy teraz rozszerzy¢ pojecie odwzorowania holomorficznego
w ten sam sposob jak w przypadku odwzorowan roézniczkowalnych.

DEeFINICIA. Niech M bedzie rozmaitoscia zespolona modelowana na przestrzeni
E wyposazona w holomorficzny atlas {(4;, M,): i€}, niech N bedzie rozmaitoscia
zespolona modelowana na zespolonej przestrzeni Banacha F i niech {(v;, N): jeJ}
bedzie holomorficznym atlasem rozmaitosci N. Odwzorowanie f: M — N jest od-
wzorowaniem holomorficznym, jesli dla dowolnych dwoch map u;, v;, (i, )elIxJ

Suwoy = vjofour 1t u(M)—vy(N)

jest odwzorowaniem holomorficznym (otwartego podzbioru u;(M,) przestrzeni
E w otwarty podzbiér v;(N;) przestrzeni E).

Uwaga. Oczywiscie kazda zespolona rozmaito$¢ M jest z definicji klasy C*.
Dokladniej, na M istnieje rzeczywista struktura rézniczkowalna klasy C!. Aby
unikna¢ pomylek, oznacza si¢ przez M® rozmaito$é M wyposazona w t¢ rzeczywista
strukture rozniczkowalna.

Zatem wnioskiem ze stwierdzenia XV.1.6 jest twierdzenie nastepujace:

TwIERDZENIE XV.1.8. Niech M bedzie rozmaitosciq zespolonq o zespolonym
wymiarze n. Wowczas rozmaitos¢ M® jest rozmaitosciq rzeczywistq o rzeczywistym
wymiarze 2n; MR jest orientowalna i posiada naturalng orientacje.

Twierdzenie o odwzorowaniach uwiklanych. Z twierdzenia VIIL.3.1 otrzymujemy
nastgpujaca holomorficzng wersje twierdzenia Gravesa:

TWIERDZENIE XV.1.9. Niech E i F bedq zespolonymi przestrzeniami Banacha
i niech h bedzie odwzorowaniem otwartego podzbioru Viloczynu Ex F w F. Zalézmy,
Ze istnieje punkt (eq, fo)€ V taki, ze h(e,, f,) = 0, i otwarte otoczenie U — V punktu
(eo> fo)- Zalozimy, ze he A(U, F).

Jesli Vi hieg, fo)€ Lc(E, F) jest odwracalne i odwzorowanie odwrotne jest ograni-
czone, to istniejq r,, r,>0 takie, zZe h generuje odwzorowanie uwiklane
G: K(ey, ry)— K(fy, ;) € F. Odwzorowanie G jest holomorficzne, a jego pochodna
dana jest wzorem

(*) VG(e) = —(Vehie, f)) ' oVghie, f).
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