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Moim Uczniom

Avant tout, je pense que, si I'on veut faire des progrés en Mathématiques,
il faut étudier des maitres et non les éléves.(*)

N. H. Abel

Die Mathematik ist ein Organ der Erkenntnis und eine unendliche
Verfeinerung der Sprache. Sie erhebt sich aus der gewohnlicher Sprache und
Vorstellungswelt wie eine Pflanze aus dem Erdreich und ihre Wurzeln sind
Zahlen und einfache rdumliche Vorstellungen. Wir wissen nicht welcher
Inhalt die Mathematik als die ihm allein angemessene Sprache verlangt, wir
konnen nicht ahnen in welche Ferne und Tiefe dieses geistige Auge Ma-
thematik den Menschen noch blicken lisst.(?)

E. Kdhler

The mathematical universe is inhabited not only by important species
but also by interesting individuals.(®)

C. L. Siegel

A truly realistic mathematics should be conceived, in line with physics, as
branch of the theoretical construction of the one real world, and should adopt
the same sober and cautious attitude toward hypothetic extensions of its
foundations as is exhibited by physics.(*)

H. Weyl

(!) Przede wszystkim, jak sadze, gdy mysli sie o postepie w matematyce,
trzeba czyta¢ mistrzOw, a nie ich ucznidow.

(3 Matematyka jest organem poznania i nieskoficzonym usubtelnieniem
jezyka. Wyrasta ona z potocznego jezyka i $wiata wyobrazni jak roélina
z gleby, a jej korzeniami sa liczby i proste wyobrazenia przestrzenne. Nie
wiemy jakie tresci dopuszcza matematyka jako jedynie adekwatny im jezyk,
nie potrafimy sobie nawet wyobrazi¢ glebi i dali, w ktére pozwala ludziom
wejrze¢ duchowe oko jakim jest matematyka.

(®) Swiat matematyczny zamieszkiwany jest nie tylko przez waine
gatunki, lecz réwniez przez interesujgcych osobnikow.

(*) Prawdziwie realistyczna matematyka powinna byé uprawiana tacznie
z fizyka, jako galaz teoretycznej konstrukcji jednego rzeczywistego $wiata,
i powinna sobie przyswoié ten sam trzezwy i ostrozny sposob hipotetycznego
rozszerzania swych podstaw, ktory cechuje fizyke.
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Z PRZEDMOWY DO CZESCI 11 Analizy
WYDANIA ANGIELSKIEGO

Niniejsza ksigzka jest jedynym podrecznikiem, ktéry wychodzac od zera — do-
ktadniej mowiac od liczb wymiernych — dochodzi do dystrybucji, catek prostych,
analizy na rozmaitosciach zespolonych, przestrzeni Kédhlera, teorii snopow, wiazek
wektorowych itd.

Podczas gdy dominujacym obiektem w pierwszej czesci ksiazki byla pochodna
1 jej zastosowanie, w czg$ci drugiej centralnym pojeciem jest calka.

Nowoczesna analiza wymaga pojecia przestrzeni topologicznej — nie wystar-
czaja juz przestrzenie metryczne i dlatego czgs$¢ II ksiazki rozpoczyna systematyczny
wyklad topologii ogélnej('). Korzystalem ze wspanialej, zwigzlej monografii G.
Kothego, jednego z tworcow- wspolczesnej teorii przestrzeni lokalnie wypuktych.

Rozdziat XIII poswigcony jest ogolnej teorii calki przedstawionej zgodnie
z podejsciem Daniella—Stone’a. Jak wiadomo, istnieja dwa podejscia od miary do
catki i od calki do miary.

Z nastgpujacych powodéw wybratem to drugie: 1° jest ono nieco ogélniejsze;
2° prowadzi szybciej do podstawowych dla zastosowan twierdzen o przejsciu
z granicg pod znak calki i zmianie kolejnosci catkowania (twierdzenia Fubiniego,
Tonellego); 3° najwazniejszy w analizie typ calki — catka Radona — jest szczegol-
nym przypadkiem catki Daniella-Stone’a; 4° przy takim podejSciu naturalne staje
si¢ przejScie do dystrybucji; dystrybucje sa naturalnym rozszerzeniem calki
Radona. Oczywiscie, nie pokaza¢ mlodemu Czytelnikowi drogi od miary do calki
oznaczaloby popadanie w grzech fanatyzmu; droga ta pokazana jest w paragrafie
30. Znakomite skryptowe wydanie wykladow profesora J. G. Mikusinskiego pt.
Calka okazalo si¢ bardzo pomocne przy pisaniuv rozdziatu o calce; z wielkg
przyjemnoscia pragne tu wyrazi¢ serdeczne podzigkowania memu bylemu Szefowi.
Naturalnym uogoélnieniem calki z funkcji o wartosciach wektorowych jest calka
prosta — pojecie wprowadzone przez von Neumanna i niezaleznie, nieco pozZniej
(za to bardziej elegancko), przez R. Godementa dla potrzeb teorii reprezentacji grup
niezwartych i teorii kwantow.

() W obecnym wydaniu rozdzial XII zostal bardzo istotnie rozszerzony o paragrafy 14-90 (przyp.
red.).
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Z przedmowy do cze$¢ II Analizy wydania angielskiego 7

W konsekwencji, catki proste i ich zwiazek z mechanika kwantowa koncza
rozdzial o catkowaniu. Interesujace zastosowania tego pojecia mozna bedzie znalezé
w czedci trzeciej albo, wraz z glebokim uzasadnieniem, w mych poprzednich
monografiach: Metody przestrzeni Hilberta i General Eigenfunction Expansions and
Unitary Representations of Topological Groups.

Rozdzial XIV zawiera dzial nazywany niegdys calkami powierzchniowymi wraz
z zastosowaniami, ktéry obecnie nosi nazwe¢ teorii form rézniczkowych i ich calek na
rozmaitoSciach z brzegiem. Podstawowy fakt to oczywiscie twierdzenie Stokesa-
-Poincarégo, reszta — to zastosowania tego twierdzenia, kulminujace w twier-
dzeniach de Rhama i teoriach form harmonicznych Hodge’a i Kodairy oraz form
niezmienniczych na grupach Liego. Poniewaz zZrdédla tych teorii mozna odnalezé
w elektrodynamice, dal temu wyraz de Rham, wprowadzajac pojecie prqdu — nie
moglem powstrzymac si¢ od dopisania krotkiego paragrafu o elektrodynamice.

Byloby mi niezmiernie trudno wyliczy¢ wszystkie wspaniale prace, z ktorych
korzystalem, piszac niniejszy tom Analizy. Wspomng¢ tylko o podrgcznikach Henri
Cartana, S. Langa, H. Nickersona-D. Spencera -N. Steenrooda oraz o monografiach
L. Ahlforsa, R. Nevanlinny, A. Pfliigera, O. Forstera i G. Shimury.

Gdy czytalem te btyskotliwe ksiazki i probowalem z nich korzysta¢ przygotowu-
jac wlasna, czesto nawiedzala mnie watpliwos¢, czy ma sens znieksztalcanie dziet tak
wysokiej rangi przez wyjmowanie ich fragmentow z kontekstu. Wszak z pewnoscia
byly to dziela doskonale. Moja ksiazka ma jednak znacznie skromniejsze cele...

Niniejsza czgs¢ — w jeszcze wigkszym stopniu niz czg§¢ I — zawdzigcza wiele
tym, ktorzy byli dawniej moimi uczniami, a dzi§ sa kolegami. Brak mi stow, by
wyrazi¢ wdzigczno$¢ za pracowite i staranne czytanie, z ich wlasnej inicjatywy,
tysiecy stron mych rekopiséw i doprowadzenie ich do stanu umozliwiajacego
publikacje. K. Gawedzki napisal od nowa obszerne partie rozdziatu XIV. Wspomne¢
tylko, sapienti sat, nazwiska innych: J. Komorowski i A. Strasburger (rozdzial
o topologii), K. Napiorkowski (teoria catki), A. Wawrzynczyk i P. Urbanski (teoria
dystrybucji i analiza harmoniczna)('), A. Strasburger (jednowymiarowa analiza
zespolona)(*), W. Pusz, J. Kijowski (liczne, bezcenne uwagi krytyczne).

Im wszystkim dedykuje ten tom.

Krzysztof Maurin

Zakopane, sierpien 1978

(*) Rozdzial ten znajduje si¢ obecnie w czesci II (przyp. red.).
(3) Rozdziat ten znajduje si¢ obecnie w czeSci III (przyp. red.).
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PRZEDMOWA DO WYDANIA ZMIENIONEGO

Matematyka jest — obok astronomii — najstarsza nauka('), ale jest wiecznie
mtloda, tzn. co pewien czas przezywa okres bujnego rozwoju, a nawet kilkakrotnie
przechodzila co§ w rodzaju rewolucji. Przezywala co prawda takze dtugie, nieraz
wielowiekowe okresy zastoju, skamienienia, nawet regresu — np. w Europie, po
okresie hellenizmu, nieomal do renesansu wiodla matematyka Zywot niewesoly.

Od epoki renesansu do dzi§ przezywamy niewiarygodnie szybko pedzacy,
coraz bardziej wzbierajacy okres zycia tej nauki. Nie mysle tu o zalewie prac
matematycznych (artykulow, ksiazek, encyklopedii), o tysiagcach pism facho-
wych — co kilka tygodni powstaje przeciez nowe czasopismo matematyczne.
Przezywamy ostatnio wielkie sukcesy: co roku niemal zostaje rozwiazany wielki
problem matematyczny, ktdry nieraz przez dziesigtki lat opieral si¢ probom
rozwiazania, a ktérego pokonanie wymagalo wspolpracy pokolen. Co kilka lat
powstaje nowa ,teoria” matematyczna, nowy ,dzial”. Matematyka staje si¢ coraz
bardziej ezoteryczna, tylko najwigksi potrafis w tym gaszczu, w tej dzungli
tropikalnej, widzie¢ jednos¢, znajdowac drogg, rozumie¢ problemy odleglych specjal-
nosci.

W starozytnosci matematyke ,dzielono” (Pitagorejczycy) na trzy dziedziny:
arytmetyke (tzn. teorig¢ liczb), geometri¢ i harmonike. I dzi§ gigantyczne dzialy
wspolczesnej algebry i teorii liczb, analizy harmonicznej wraz z teorig reprezentacji
grup i geometrii z topologia stanowia gtowne, cntralne osrodki zycia organizmu
zwanego matematykq. Ale czymze jest matematyka? Na pytanie to nie trzeba
oczekiwa¢ odpowiedzi w postaci definicji — jedyna odpowiedzia moze by¢:
»Przyjdz i zobacz, jak zyje, wlacz si¢ w me zycie, naucz si¢ tego jezyka, ktorym
jestem, sprobuj nim mowié...”.

Bo matematyka jest jezykiem, jest sztuka. Ale c6z to jest jgzyk, Logos? Coz to jest
sztuka? Nie ma sensu definiowac (to znaczy odgraniczaé, kroi¢) — tylko cos, co nie
zyje, mozna zdefiniowac, twory zywe nalezy charakteryzowac. Jeden z najwigkszych
malarzy naszego stulecia, Paul Klee, powiedzial — myslac o sztukach plastycznych:
»Sztuka sprawia, ze niewidzialne staje si¢ widzialne” — , Kunst macht sichtbar”.

(") Najwigkszy matematyk naszego stulecia — Hermann Weyl uwazal, e matematyka i fizyka
stanowia jeden organizm!
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10 Przedmowa do wydania zmienionego

Mozna by kontynuowaé¢ mysli Kleego, powiadajac: muzyka czyni niestyszalne
styszalnym... ale co czyni matematyka widziana jako sztuka? Moze odpowiedzi
nalezy szuka¢ w kierunku wskazanym przez stynny napis u wejscia do Akademii
Platonskiej: ,,Niech nie wchodzi tu nikt, kto nie zna geometrii”?

Dla 6wczesnych Grekow ,,geometria” znaczylo: ,matematyka”. Bo przeciez nie
ma chyba innej dzialalnosci ludzkiej, ktéra moglaby rownaé si¢ z matematyka
w pokazywaniu realnosci, rzeczywistosci $wiata idei. Przeciez nikt, kto zaglebil si¢
w ten Swiat, np. w ide¢ powierzchni Riemanna, nie watpi o rzeczywistosci tego
$wiata, przy czym nie mysle tu tylko o zastosowaniach tej idei do fizyki (i techniki).
Znajomos$¢ historii powstawania 1 rozwoju tej przepi¢knej teorii, jej powigzan ze
wszystkimi (nieomal) dziatami matematyki jest nie tylko fascynujaca i napawajaca
szczesciem, ale pozwala, jak mi si¢ zdaje, wnikna¢ gleboko i prawdziwie w filozofie.
Zrozumialym, niemal oczywistym jest nakaz Platona. Bo przeciez Platon wiedzial, ze
matematyka jest najpewniejsza droga do Swiata Idei — cho¢ nie jedyna. Ale, jak
pamigtamy ze Wstepu czesci I, matematyka jest jezykiem, Logosem. By to pojac,
trzeba zaglebiC si¢ w to, co nazywa si¢ ,,symbolowa teoria jezyka”. Pokazuje ona, ze
gléwna funkcja jezyka nie jest rola informujaca, komunikujaca (co jest oczywistos-
cig), lecz jego rola kosmotworcza. ,Bez jezyka nie ma rzeczywistosci, nie ma $wiata,
nie ma kosmosu”. Nie moge tu rozwija¢ i ,,dowodzi¢” tej tezy (zainteresowanych
odsylam do mych publikacji filozoficznych), lecz samo istnienie i Zycie matematyki
jest przekonywajycym argumentem...: Matematyka pozwala zobaczy¢ zycie idei,
pozwala ,,ustysze¢ harmoni¢ sfer”, jednoczesnie jest tworzeniem, ozywianiem $wiata
idei, jest muzyka sfer.. Podobnie jak wielki poeta otwiera nam nowe wymiary
rzeczywistosci, jak genialny obraz, ,ikona” pozwala nam zobaczy¢ to, co niewidzial-
ne, tak matematyka niestychanie wzbogaca nasz jezyk, staje si¢ nowym organem
poznawczym, ktory jak kazdy organ zmystow nie jest czyms$ (jedynie) biernym, ale
wytwarza, wspottworzy ,widziana” przez siebie rzeczywistos¢ (Goethe). A wiec
pojecia i teorie matematyczne sa organami poznawczymi ludzkos$ci. Organy te rosna
i rozwijaja sie powoli; kazdy z nas, kto uczy si¢ matematyki i ja uprawia, wchodzi
w nieraz bolesny, dlugi proces rozwoju, wzrostu. Tego procesu i tych wysitkow
poznawczych nie wolno przerywa¢ (na diluzszy czas), bo delikatny ten organ
obumiera, podobnie jak nie uzywany migsien wiotczeje, jak nie podlewana, nie
opromieniona stonicem roslina wigdnie i usycha. Bo pamigé to nie jest magazyn czy
muzeum, pamieé — to gleba, w ktora pada nasienie i, by kietkowalo, potrzebuje
starannej, madrej pielggnacji...

Nie padlo tu jeszcze stowo ,,analiza” — w przedmowie do ksiazki, ktora nosi tytut
Analiza. Po tym co moéwilem powyzej, Czytelnik nie bedzie oczekiwal definicji
— a opis to przeciez sama ksiazka... Analiza matematyczna to zesp6l teorii, bardzo
wielu teorii — to nie jest tylko jaki§ dzial matematyki. Dlatego kazdy matematyk co
innego rozumie przez ,analiz¢”, zaleznie od swej wiedzy czy raczej ignorancji.
Poroéwnywano analize matematyczna do krolowej (czy tez raczej wladczyni) matema-
tyki (bo od czasu Gaussa matematyke zwa krélowa nauki): opiera si¢ ona na
wszystkich (,,innych”) dzialach matematyki, ale tez je zatrudnia, stawiajac niezliczone
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problemy. Ilez teorii matematycznych powstalo, by rozwiaza¢ np. zagadnienie
Dirichleta w teorii rownan o pochodnych czastkowych: réwnania catkowe, rachunek
wariacyjny, analiza funkcjonalna, teoria dystrybucji, topologia ogélna — by wymie-
ni¢ tylko najwazniejsze. Ilez pomystowosci, genialnych idei potrzeba bylo, by po stu
latach (w pelni) rozwiaza¢ problem Riemanna (zwany tez problemem Rieman-
na-Hilberta) z teorii liniowych rownan rozniczkowych zwyczajnych z punktami
osobliwymi!... Powstaly cale dzialy algebry i arytmetyki, by w pelni rozwiazac
problem Riemanna-Rocha.. A wigc analiza matematyczna to nie tylko ,calki
i rozniczki”, cho¢ teoria calki i teoria form rozniczkowych stanowia niezbywalne
narzedzie i jezyk analizy.

Ksiazka niniejsza ma dluga (przeszlo ¢wieréwieczna) historig, ale to moze
interesowac jedynie autora, jego przyjaciol i stanowi nieraz bolesne doswiadczenie
redaktoré6w i tlumacza Analizy, ktérym w tym miejscu skiadam podzigke za ich
bezinteresowna pracg i cierpliwo$é. Nie bede wyliczal w Przedmowie, jakie rozdziaty
i paragrafy zawiera niniejsza praca — od tego jest obszerny Spis rzeczy.

Staratem si¢ tok dowodow co pewien czas przerywa¢ uwagami historycznymi
— nie sg to miejsca odpoczynku, postoju (Raststdtte) na autostradzie — stanowia
one istotna skladowa wykladu. Czgste powtorzenia czy przypominane definicje maja
na celu tylko ulatwienie lektury i uczynienie niektorych rozdzialow bardziej
niezaleznymi od poprzednich. Czasami wybiegatem naprzéd, opowiadajac o spra-
wach, ktore dokladniej traktowane sa w pozniejszych rozdziatach: przeczucie
i nadzieja sa istotnym elementem Zzycia.

Krzysztof Maurin
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SPIS RZECZY

Rozdzial XII. Ogélne struktury matematyki
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ROZDZIAL XII

OGOLNE STRUKTURY MATEMATYKI

Niniejszy wstgp kontynuuje — w pewnym sensie — Przedmowe: rozdziat XII ma
inny charakter niz pozostale — mowi o tym juz jego tytut i dedykacja utworu tak
réoznym ludziom!

O strukturach matematyki moéwi si¢ stale od czasu programowego tomiku
Bourbakiego (1940), ale strukturalne widzenie matematyki jest znacznie dawniejsze:
zainicjowat je i rozwijal mtodszy kolega, przyjaciel 1 wydawca dziet Riemanna, wielki
Richard Dedekind. Trudno przeceni¢ rewolucyjny wplyw, jaki wywarly prace tego
cichego, niesmialego czlowieka. Interesujacym i wiele méwiacym o charakterze
Dedekinda faktem jest ,,ukrycie” przez niego swych epokowych mysli w stynnym ,, XI
Suplemencie” do wydawanych przez siebie Wykladow z teorii liczb Dirichleta. Ksiege
te¢ czytano przez dziesiatki lat gldwnie ze wzgledu na 6w stynny (ponad stu-
stronicowy) ,,Supplement”. Emmy Noether — kontynuatorka abstrakcyjnej algebry
Dedekinda — w swych wykladach czgsto mowila (po udowodnieniu ktoregos$ z jej
znanych twierdzen): ,,Das alles steht bei Dedekind” (to wszystko jest juz u Dedekin-
da!). Nawiasem mowiac, E. Noether (corka wielkiego geometry, inicjatora wspoiczes-
nej geometrii algebraicznej, Maxa Noethera) byla z kolei wydawca dziet Dedekinda.
Mamy tu przykiad filiacji jakze czestej w matematyce!

Czgsto powiada si¢, nie bez pewnej stusznosci, Zze ,matematyka jest naukg
o strukturach”. Ale matematyka jest czyms (duzo) wigcej: jest takze badaniem, jest
teoria reprezentacji, a wiec ogladem, widzeniem, jak rozne struktury dzialajq
w swych przestrzeniach reprezentacji. I tu widzimy dwie gtdowne drogi rozumienia
rzeczywistosci. '

Pierwsza taka droga jest poszukiwanie elementow pierwszych, a wiec nie
dajacych si¢ (w pewnym kontekscie) juz dalej rozlozyé. W fizyce przykladem takich
elementow sa atomy, czastki elementarne itd., w matematyce za$ liczby pierwsze,
idealy i dywizory pierwsze. Wyrazem takich poszukiwan w fizyce i analizie jest
analiza harmoniczna (tzn. rozkladanie drgan i funkcji na drgania czy funkcje
elementarne — harmoniczne).

Poszukiwanie reprezentacji nierozkladalnych (nieprzywiedlnych) oraz proby
wykazywania jednoznacznosci takich rozkladéw doprowadzilo do takich epoko-

2 — Analiza cz. II
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wych teorii, jak teoria dywizorow w pier§cieniach Dedekinda (por. ostatnia parti¢
niniejszego rozdzialu) czy tez teoria faktorow w teorii reprezentacji grup.

Czlowiekowi zdawalo sig, juz od czasow Demokryta, ze gdy znajdzie i pozna te
»atomy”, ,monady” (Leibniz), wtedy bedzie znal rzeczywisto$¢ i mogt nia ,,wladaé”.
Jest to wlasnie glownym motywem badan struktur (takze w matematyce).

Druga, nie mniej wazna droga poznania jest metoda reprezentacji, ktorej zasada
jest: ,chcesz pozna¢ jaka$ istotg, badaj, jak istota ta dziala, jak si¢ reprezentuje”.
Bardziej drastycznie zasad¢ t¢ wyrazono slowami: ,istoty nikt nigdy nie widzial,
mozemy (jedynie) poznawac jej slady w §wiecie, poznawac ciala i organy, ktore ona
sobie buduje” — ,Rzecz sama w sobie jest niepoznawalna — w swych dziataniach,
reprezentacjach wyraza si¢ ona w sposob pelny”. Wielki protestancki teolog XVIII
stulecia Otinger wyrazit to jezykiem swej epoki, mowiac: , Leiblichkeit ist Ende der
Wege Gottes”. Metodzie tej poswigcilem paragraf, zatytulowany ,Zasada Ga-
lois—Weyla”. Zasada ta méwi: ,chcesz poznaé jakie$ pojecia (matematyczne), badaj
grup¢e jego automorfizméw”. Wilasnie grupa Aut (L/K) rozszerzenia L > K ciala
K jest tym cudownym tworem, ktory pozwala gleboko wejrze¢ w nature rozszerzenia
L> K. W tymze paragrafie zastanawiam si¢ nad innymi przykladami zasady
Galois—Weyla. (Jak wspomina C. Chevalley w interesujacym wywiadzie dla pisma
Mathematical Intelligencer, jego mentor i przyjaciel, André Weil, radzil mu zwykle,
gdy zachodzit do niego (Weila) z jaka$ trudnoscia, mowiac: ,,znajdz odpowiednia
grupe”. Hermann Weyl podkreslat czgsto (np. w swym uroczym dzietku, pigknie na
polski przetlumaczonym przez mego mistrza Stefana Kulczyckiego), ze byto wielkim
szczgSciem matematyki, ze grupa Galois jest grupa skorczong i dzigki temu Owczesna
matematyka mogla si¢ z nia uporac!

W rozdziale niniejszym bedziemy mowié glownie o wielkim bogactwie struktur
matematycznych, cho¢ w niektorych momentach bedzie przeswieca¢ tez myslenie
0 poznawaniu rzeczywistosci przez teori¢ reprezentacji, mianowicie w zwiazku
nikiem w teorii nakry¢ zwartych powierzchni Riemanna.

A wigc rozdzial niniejszy ma inny charakter niz pozostale partie tej ksiazki:
zbiera 1 pogl¢bia doswiadczenia zdobyte w czesci 1 ksiazki w rozdziale poswigconym
strukturom topologicznym i ogolnej teorii zbieznosci (ciagi uogodlnione i filtry). Czgsc
ta kulminuje w najpozyteczniejszym chyba twierdzeniu topologicznym: twierdzeniu
Tichonowa o produkcie przestrzeni (lokalnie) zwartych. Omowienie tej teorii jest
kontynuowane w paragrafach posSwieconych teorii struktur jednorodnych i granic
rzutowych przestrzeni topologicznych — niezbywalnych narzedziach analizy funk-
cjonalnej; a takze kontynuowana jest w rozdziale XVIIL

W tym miejscu chciatbym podkreslic, ze ogdlne pojecie przestrzeni topologiczne;j
(Hausdorffa) narodzilo si¢ w zwiazku z kodyfikacja przez Hermanna Weyla Idei
powierzchni Riemanna. W swej fundamentalnej monografii (z roku 1910) pod
powyzszym tytutem Weyl okresla topologi¢ (powierzchni Riemanna) i podaje po raz
pierwszy aksjomaty bazy otoczen — co chetnie przyznaje wielki Felix Hausdorff
w swej klasycznej monografii z roku 1912.
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Z teorii powierzchni Riemanna, z teorii przedluzenia analitycznego, wyrosto
takze inne, fundamentalne dla wspolczesnej analizy i geometrii rézniczkowej
globalnej, pojecie snopa (kietkow). Teoria snopow jest niezbywalnym narzedziem
badajacym zwiazki migdzy czesciq a calosciq — mozliwos$C przejscia od zwiazkow
lokalnych do globalnych. Nic wiec dziwnego, ze parti¢ centralng naszego rozdziatu
stanowi teoria zwartych powierzchni Riemanna — paragraf nazwany przeze mnie
»Riemanna teoria funkcji algebraicznych”. Bo przeciez ta najwazniejsza dla calej
nowszej matematyki teoria wyrosta z genialnej wizji Bernharda Riemanna, starajace-
go si¢ gleboko zrozumie¢ funkcje algebraiczne i ich calki, zwane przez niego stusznie
»~catkami Abela” — na czeSC wielkiego Norwega, bedacego prekursorem zaréwno
Galois, jak i Riemanna. Podobnie jak Riemann, Abel byl synem pastora luteran-
skiego i, podobnie jak on, zmarl miodo na gruzlice.

Nasz wiek (w matematyce) mozna nazwac ,,wiekiem algebry”: algebra dominuje
i przenika wszystkie dzialy matematyki. ,,Odgrywa podobna rol¢ dla matematyki jak
matematyka dla fizyki”, jak moéwit wielki arytmetyk i algebraik (wspottwoérca
Bourbakiego) Claude Chevalley. Chciatoby si¢ powiedzieé: ,algebra jest logosem
matematyki”. Ale algebra, tzn. teoria grup, pierscieni, modutow, ciat i ich rozszerzen
wyrosta z potrzeb analizy i jest dzieckiem teorii liczb, z ktéra zrosta si¢ nierozerwal-
nie. Najciekawsze, najwazniejsze ciala to ciala liczb algebraicznych i ciata funkcyjne.
Dlatego w monumentalnej trzytomowej monografii Heinricha Webera (1912)
Lehrbuch der Algebra (stosunkowo niedawno przedrukowano to dzielo), a takze
i w pOzniejszym podreczniku Frickego (wzorowanym na dziele Webera) pokazna
role odgrywa teoria funkcji mudutowych i automorficznych, ktore to teorie traktuje
si¢ dzi$ jako rozdziaty analizy (por. czes¢ II1, rozdziat XVI). Dlatego tez w niniejszym
rozdziale sporo miejsca zajmuja ciala i ich rozszerzenia, z najpigkniejszym fragmen-
tem tej teorii — teorig Galois. Sam Galois poczal swa teori¢ w zwigzku z problemem
rozwiazywania rownan algebraicznych przez pierwiastniki (twierdzenie Abela—Ruf-
finiego) — i jest odkrywca tak fundamentalnego pojecia, jakim jest grupa Galois
wielomianu. Pierwszym, ktory spojrzal na te grupe jako na grupe automorfizmow
rozszerzenia cial L o K, byl R. Dedekind; jako miody docent w Getyndze tak
wlasnie traktowal teori¢ Galois w swych wykladach. Dedekindowi i Weberowi
zawdziecza si¢ takze nowe rewolucyjne spojrzenie na teori¢ funkcji na powierzchni
Riemanna jako na teori¢ rozszerzen cial funkcyjnych. Teoria Dedekinda—-Webera
byla poprzedniczka teorii funkcji algebraicznych nad dowolnymi cialami, nie tylko
nad (najwazniejszym dla analizy) cialem liczb zespolonych. Teori¢ t¢ rozwijali przede
wszystkim ,teorioliczbowcy” (tzn. arytmetycy), od czasu L. Kroneckera bowiem
istniala tesknota za unifikacja teorii cial algebraicznych i funkcji algebraicznych.
(Arytmetyce potrzebne byly ciata funkcji algebraicznych nad cialami skonczonymi
— tzw. polami Galois.) Droge t¢ utorowal, obok Dedekinda, uczen Kroneckera
i Weierstrassa, Kurt Hensel, tworca liczb p-adycznych (i ,peadyki”). Liczby
p-adyczne byly przez dlugi czas uwazane za kuriozum, dopiero prace Aleksandra
Ostrowskiego, Wolfganga Krulla (ogdlna teoria waluacji) i wielkiego ucznia
Hensla — Helmuta Hassego sprawily, iz peadyka jest dzi§ niezbywalnym
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narzedziem i jezykiem nie tylko arytmetyki, lecz i analizy. Sprawy te stanowia
glowny temat drugiej czeSci niniejszego rozdziatu.

Interesujace i wrecz fascynujace jest to, ze ten zwycieski pochdd rozpoczat
Edward Kummer (nauczyciel Kroneckera), a jeden z najpigkniejszych rozdziatow
matematyki stanowi wlasnie algebraiczna czy tez arytmetyczna — teoria funkcji
algebraicznych, ktorej gltownym architektem byl F. K. Schmidt i jego kontynuator,
André Weil. Teoria ta jest zakonczeniem drogi rozpoczetej przez Dedekinda
i Webera i kulminuje w tzw. ogélnym twierdzeniu Riemanna—Rocha, ktoérego dowod
wedlug F. K. Schmidta i A. Weila podaj¢ takze w niniejszym rozdziale.

Fundamentem tych rozwazan jest teoria (dyskretnych) waluacji, zwanych tez
wykladnikami, na ciele K funkcji algebraicznych, bo w przypadku ciata funkcji
meromorficznych K = .#(X) na zwartej powierzchni Riemanna X teoria waluacji
przyporzadkowuje kazdemu punktowi x € X odwzorowanie K 3f — ord,(f) € Z, czyli
rzad (zera czy bieguna) funkcji f w punkcie. Dedekind i Weber wykazali, ze nie ma
innych (réwnowaznych) waluacji dyskretnych ciala .#(X). Bylo to punktem wyjscia
ogolnej teorii waluacji (i norm) w cialach przemiennych, zapoczatkowanej przez
Hensla, a kontynuowanej i doprowadzonej do doskonatosci przez jego uczniow (i
uczniow uczniow!). Idea jest genialnie prosta — poniewaz ciato K funkcji algebraicz-
nych jest skonczonym rozszerzeniem ciata k(¢) funkcji wymiernych jednej zmiennej,
nalezy najpierw zbada¢ waluacje ciata k(t), a (pdzniej) rozwina¢ teori¢ skonczonych
rozszerzen dyskretnych waluacji. Prowadzi to do pojgcia pier§cienia waluacyjnego.
Zbior K(a) rownowaznych waluacji ciata K to wlasnie pierScienie waluacji. Sa one
punktamii ,,przyszlej” powierzchni Riemanna X = X ciatla K. W naturalny sposob
okresla si¢ (na wzor teorii Riemanna) pojecie dywizora i rozwija si¢ teori¢ dywizorow
na X. Wykazuje sig, ze gdy cialo k = C, wtedy na zbiorze Xx mozna w naturalny
sposob wprowadzi¢ topologie przestrzeni zwartej, nast¢pnie za$ strukture analitycz-
na i wtedy abstrakcyjny twor X staje si¢ zwarta powierzchnia Riemanna, a ciato
algebraiczne K jest izomorficzne z cialem .#(Xg) funkcji meromorficznych na Xy.
Idea twierdzenia Riemanna—-Rocha jest tez bardzo klarowna. Oczywiscie, szczegdly
powyzszych konstrukcji, twierdzen i dowodéw wymagaja sporo miejsca — szczegdly
te zawdzieczamy inwencji i geniuszowi wielkich matematykow naszego stulecia od
Hensla przez Ostrowskiego, F. K. Schmidta do André Weila. Klasyczna ,,Riemanna
teoria” byla im nieodiacznym przewodnikiem!

Te skape uwagi o historii teorii, naszkicowanych w niniejszym rozdziale (a ktore
sa rozszerzone w trakcie wykladu!) wykazuja role ,Wielkiej Czworki”, ktorej
dedykowany jest ten rozdzial. Niewatpliwie, Riemann jest najwigkszym matematy-
kiem wszystkich czasoéw (jesli chodzi o glebie i SmialoSC wizji, genialno$¢ przeczué
i nieomylna intuicje). Genialny chiopiec, ktory by moze dorownal Riemannowi,
gdyby dane mu bylo zy¢ diuzej, ale zostal zamordowany (przez swa lekkomyslnosé
i pasje) w wieku lat 20 i zostawil nam swoj ,testament” — list pisany goraczkowo
w nocy przed fatalnym porankiem — pojedynki, tak jak egzekucje, odbywaly si¢
zawsze rankiem! Evarist Galois nie miat Zadnych zhudzen, ze zostanie zamordowany
w tym ,pojedynku”: swiadcza o tym dwa krotkie lisciki (pisane tez w t¢ straszna
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noc!) do przyjaciot i ciotki. Ten ,zwariowany chlopak” przebacza swym przysztym
mordercom, ,,bo uwazaja oni, ze dzialajg stusznie...” List Galois do (jego) przyjaciela
— to — jak nieraz powtarzal najwigkszy matematyk naszego stulecia, Hermann Weyl
— ,najbardziej skondensowany wsrod znanych mi tekstow literatury Swiatowej —
nie tylko matematycznejl...”. A Weyl byt nie tylko wielkim matematykiem, fizykiem
i filozofem — byl cztowiekiem bardzo, bardzo oczytanym...

Bardzo systematyczny pelny wyklad tej teorii znajdzie Czytelnik w monografii
J. Browkina, Teoria cial (1978), ktorej sam wiele zawdzieczam. Zach¢cam tez w razie
potrzeby do lektury pigknej ksiazki Balcerzyka i Jozefiaka Pierscienie przemienne
(1985). Wiele tez nauczylem si¢ z niezrownanej monografii van der Waerdena (ktora
od 55 lat uczy pokolenia matematykow wszystkich krajow). Madra, taktowna,
bardzo przystgpnie napisana monografia Helmuta Kocha Einfiihrung in die klassi-
sche Mathematik (1986) stanie si¢ zapewne dzielem klasycznym.

§ 1. Przestrzenie topologiczne

W rozdziale II widzieliSmy jak olbrzymig rol¢ odgrywa rodzina {@,} wszystkich
otwartych zbioréw przestrzeni metrycznej. Wiele podstawowych pojec, takich jak
ciaglo$¢ czy spdjnosc¢, zdefiniowano za pomoca zbioréw otwartych. Narzuca sie
mys$l, aby stworzy¢ teori¢ przestrzeni, w ktorych ma sens mowienie o zbiorach
otwartych, a dokladniej, pomyst badania klasy przestrzeni, w ktérych aksjomatycz-
nie wyrdzniona jest rodzina zbiorow posiadajaca pewne wiasnosci zbioréw otwar-
tych. Teori¢ taka zawdzieczamy wielkiemu niemieckiemu matematykowi Hausdorf-
fowi (inne aksjomaty wprowadzil Kuratowski, zajmujac si¢ operacja domkniecia
zbioru: por. ¢wiczenie, rozdziat I, §5). W niniejszym rozdziale zajmiemy si¢ tymi
przestrzeniami i ich odwzorowaniami.

Rodzina J = {0,},.4 zbiordw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, d) ma
nastgpujace wlasnosci:

(0.1) Cala przestrzen X i zbior pusty @ sq zbiorami otwartymi.

(0.2) Suma () 0, (dowolnej mocy) zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

ael

(0.3) Czesé wspdlna skorviczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Wiasnos¢ (0.1) wynika natychmiast z definicji zbioru otwartego w przestrzeni
metrycznej, wlasnosci (0.2) i (0.3) byly dowodzone jako twierdzenie 11.4.1.

Mozna teraz podaé definicj¢ przestrzeni topologiczne;.

DEFINICIA. Przestrzeri topologiczna to para (X, 7), gdzie T = {0,}seq jest
rodzing podzbiorow niepustego zbioru X, spetniajaca aksjomaty (0.1)-(0.3). Rodzine
g nazywamy topologiq (strukturq topologiczng), a jej elementy to zbiory otwarte 0,
przestrzeni topologicznej (X, 7). Jesli nie bedziemy zainteresowani oznaczaniem
topologii w przestrzeni topologicznej, bedziemy pisali po prostu X zamiast (X, 7).

Podamy list¢ podstawowych pojgé topologicznych — wszystkie sa bezposred-
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nimi uogélnieniami poje, z ktorymi zetkneliSmy si¢ w kontekscie przestrzeni
metrycznych.

Zbior F < X jest domknigty, jesli jego dopelnienie jest zbiorem otwartym. Mozna
latwo sprawdzié, ze czes¢ wspolna dowolnej rodziny zbiorow domknigtych jest
zbiorem domknigtym oraz ze suma dowolnej skonczonej rodziny zbioréw do-
mknigtych jest zbiorem domknigtym. Takze zbior pusty @ i X sa zbiorami
domknigtymi.

Gdy dany jest punkt x€ X (lub zbiér Z = X), wtedy dowolny zbior U(x) (U(Z))
taki, ze istnieje otwarty zbior O taki, ze xe® < U(x) (Z < 0 < U(Z)) nazywamy
otoczeniem punktu x (zbioru Z).

Domknigcie A zbioru A to cze$¢ wspdlna wszystkich zbioré6w domknigtych
zawierajacych A. Jest to oczywiscie najmniejszy zbiér domkniety, ktory zawiera A.

Pojeciem dualnym jest wnetrze Int A (A) zbioru Ac X — najwigkszy zbior
otwarty zawarty w A. Zauwazmy, ze dla zbioréw niepustych ich domknigcie nie jest
nigdy puste, podczas gdy wnetrze moze by¢, 1 czgsto jest, zbiorem pustym. Podzbior
przestrzeni topologicznej nazywamy gestym, jesli jego domknieciem jest cata
przestrzen.

Inne, czesto spotykane pojecie brzeg 0A podzbioru A przestrzeni topologicznej X
definiuje si¢ jako czes¢ wspolna domkniecia A i domknigcia dopelnienia, tzn.

04 := An(X—A).

Tak szerokie pojgcie przestrzeni topologicznej jest zbyt ogolne dla zastosowan.
Dlatego Hausdorff wprowadzit dodatkowy aksjomat, ktory jest oczywisty w przypad-
ku przestrzeni metrycznych:

(0.4) Dla dowolnych dwéch roznych punktow x,, x,€X istniejq zbiory otwarte

0., 0, takie, ze x,€0; (i=1,2)i O,n0O, =0G.

Przestrzenn topologiczna spelniajaca aksjomat (0.4) nazywana jest przestrzeniq
Hausdorffa lub przestrzeniq typu T,. '

W przyszlosci bedziemy sie zajmowali najczesciej przestrzeniami Hausdorffa,
Pézniej wprowadzimy inne mocniejsze niz (0.4) aksjomaty oddzielania, prowadzace
do waznych klas przestrzeni topologicznych (np. przestrzeni regularnych, normal-
nych i innych).

Przestrzen topologiczna (X, ) nazywamy przestrzeniq metryzowalng, jesli moz-
na w niej wprowadzi¢ odleglos¢ d zgodna z topologia J, tzn. gdy otwarte zbiory
przestrzeni (X, d) tworza topologi¢ . Wielu przestrzeni funkcyjnych dopusz-
czajacych interesujace struktury topologiczne nie mozna zmetryzowaé. W zbiorze
ograniczonych funkcji B(X, R) wprowadziliSmy odleglo$¢ d, zbieznosé w tej metryce
nazwaliSmy zbieznoscig jednostajng. Ale juz tak proste pojecie jak zbieznos¢
punktowa (prosta) funkcji % (X, R) prowadzi na ogoét do topologii, ktéra (na ogot)
nie jest metryzowalna.

Inne sposoby wprowadzania topologii. W przestrzeni metrycznej (X, d) topologie
definiowaliS$my poprzez rodzing % otwartych kul, # = {K(x, r): xe X, re R}, kazdy
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otwarty zbior jest sumg pewnej ilosci kul otwartych, innymi slowy otwarte kule
tworza ,.baze” topologii przestrzeni metrycznej. Przyjmiemy nastepujaca definicje:

DEFINICIA. Rodzina # — J nazywa sie bazq topologii 7, jesli kazdy element
J jest sumg zbiorow z rodziny 4. Rodzina # — J nazywa si¢ natomiast podbazq
topologii 7, jesli rodzina wszystkich skonczonych iloczynéw O, n 0O, n ... N 0O,,
gdzie 0, 2P, i=1,..., k, stanowi baze topologii 7.

Zatem, jesli dana jest baza (podbaza), to wyznaczona jest tez topologia. Czytelnik
moze latwo sprawdzi¢, ze # jest baza topologii wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ /\ \/xGCDCU.

xeX U —otoczeniax Oc®

Mozna latwo wykazaC, ze kazda baz¢ # charakteryzuja dwie nastgpujace
wlasnoséci (ktore mozna zatem przyja¢ za aksjomaty bazy):

(B.1) AN N Vxe0c0,n0,.

01,0,€B xel N0, OcB
B2 AV =xeo.
xeX OcR
Dowdd. Aksjomat (B.1) wynika z faktu, ze 0, n 0, jest zbiorem otwartym; (B.2)
to konsekwencja otwartos$ci zbioru X.
Przypusémy teraz, ze przeciwnie rodzina # spelnia aksjomaty (B.1) i (B.2).
Konstruujemy wowczas topologie 7, dla ktorej # jest bazg, nastgpujaco:

(0eT) < (0 =)0, dla pewnej podrodziny {0O}.s < B).

seS

Biorac za {0,}s rodzing pusta i cala rodzing # widzimy, ze @ i X (por. (B.2))
naleza do 4. Podobnie speimony jest aksjomat (0.2). Nieco trudnleJ sprawdzic¢ (0.3).
Przypusémy, ze 0, ' <« 9. Mamy wigc

o=0, 0=\)0, gdzie 0, 0,c#® dla seS,teT

seS teT

Ale
on0= ) 0,n0,

(s,t)eSxT

wigc wystarczy wykazac, ze kazdy niepusty zbior O, N 0, jest suma zbioréw rodziny
#. Przypustmy, ze xe O, 0,, z warunku (B.1) wynika, ze istnieje zbior 0(x) € & taki,
ze xeO(x) < O,n 0,. Ale

0,n0,= ) 0Ox),

xe@sn O,

a wigc aksjomat (0.3) jest spelniony. =
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§2. Bazy otoczen. Aksjomaty przeliczalnosci

Najczgsciej topologi¢ wprowadza si¢ przez podanie pelnego ukladu otoczen, czyli
bazy otoczen kazdego punktu xeX.

DErFINICIA. Jedli (X, ) jest przestrzenia topologiczna, to baza topologii 7 w pun-
kcie x € X (bazq otoczen punktu x) nazywamy rodzing %(x) otoczen punktu x, majaca
te wlasnos¢, ze dla dowolnego zbioru otwartego @>x istnieje otoczenie U € #(x)
takie, ze xe U c 0. Latwo wida¢, ze jezeli # jest baza topologii J, to rodzina
zlozona ze wszystkich elementow bazy £ zawierajacych x jest baza topologii
J w punkcie x.

Nietrudno takze wykazac, ze jesli rozwazymy w kazdym punkcie x baz¢ otoczen
%(x) tego punktu, to rodzina {#(x)}.x spelnia nastgpujace trzy warunki (po-
chodzace takze od Hausdorffa):

H1D) A2Zx)#9, N\ )\ xeU,
xeX xeX UeB(x)
czyli kazdy punkt x ma co najmniej jedno otoczenie z %(x) oraz lezy w kazdym ze
swych otoczen.

H2) A A V UcUnU,

xeX Uy, U2eB(x) UeB(x)

H3) AN VAV weU.

xeX UeB(x) VeR(x) yeV WeRB(x)

DErFINICIA. Rodzing {#(x)} .cx, gdzie kazde B(x) jest baza topologii J w punkcie
x (przestrzeni topologicznej (X, 7)), nazywa si¢ pelnym ukladem otoczer przestrzeni
(X, 7) lub topologii J (czasem krotko: bazq otoczenh przestrzeni (X, I)).

Analogicznie jak wyzej, wykazuje sig, ze baza otoczen przestrzeni wyznacza jej
topologig.

Niech dany bedzie zbidr X i rodzina {%(x)},cx speiniajaca warunki (H.1)-(H.3).
Oznaczmy przez 4 rodzing wszystkich zbiorow, ktére sa sumami podrodzin rodziny
() #(x). Wtedy rodzina 7 ma wlasnosci (0.1)-(0.3), czyli jest topologia przestrzeni X.

xeX
Klasa {#(x)}.x stanowi pelny ukiad otoczen przestrzeni (X, 7). Ponadto, jesli

wyjéciowa rodzina {#(x)}..x jest baza otoczen pewnej topologii 7, to skon-
struowana wyzej topologia J = 7, dlatego wilasnie mowimy, ze baza otoczen
przestrzeni topologicznej wyznacza jej topologie.

Hausdorff wprowadzit takze nastgpujace dwa wazne aksjomaty:

AKSJIOMATY PRZELICZALNOSCL 1. Kazdy punkt ma pewnq przeliczalng baze otoczen.

II. Przestrzen ma przeliczalng baze topologii (peiny uklad otoczen).

Jesli (X, ) zawiera przeliczalny zbior gesty, to mowi sig, ze przestrzen (X, )
jest osrodkowa. Nietrudno wykazad, ze (X, ') spelnia drugi aksjomat przeliczalnoéci)
= ((X, J) jest osrodkowa), poniewaz biorac po jednym punkcie z kazdego elementu
przeliczalnej bazy, otrzymujemy zbior przeliczalny gesty. Twierdzenie odwrotne na
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