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Moim Uczniom

PRZEDMOWA DO WYDANIA PIERWSZEGO

Kazde stowo — podobnie jak imi¢ — niesie w sobie rézng tre$c, budzi rézne
skojarzenia zaleznie od doswiadczen tego, kogo spotyka. I tak, slowo ,analiza”
znaczy dla kazdego matematyka co$ innego. Dla jednych obejmuje ono niewiele
wiecej niz ,rachunek roézniczkowy i catkowy”, dla innych kojarzy si¢ z twierdzeniem
Riemanna—-Rocha czy formami harmonicznymi.

Pozycja analizy w matematyce jest szczegoOlna: zupelnie inna niz algebry, teorii
liczb, teorii mnogosci... Nie jest dyscyplina samodzielng: oparta jest na topologii
i algebrze. Powstata stosunkowo pdzno i to ,na potrzeby” mechaniki i geometrii.
Problemy, ktore pojawily si¢ w jej tonie, doprowadzity do powstania tak wielkich i
»samodzielnych” dyscyplin, jak teoria mnogosci, topologia czy analiza funkcjonalna.

Niestychanie szybki rozwoj matematyki po II wojnie swiatowej spowodowal, ze
analiza stala si¢ .olbrzymim organizmem rozrastajacym si¢ na wszystkie stronmy.
Minety (chyba) bezpowrotnie czasy wielkich francuskich ,.kurséw analizy”, ktore, jak
np. klasyczne dzieto Camille’a Jordana, w trzech tomach obejmowaly cato$é¢
owczesnej] wiedzy ,analitycznej”. Moze wlasnie dlatego wspolczesne podreczniki
analizy sa nieproporcjonalnie skromne w stosunku do obecnego stanu wiedzy.
Wiecej: ,,cofnely sie” przed Jordana i Goursata.

Oddana do uzytku Czytelnika dwutomowa Analiza wyrosla z wykladow
»Analizy matematycznej dla fizykow”, ktore prowadza od 10 lat na Uniwersytecie
Warszawskim. Anachroniczna skapos$¢ czasu danego przez fizykow matematykowi
(4 godziny tygodniowo przez 4 semestry) oraz che¢ pokazania studentom, ze analiza
jest jednak zywa, zmusily nizej podpisanego do opracowania wykladow o formie
(i treéci) nietypowej. Osadem tych doswiadczen byt opracowany przeze mnie i mych
asystentow, Jerzego Kijowskiego i Wiktora Szczyrbe, czterotomowy skrypt ,,Wy-
klady z analizy matematycznej”. Wielkie zapotrzebowanie i1 zainteresowanie, ktore
wzbudzila ta publikacja takze poza fizyka i Warszawa, spowodowaly, ze PWN
zwrécilo sie do mnie z propozycja wydania tego skryptu w formie ksiazkowej.
Chetnie przystalem na te propozycje, ,,nie wiedzac co czyni¢”; od ksiazki wymaga si¢
wigcej niz od skryptu.

Ksigzka niniejsza obejmuje nie tylko moje wyktady dla fizykéw, lecz wykracza
bardzo znacznie poza nie. Wylozenie tego materialu wymagatoby trzech Iat
wykladow po 4 godziny tygodniowo.
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6 Przedmowa do wydania pierwszego

Jest to jedyny podrecznik, ktéry wychodzac od zera — doktadniej mowiac od
liczb wymiernych — dochodzi do teorii dystrybucji, calek prostych, analizy na
rozmaitosciach zespolonych, przestrzeni Kéhlera, teorii snopow i wiazek wek-
torowych itd.

Celem moim bylo pokazanie miodemu czlowiekowi piekna i bogactwa tego
niezwyklego $wiata, jakim jest wspolczesna analiza matematyczna. Przy kwestiach
bardzo zaawansowanych, jak np. twierdzenie o indeksie Atiyaha-Singera, nie
moglem oczywiscie podawa¢ pelnych dowodow. Ale wiem, ze mtody umyst chtonie
rzeczy pigkne i trudne, cieszac sig, ze $wiat jest wielki i pelen przygod. Wspominam
rzewnie, jak w czasie okupacji Edward Marczewski wprowadzal mnie w arkana
analizy: w tych czasach ciemnosci byly to dla mnie jasne chwile, za ktore jestem Mu
nieskonczenie wdzigczny.

Obok wyktadu zakonczonych teorii, gldwnym motywem napisania niniejszej
ksiazki bylo pokazanie horyzontoéw oraz zacheta do samodzielnego podrdzowania
po monografiach i pracach specjalnych. W zwiazku z tym podwojnym celem praca .
niniejsza ma charakter podrecznika-monografii. Przy czym cze$¢ pierwsza jest
podrecznikiem (obejmuje 3 semestry moich wyktadow).

Zdaje¢ sobie wyraznie sprawe¢ z niepelnosci i braku wykonczenia niniejszego
przedsigwzigcia. Lecz z jednej strony potrzeby studentow (i monity Wydawnictwa),
z drugiej — giebokie spostrzezenie mego Nauczyciela, Profesora Kuratowskiego:
»hajtrudniej przesta¢ pisaé ksiazke” (poprawia¢ i dopisywacé do ksigzki z analizy
mozna by bez konca) sklonily mnie do przekazania maszynopisu Wydawnictwu.

Na zakonczenie chcialbym podzigkowa¢ wszystkim tym, bez ktorych zyczliwej
pomocy praca ta nie moglaby powstac; a wigc na pierwszym miejscu Jerzemu
Kijowskiemu i Wiktorowi Szczyrbie, ktorych opracowanie skryptowe moich wy-
kladow bylo podwalina niniejszej ksiazki. Dalej, Stanistawowi Woronowiczowi za
napisanie paragrafu o wprowadzeniu koneksji za pomoca miotéow, Jackowi Komo-
rowskiemu za paragraf o pochodnej Liego, Wiktorowi Szczyrbie za paragrafy
o twierdzeniu Frobeniusa-Dieudonnégo. Trudno chyba o wigksza satysfakcje dla
nauczyciela niz ta, ze moze si¢ uczy¢ od swych uczniow.

Ksiazke t¢ dedykuje mym stuchaczom: studentom fizyki Uniwersytetu Warszaw-
skiego (pokoleniom dawnym i obecnym); zdawalem sobie zawsze sprawe, ze
stluchanie moich wykladow bylo dla wielu z nich meka. Dedykacja ta ma by¢
skromna rekompensata oraz wyrazem wdzigcznosci za zywa reakcje, SwiezoS¢ oraz
wyrozumialo$¢, z jaka przyjmowali moje wysitki.

Krzysztof Maurin
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Moim Uczniom
i Stuchaczom

PRZEDMOWA DO WYDANIA ZMIENIONEGO

Niniejsza ksiazka jest trzecim, a wiasciwie czwartym wecieleniem mej Analizy.
Zawdzigcza ona swe powstanie wielu ludziom i okoliczno§ciom. Zewnetrzna forme
tego trzyczesciowego wydania (rozdzialy I-XIX) doprowadzita do stanu czytelnosci
praca peina oddania, cierpliwosci i wyrozumiatosci dla Jej nauczyciela — redaktor
Janina Solarska. Uczen moj, Dr Tomasz Szapiro, ktory uczyl si¢ z pierwszej wersji
(malego skryptu), a przettumaczyt opasta czes¢ II wydania angielskiego, ktéra po
znacznym rozszerzeniu (o0 nowe paragrafy 14-90 rozdziatu XII) zostala podzielona na
dwie czesci: czeS¢ II (rozdzialy XII-XIV) i czes¢ 11 (rozdzialy XV-XIX), wlozyt
olbrzymi wysilek, by méj rekopis stat si¢ podobny do ksiazki. Im dwojgu sktadam
serdeczne, pelne zazenowania wyrazy wdzigcznosci.

Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, a w szczegdlnosci Redakcje: Matematyki
oraz Publikacji Eksportowych sa od dziesiatkdéw lat moimi wyprébowanymi
wspolpracownikami!

Krzysztof Maurin
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10 Spis rzeczy
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WSTEP

Matematyka — Filozofia — Fizyka

Cho¢ poczatkéw matematyki nalezy szuka¢ w Mezopotamii i Egipcie, to dopiero
geniuszowi Hellenow zawdzigczamy uswiadomienie potrzeby dowodow, aksjoma-
tow, postulatow ... Dlatego teZ ciagle jeszcze matematyka kojarzy si¢ nierozerwalnie
z Grecja starozytng, Pitagorasem, Euklidesem, Archimedesem, Eudoksosem, Ar-
chytasem, Theatetosem.

Imponujace dzieto Euklidesa (ok. 350 p.n.e.) — jeszcze do niedawna w Anglii
nazywano matematyke szkolna po prostu , Euklidesem” — powstalo z impulsow
Akademii Platonskiej. Wiadomo, ze w szkole Platona intensywnie uprawiano
i pielegnowano rowniez matematyke. Warto tu podkreslic, ze Akademia byla
rodzajem bractwa religijnego (podobnie jak Pitagorejczycy), wymagajacego ascezy,
kontemplacji i majacego niewiele wspolnego ze wspolczesnymi akademiami. Stad
przeSladowanie Akademii przez wczesne chrzescijanstwo!

Jak wielka wage przywiazywal Platon do matematyki, swiadczy fakt, ze
wyjezdzajac w r. 388-387 p.n.e. do potudniowej Italii, kierownikiem tej szkoty
mianowal Eudoksosa (408-365 p.n.e) (W tym to czasie 17-letni Arystoteles zostal
przyjety do Akademii i spedzit w niej niemal dwadziescia lat zycia). Endoksos
z Knidos byl najwybitniejszym Owczesnym matematykiem (i astronomem), jednym
z najwigkszych matematykow starozytnosci. Jemu (obok Theatetosa, 410-368 p.n.e.)
zawdzieczamy m.in. stynny aksjomat Archimedesa, odkrycie liczb niewymiernych
i poczatek badan nad problemem ciaglosci (continuum). Jak wstrzasajacym i decydu-
jacym dla filozofii byto to odkrycie, $wiadcza stowa ,,p6Znego” Platona w Prawach.
Pisze tam Platon, ze kontakt z Pitagorejczykami (Archytas, 428-3657, i in)
»- - - uwolnit mnie od $miesznego i haniebnego, gieboko w duchu ludzkim zakorzenio-
nego przesadu, ze wzajemne diugos$ci sa wspOtmierne (1). Ten stan umystu wydal mi
si¢ niegodny czlowieka, a bardziej pasujacy do $win — i wstydzilem si¢ za siebie
i wszystkich Hellenow”,

(}) Tzn. ze istnieja tylko liczby wymierne (przyp. Autora).
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12 Wstep

Ostatni wielki filozof Akademii — Proklos (410-485) byl wybitnym matematy-
kiem i jego monumentalny Komentarz do pierwsze) ksiggi Euklidesa stanowil nie
tylko punkt szczytowy jego filozofii, lecz byt glownym impulsem powstania dziela
jednego z najwigkszych fizykow wszystkich czasow, Johannesa Keplera (1571-1630).
Nawiasem mowiac, Komentarz Proklosa ciagle jeszcze jest moze najwybitniejszym
dzielem filozofii matematyki 1 fizyki, ktorego odpowiednikiem wspolczesnym jest
dzieto najwigckszego matematyka naszego wieku, Hermanna Weyla (1880-1955),
Philosophie der Mathematik und der Naturwissenschaften (1926). (Angielskie tluma-
czenie swej ksiazki wzbogacil Weyl wieloma niezwykle cennymi obszernymi przypi-
sami — treSci zarOwno matematycznej, jak i fizycznej i filozoficznej; oczywiscie
ostatnie wydanie niemieckie zawiera te angielskie przypisy). Weyl byt wybitnym,
tworczym fizykiem i interesujacym filozofem. Tak wigc zarowno dla Grekow, jak
i dla Keplera, Newtona i Leibniza, a takze dla Weyla, matematyka wiaze si¢
nierozerwalnie z filozofia i fizyka. Analiza zawdzigcza swe gléwne problemy i metody
fizyce i fizykom.

Matematyka wspolczesna jest nauka ezoteryczna: niezrozumiala, majaca stawe
niepojmowalnosci. Gdy na seminariach czy w artykulach pojawiaja si¢ wypowiedzi
o wspolczesnej matematyce, uczestnicy (Czytelnicy) wyltaczaja si¢ — sprawe zro-
zumienia oddajg walkowerem. Nie trzeba podkreslac, iz w tej sytuacji z matematyka
zwiazane sa falszywe przesady, niecheci, kompleksy; z drugiej za$ strony, matematy-
ka imponuje i niektorzy przedstawiciele nauk niematematycznych probuja ,,uscis-
la¢”, ,,upodabnia¢” swe prace more geometrico podajac dziesiatki definicji — jak
gdyby matematyka i jej scistos¢ polegata na definicjach. Nawiasem mowiac, definicje
matematyczne sa zwykle konstrukcjami i dlatego tez wspolczesna matematyka
przypomina gigantyczne budowle o pi¢gknej harmonijnej architekturze.

Cho¢ olbrzymi organizm wspoélczesnej matematyki wyrost z niepozornych kiet-
kow i pgdow (majacych jednak olbrzymig energie i dynamike), to warto przypomniec
co u Grekow znaczyly takie stowa jak mathesis, mathema, theoria, theorema, physike,
logos, analogia — bo w tych stowach objawiaja si¢ wielkie oczekiwania starozytnych
1 niespodziewane (dla nas) skojarzenia, jakie Hellenowie z nimi wiazali.

Mathesis pochodzi od czasownika pavSdvw (manthano), ktéry oznacza:

1) uczy¢ sig, nauczy¢, znad, (z)rozumieé, wiedziec;

2) posiada¢ znajomos$¢ (czegos, rzeczy), dowiadywac sie, otrzyma¢ wiadomos¢
lub informacje, stysze¢, postrzegac, zauwazac¢, rozpoznaé, rozpoznawac, rozumiec,
mie¢ wglad, pojmowac.

Stad forma rzeczownikowa stowa (odpowiednik naszej matematyki).

Mathema (paSnuo): nauczanie, przedmiot nauczania, nauki:

a) nauka (w ogdle!), sztuka, umiejetnos¢, w szczegolnosci matematyka (w naszym
rozumieniu),

b) material nauczania, przedmiot nauczania,

¢) nauczanie, doktryna, szkota = uoadqaeil.

Stad przymiotnikowo Mathematikos (uadnuatinol):

1) pragnacy sie uczy¢, zadny wiedzy, garnacy sie do nauki, dajacy poznanie,
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2) matematyczny, dotyczacy matematyki; rzeczownikowo: matematyk, w szcze-
golnosci (znajacy sie na gwiazdach) astrolog.

Mathesis (uadnail):

1) uczenie sig, wyuczenie si¢, pojmowanie, poznanie, poznawaniem, przyjmowanie
do wiadomosci, doSwiadczenie; ochota do nauki;

2) a) nauka, poznanie, nauczanie, pouczanie, szkola,

b) mathema (uaSnpuoc).

Wida¢ stad dobitnie, ze u starozytnych matematyka — to co$ zasadniczego,
nierozerwalnie zwiazanego i identycznego z poznaniem, poznawaniem, uczeniem si¢
i wiedza, a nawet tozsamym z nia. Dzi§ znowu matematyka nabiera stopniowo
charakteru ogoéinego, czego$ decydujacego w kazdym poznaniu, mozna by powie-
dzie¢: gléwnego organu logosu.

Logos (Aoyol) — od czasow Heraklita — poprzez potezny proces filozoficzny
(trwajacy przynajmniej 6 wiekow) zwany Stoa, poprzez neoplatonizm i filozofie
chrzescijanska — zajmowal centralne miejsce w filozofii europejskiej i mysh
chrzescijanskiej. W najnowszej filozofit, pod postacia filozofii jezyka i hermeneutyki
(Rosenstock-Huessy, Ebner, Buber, Heidegger, Bollnow, Gadamer, Ernst Fuche
i wielu innych), Logos odgrywa nie mniejsza role. Hinduskim odpowiednikiem
Logosu jest Wacz (mowa — jezyk — stowo). Logos — Wacz jest wyrazem Puruszy
— Pradzapatiego, czlowieka kosmicznego (gnostyckiego Anthroposa), a jednoczesnie
najwyzszego Stworcy. Purusza — Pradzapati to imi¢ Calosci, Jednego, Prajedni: ,,On
wypowiadal swa Wacz (swoj Logos) i wylonily sie wszystkie istoty”. Gdyby
Pradzapati nie byl na poczatku i nie wylonit wszystkiego z Logosu (Logosem), nie
byloby zadnej mozliwosci powtornego zjednoczenia i powrotu rzeczy. Purusza jest
jednoczesnie ofiara, a ta kosmiczna ofiara jest stlowem, Logosem, Wacz. Ofiara
dokonywana przez czlowieka, a wlasciwie przez Purusze, jest mozliwa i jest tym, co
konstytuuje i jednoczy $wiat: bez niego (bez niej) nie byloby Kosmosu, bytby Chaos
pozbawionych zwiazku ,rzeczy” (}).

Ale powrdéémy do stownika! Juz w starozytnej Grecji Logos (Aoyo{) mial
kilkadziesiat znaczen. Wazniejszymi sg:

1) Slowo, jezyk, mowa, rozmowa, powiedzenie, wypowiedz, twierdzenie, wyjas-
nienie, przystowie, obietnica, rozkaz, Prawo, wyklad, opowiadanie, basn (a wiec Logos
nie jest przeciwienstwem M ythos, jak si¢ to popularnie uwazal).

Druga wazna grupa znaczen Logosu to:

2) Liczenie, obliczenie, zdawanie sprawy, odpowiedzialno$¢, rozwazenie, za-
stanowienie, grunt, cel, rozumna przyczyna, wytlumaczenie, uwzglednienie, znacze-
nie, waga, wartosc¢, ranga, pojecie, istota, stosunek, proporcja, analogia, rozum (niem.
Vernunft), zdolnos¢ myslenia, sila mysli, wniosek, konkluzja.

Logos i Physis (przyroda — natura, to co rosnie, Zyje; tworcza sita przyrody) sa
podstawowymi pojeciami naukowego myslenia Grekow i filarami ich filozofii.
U Zenona (336-264 p.ne) i pOzniejszych stoikOw, Logos staje si¢ centralnym

(}) Zainteresowanych odsylam do epokowego dzieta R. Panikkara The Vedic experience, Darion,
Longhanrtood, London 1977.
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pojeciem filozofii, ktore usunglo na bok arystotelesowski Nus: Logos nie tylko
poznaje, lecz ma w sobie impuls do dzialania. Jest on (Logos) nie tylko poznajacym
rozumem, lecz przede wszystkim duchowa zasada, prawem, ktore rozumnie ksztal-
tuje Swiat, czyniac go Kosmosem. Logos u Heraklita i Zenona dziala zaréwno
w Kosmosie, jak i w czlowieku i dzigki niemu poznanie jest mozliwe (,,Logos
w czlowieku poznaje Logos w kosmosie (Kosmosu)”). Logos jest jednoczesnie mowa,
procesem mowienia, trescia mowy, a ta ,miejscem”, w ktorym jawi si¢ Bog, swieta
istota Swiata.

Physike, tzn. fizyka Grekéw, ma zbadaé¢ i pokazac, jak Logos jako tworcza
zasada ksztattuje Kosmos. Jak wiemy, Kosmos jest dla Posejdoniosa — najwickszego
polihistora starozytnosci — zywym organizmem, ozywionym przez site Sympathai
i koordynowanym przez Logos. I tak, Sympathaia jest prekursorem pojecia ogolnego
ciazenia (grawitacji) i wspolczesnej teorii pola! Pojgciem komplementarnym do
atoméw Demokryta.

Powroémy znéw do stownika. Coz znaczyly dla calej nauki tak fundamentalne
terminy, jak theoreo, theorema? Theoreo (Sewgéw) oznacza:

1) mie¢ oglad, ogladaé, rozwazac, zwiedza¢, postrzega¢, widziec;

a) musztrowac, egzaminowac; b) by¢ widzem, przygladac¢ sie, bra¢ udziat
w §wiecie, uroczystosciach, podrdézowac, pielgrzymowac, by wzia¢ udziat w Swiecie
(w uroczystosciach), wysyla¢ postéw na swigto (panstwowe);

2) rozwazac, przemysliwac, rozstrzasa¢, uwzgledniac, bada¢ bardzo szczegolowo
(zauwazaé, rozumie¢, doswiadczac).

Stad rzeczownikowo Theorema (Oechonuc):

1) ogladane; w szczegdlnosci: a) przedmiot widoczny, b) rzecz godna widzenia, wido-
wisko, c) fakt, prawo doswiadczalne, twierdzenie, zasada — regula (w sztuce i nauce);

2) naukowe badanie:

Theoros (0eswgol) — widz: a) w szczegOlnosci: delegat panstwa (Polis) na
widowisko, uroczystos¢; b) postaniec bogdéw, pytajacy w wyroczni, delegat do
wyroczni, pielgrzym; c) przenosnie — S$wiadek.

Theoria (Sewgia):

1) oglad, patrzenie, wzigcie na oko, kontemplacje, medytacje, wizja (takze lokana);
a) rados¢, przyjemno$¢ ogladania, b) partycypacja (widza w przedstawieniach,
$wigcie, uroczystosci), od$wietna radosc, c) widowisko, pokarm dla oczu, d) badanie,
naukowe traktowanie sprawy, naukowe poznanie, teoria (W szerszym znaczeniu),
spekulacja, znajomo$¢ rzeczy, nauka;

2) odswietne widowisko, igrzyska, $wieto, uroczystos¢ swiateczna; poselstwo na
uroczystosci $wiateczne (panstwowe i religijne, bo religia i polityka byly jednym!).

Widzimy, ze dla Hellenéw Theoria to kontemplacja i oglad... We wspolczesnej
matematyce (fizyce) jest podobnie. Teoria jest organicznie powiazanym zespolem
poje¢, dowodow, twierdzen — procesem bedacym kontemplacja, dajacym oglad
wickszej calosci — partii matematyki. W fizyce, wedlug stynnych stow Einsteina,
powiedzianych mtodemu Heisenbergowi (1925), gdy ten, w trakcie dokonywania
swego fundamentalnego odkrycia teorii kwantow, przyszedl do Einsteina po rade:
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