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Przedmowa

Niniejszy podrecznik powstat na podstawie wyktadow i ¢wiczen z analizy
matematycznej i matematyki prowadzonych przez autorki na Wydziale Ekono-
miczno-Socjologicznym Uniwersytetu Lodzkiego.

Elementy analizy matematycznej wystgpuja w programach studidow wszyst-
kich kierunkéw ekonomicznych, ale w réznym zakresie i na ogdét w ramach
przedmiotu matematyka. Na niektérych kierunkach prowadzony jest przedmiot
0 nazwie analiza matematyczna.

W podreczniku tym podjgto probe opracowania takiego zakresu analizy ma-
tematycznej, aby mogli z niego korzystac¢ studenci z roznych kierunkow ekono-
micznych i o r6znym stopniu zaawansowania wymagan matematycznych. Czy-
telnik sam powinien dokona¢ wyboru odpowiednich fragmentow tekstu zgodnie
ze swoimi oczekiwaniami.

Zagadnienia wstgpne zawieraja elementy logiki, teorii mnogosci i topologii.
Przedstawione sa tu takze zbiory liczb rzeczywistych i zespolonych oraz relacje.

W kolejnych rozdzialach zaprezentowane sa ciagi liczb rzeczywistych
1 punktow z wielowymiarowych przestrzeni rzeczywistych, rzeczywiste funkcje
jednej 1 wielu zmiennych oraz rachunek rézniczkowy w tym zakresie, ciagi
funkcji rzeczywistych, szeregi liczb rzeczywistych i funkcji rzeczywistych oraz
rachunek catkowy rzeczywistych funkcji jednej i wielu zmiennych. W podrecz-
niku zaprezentowane sg rowniez rOwnania rozniczkowe zwyczajne i metody ich
rozwiazywania oraz elementy rOwnan réznicowych.

Ksiazka zawiera rozwazania teoretyczne, przyktady o charakterze matema-
tycznym i ekonomicznym oraz zadania do samodzielnego rozwiazania przez
Czytelnika, do ktorych podane sa odpowiedzi.

Mamy nadziejeg, ze podrgcznik ten spotka si¢ z zainteresowaniem $rodowisk
akademickich.

Autorki
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1. Zagadnienia wstepne

1.1. Elementy logiki

Logika matematyczna jest dziatem matematyki, ktorego przedmiotem jest
analiza zasad rozumowania oraz poje¢ z nim zwigzanych z wykorzystaniem
metod 1 narzedzi matematycznych. Podstawowymi pojgciami sa: zdanie, forma
zdaniowa, funkcja zdaniowa i kwantyfikatory.

Definicja 1.1.1. Zdaniem nazywamy kazde wyrazenie, ktoremu mozna
przypisac jedna z ocen: prawdg lub falsz. Prawda i fatsz to wartosci logiczne
zdania.

Zdania oznaczamy zwykle matymi literami, np. p, ¢, za§ warto$¢ logicznag
zdania — symbolem ,,1”, gdy jest ono prawdziwe oraz symbolem ,,0”, gdy jest
falszywe.

Wsrod zdan wyrézniamy zdania proste i ztozone. Zdania ztozone sktadaja si¢ ze
zdan prostych potaczonych funktorami zdaniotwdrezymi (spdjnikami zdaniowymi).
Do najczgsciej stosowanych funktorow zdaniotworczych naleza: negacja (~), alter-
natywa (Vv), koniunkcja (A), implikacja (=) i rtownowazno$¢ (<).

Przyklady 1.1.1. Przykladami zdan sa nastgpujace wyrazenia:

e Liczba \/5 jest niewymierna.

e Romb jest kwadratem.

e Liczba 126 jest podzielna przez szes¢ i liczba 360 jest podzielna przez
szes¢.

Pierwsze i drugie wyrazenie to zdania proste, przy czym pierwsze jest
prawdziwe, a drugie — falszywe. Trzecie wyrazenie jest przyktadem zdania
ztozonego, prawdziwego.

Definicja 1.1.2. Zdanie zawsze prawdziwe nazywamy tautologia.
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Przyktadami tautologii sa zdania:

) pe~(~p)

2) ~prg)=(~pVv~q)

3) ~pvg)=(~pr~q)

4 =9 <=Cq= ~p)

5 p=9<=(Fprvy

6) [~p=>9l=pA(~9)]

N peg=lp=9)rG=p)l

(prawo podwdjnego przeczenia),
(prawo de Morgana),
(prawo de Morgana),
(prawo transpozycji),

(prawo implikacji),

Istotnym zagadnieniem rachunku zdan jest sprawdzanie, czy dane zdanie
jest tautologia. W tym celu rozwaza si¢ r6zne uktady wartosci logicznych zdan
prostych, wchodzacych w sktad rozpatrywanego zdania i wyznacza si¢ wartos¢
logiczna tego zdania.

Podstawowe zasady okreslania wartosci logicznej zdan ztozonych sa przed-
stawione w tabl. 1.1.1.

Tablica 1.1.1. Wartosci logiczne negacji, alternatywy, koniunkcji,

implikacji i rownowaznosci zdan p i g

p q ~p pVvyq pPAq = =
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przyklady 1.1.2.
e Zdanie p v~ p jest tautologia. Sprawdzenie wartosci logicznej tego

zdania zwigzane jest z rozwazeniem mozliwych wariantow wartosci logicznej
zdania p, co przedstawione jest w tabl. 1.1.2.

Tablica 1.1.2. WartoSci logiczne zdania p v ~ p

p

~p

pv~p

0

1

1

0

1

Zrodto: opracowanie wlasne.
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1. Zagadnienia wstgpne

Zdanie p v~ p jest prawdziwe bez wzgledu na warto$¢ logiczna zdania
p, czyli jest tautologia.

e Prawdziwos¢ zdania [~ (p = q)]<> [p A (~ ¢)] sprawdzamy analogicz-
nie. Wyniki zaprezentowane sa w tabl. 1.1.3.

Tablica 1.1.3. Wartosci logiczne zdania [~ (p = g )] < [p A~ q)]

P q r=q | ~p=9) ~q P A~q [~p=q)l=
[p A (~9)]

1 1 1 0 0 0 1

1 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1

Zrodto: opracowanie whasne.

Ostatnia kolumna tabl. 1.1.3. §wiadczy o prawdziwosci rozwazanego zda-
nia bez wzglgdu na wartosci logiczne zdan p i ¢, zatem jest ono tautologia.

Definicja 1.1.3. Wyrazenie, ktéremu nie mozna przypisa¢ wartosci logicz-
nej, nazywamy forma zdaniowa.

Definicja 1.1.4. Funkcja zdaniowa okreslong na zbiorze X nazywamy wyra-
zenie zawierajace zmienne, ktore staje si¢ zdaniem, jesli za zmienne podstawimy
konkretne wielkosci. Zbior X nazywamy dziedzina funkcji zdaniowe;.

Funkcja zdaniowa jest forma zdaniowa.

Przyklady 1.1.3.

e Wyrazenie x* —1=3, gdzie xR, jest funkcja zdaniowa, ktorej dzie-
dzing jest zbior liczb rzeczywistych R. Dla x e {— 2, 2} ma ono warto$¢ lo-
giczng 1,adla x ¢ {~ 2,2} — wartos¢ logiczna 0.

e Wyrazenie x” —1=3, gdziexe N, jest funkcja zdaniowa, ktorej dzie-
dzing jest zbidr liczb naturalnych N. Dla x =2 ma ono warto$¢ logiczng 1,
adla x e N\ {2} — wartos¢ logiczna 0.
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e Wyrazenie x°+y”>=0, gdzie x,yeR to funkcja zdaniowa okreslona
na zbiorze R. Dla (x, y):(O, O) ma ono warto$¢ logiczna 1, natomiast dla
(x,y)#(0,0) — warto$¢ logiczna 0.

W zapisie funkcji zdaniowych wykorzystuje si¢ symbole zwane kwantyfika-
torami.

Wyrozniamy:
e kwantyfikator ogélny (duzy): V — ,, dla kazdego...”,
e kwantyfikator szczegbélowy (maly): 3 — ,istnieje...”.

Kwantyfikatory umozliwiaja skrocenie zapisu funkcji zdaniowych.

Przyklady 1.1.4.
o Funkcje¢ zdaniowa ,,liczba naturalna x jest liczba parzysta” mozna zapisac
W postaci: EIN (x=2y).
ye

e Funkcj¢ zdaniowa ,liczba rzeczywista x jest liczba pierwsza” mozna za-
pisa¢ w postaci: VR (x#y-2).
y,z€

V#EX, ZEX

Rachunek kwantyfikatoréw charakteryzuje si¢ nast¢pujacymi wtasnosciami:

1) ~( R p(x)) = VX(~ p(x)) (prawo de Morgana),
2) ~( VX p(x)) = EIX(~ p(x)) (prawo de Morgana),
3 3(p)valx)e 3 plx)v3Iqlx),

4 3 (px)rglx)= 3 plx)r 3 qlx).

9 7 gk ¥ pl) A 9 gl),

6 (v p)) (¥ gx)) = ¥ (p()v g(x)).

N ¥ ()= a)=( v ) = v ()

8) EIX VY ulx,y)= VY EIXu(x,y),

9) VX VY u(x,y)<:> VY VXu(x,y),

10
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1. Zagadnienia wstgpne

10) 3 3 ulvy)e 3 3 ulxy),
yeY xeX

xeX yeY
gdzie p i1 ¢ sa funkcjami zdaniowymi zmiennej x o zakresie zmiennosci X # &
oraz u jest funkcja zdaniowa zmiennych x i y o warto$ciach ze zbioru odpowied-
nio Xz i Y #J.

Kwantyfikatory znajduja zastosowanie w wielu zapisach matematycznych.
Korzysta si¢ z nich przy formutowaniu definicji i twierdzen.

1.2. Elementy teorii mnogosci

Teoria mnogosci jest dzialem matematyki zajmujacym si¢ badaniem ogol-
nych wlasnosci zbioréw, niezaleznie od elementoéw, z ktdrych zbiory te sg utwo-
rzone.

Zbior jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowanym. Zbiory oznaczamy du-
zymi literami (np. 4,B,C,...) lub przedstawiamy, wypisujac ich elementy
(np. {2, 4, 6, 8}) albo podajac funkcje zdaniowa, ktérag musza spetniac ich ele-
menty np. ({x eR:x*-1<0 }) Elementy nalezace do zbioréow zwykle ozna-
czamy matymi literami: a, b, ...

Na zbiorach mozna wykonywaé rozne operacje matematyczne. Ponizej
przedstawione sa podstawowe definicje z nimi zwiazane, przy czym zaktadamy,
ze wszystkie rozpatrywane zbiory sg podzbiorami pewnego ustalonego zbioru
zwanego przestrzenia i oznaczonego symbolem X.

Definicja 1.2.1. Mowimy, ze zbidr A zawiera si¢ w zbiorze B, co zapisuje-
my Ac B, jesli dla kazdego elementu x zachodzi warunek: xe 4 = x € B.

Znak ,,c” na amy znakiem inkluzji (zawierania).
2"

Definicja 1.2.2. Dopelnieniem zbioru 4 w przestrzeni X nazywamy zbior
A'={xeX:xed

Definicja 1.2.3. Suma zbiorow A4 i B nazywamy zbior postaci
AUB= {x eX:xedv xe B}, tzn. zbidr elementéw nalezacych przynajmniej

do jednego ze zbiorow 4 iB.

11
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Definicja 1.2.4. Iloczynem (mnogo$ciowym) zbiorow 4 i B nazywamy
zbidr postaci AN B = {x eX:xed A xe B}, tzn. zbior elementdéw, ktore nale-

73 zarowno do zbioru 4, jak i do zbioru B.

Definicja 1.2.5. Roznica zbioréw A 1 B nazywamy zbidr postaci
A\B={xeX:xeAAxgB), tzn. zbiér elementéw nalezacych do zbioru A

i nienalezacych do zbioru B.
Roézniceg zbiordw 4 i B mozemy zapisywac rowniez jako 4 — B.

Definicja 1.2.6. Roznica symetryczng zbiorow 4 1 B nazywamy zbior
postaci A+B=(A\B)U(B\ A4).

Przyklady 1.2.1.

o Niech dane beda zbiory A={1,2,3,4,5,6,7,8} i B={2,4,6,10}. Wow-
czas ANB={2,4,6}, AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,10}, 4\B={1,3,5,7,8],
B\A={10}, 4+B={1,3,5,7,8,10}.

e Niech bgda dane zbiory Az{xeR: 2x—1£3} i Bz{xeR: x? —9>0},
czyli A={xeR: x<2}, B={xeR:x<-3vx>3}. Wowczas mamy
A'={xeR: x>2}, B'={xeR: -3<x<3}, AUB=R\{xeR:2<x<3},
AmB={xeR:x<—3}, A+B={xeR: -3<x<2 vx>3}, (poniewaz
A\B={xeR: -3<x<2}oraz B\A={xeR: x>3}).

Niech 4, B, C, D bgda zbiorami zawartymi w tej samej przestrzeni X .
Dziatania na zbiorach charakteryzuja si¢ nastepujacymi wlasno$ciami:

1) AcAUB, BC AUB,

2) AUB=BUA,

3) (AuB)uC=4uU(Bu(),

4) AnBc A, AnBcCB,

5) AnB=BNA,

6) (ANB)NC=ANn(BNC),

7y ANn(BUC)=(ANnB)u(An(C),
8) AUuBNC)=(AuB)N(AV(0),
9) A\Bc 4,
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10) (AcB)A(Cc D)= (4A\D)c(B\C),
11) (AU B)'=A'NB

prawa de Morgana.
12) (AN B)'=A'UB'

Definicja 1.2.7. Suma uogolniong zbiorow 4,, teT, gdzie T jest pewna

rodzing (zbiorem) indeksow, nazywamy zbidr postaci U 4, = {x: 1 xe4, }
teT tel
Definicja 1.2.8. Iloczynem uogdlnionym zbioréw A4,, teT, gdzie T jest
pewna rodzing  (zbiorem) indekséw, nazywamy  zbidér  postaci
N 4, ={x: v xeA,}.
teT

teT

Symbolem R begdziemy oznacza¢ zbior liczb rzeczywistych, a symbolem
N — zbidr liczb naturalnych.

Przyklady 1.2.2.

e Niech Anz{xeR: Lstl} dla neN, czyli
n+1 n

Alz{xeR: léxél},
2
Azz{xeR lesl},

3 2
A;=ixeR léxsl,
4 3

Suma uogodlniong zbioréw  A4,, gdzie neN, jest zbior

U4 = {x eR:0<x< 1}, za$ iloczynem uog6lnionym jest zbior () 4, =Q.
teN teN

e Niech 4, ={xeR:
4, :{1}’

A1=A1={xeR:

5 SxSterl} dla teR tzn.
t“+1

§x§2},

N | —
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Suma uogodlniona zbioréw 4,, gdzie t € R, jest zbior U 4, = {x eR:x> 0},
teR

za$ iloczynem uog6lnionym jest zbior N 4, = {1}.
teR

Poza iloczynem mnogo$ciowym zbioréw okreslony jest iloczyn (produkt)
kartezjanski zbiorow.

Definicja 1.2.9. Iloczynem kartezjanskim niepustych zbioréw A4 i B nazy-
wamy zbior postaci Ax B={(x,y): xe A A yeB}.

Iloczyn kartezjanski nie jest dzialaniem przemiennym, tzn. Ax B # Bx A4,
gdy A+ B.

Przyklady 1.2.3.
e Niech 4= { 1, 2, 3} iB= {— 1, 1} . lloczyny kartezjanskie Ax Bi Bx A sa

postaci:
AxB={(1,-1),(1,1),(2,-1),(2,1),(3,-1),(3, 1) },
BxA={-1,1),(-1,2),(-1,3), (1,1),(1,2), (1, 3)}.
Interpretacja geometryczna tych zbioréw przedstawiona jest na rys. 1.2.1.
il1.2.2.
Rysunek 1.2.1. Interpretacja geometryczna zbioru{ 1,2,3 }x {—1, 1}

A
}.‘
2 5
1 ) . .
-1 0 1 2 3 X
A1 . ] °

Zrddto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 1.2.2. Interpretacja geometryczna zbioru {—1, 1} X {l, 2, 3}

A
J!
. 3 .
. 21 .
. 1 .
2 -1 0 1 2 x
-1

Zrodto: opracowanie wlasne.

e Niech A={xeR: 1<x<4}i B={yeR:3<y<5}. lloczyny karte-
zjanskie Ax B 1 B x A maja postaci:

AxB={(x,y)eRxR: 1<x<4 3L y<5},

BxA={(x,y)eRxR: 3<x<5A1<y <4},

Interpretacje geometryczne zbiorow Ax B 1 Bx A przedstawione sa od-

powiednio na rys. 1.2.3 oraz 1.2.4.

Rysunek 1.2.3. Interpretacja geometryczna zbioru
{xeR: 1<x<4}x{yeR: 3<y<5}

A
¥

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 1.2.4. Interpretacja geometryczna zbioru
{xeR: 3<x<5}x{yeR: 1<y<4}

A
y

5

\j

-1 0 1 2 3 4 5 Xx

A

Zrodlo: opracowanie wlasne.

1.3. Relacje

Podzbior A ustalonej przestrzeni X mozna utozsamia¢ z wlasnoscia, ktora
posiada kazdy element tego podzbioru i ktorej nie posiada zaden element prze-
strzeni X nienalezacy do zbioru A. Wowczas zamiast pisaé x e 4, gdzie

Ac X, piszemy A(x) i moéwimy, Ze ,,x ma wlasnos¢ 4”.

Na przyktad, jesli X jest zbiorem liczb catkowitych, a symbol 4 oznacza
zbior liczb podzielnych przez pigé, to zamiast ,,x € A” mozemy powiedzie¢
,X jest liczba podzielng przez pigc”.

Wtasno$é¢, jaka posiada kazdy element wyréznionego zbioru, identyfikujemy
Z tym zbiorem.

Definicja 1.3.1. Relacjami jednoczionowymi (jednoargumentowymi) w prze-
strzeni X nazywamy podzbiory tej przestrzeni.
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Definicja 1.3.2. Relacjami dwuczionowymi (dwuargumentowymi) w ilo-
czynie kartezjanskim X xY, gdzie X1 Y sa pewnymi przestrzeniami, nazywamy

podzbiory tego iloczynu kartezjanskiego.

Niech p bedzie relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim X xY. Jezeli
(x,y)e p, to zapisuyjemy to w postaci xpy 1 odczytujemy jako ,x jest
wrelacji p z .

Definicja 1.3.3. Parg (x, y), gdzie xe 4, y e B, nazywamy para uporzad-

kowana, jesli istotna jest kolejnos¢ jej elementéw. Pierwszy element (x) nazy-
wamy poprzednikiem, a drugi element (y) nazywamy nastgpnikiem.

Definicja 1.3.4. Zbior poprzednikoéw par uporzadkowanych (x, y) naleza-
cych do relacji p nazywamy dziedzina tej relacji.

Definicja ta oznacza, ze dziedzing relacji p jest zbior takich elementow
x zbioru X, dla ktérych istnieje y €Y taki, ze xpy.

Definicja 1.3.5. Przeciwdziedzina relacji p < X xY nazywamy zbidr na-
stepnikow par uporzadkowanych nalezacych do p.

Oznacza to, ze element y € ¥ nalezy do przeciwdziedziny relacji pc X xY
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje x € X takie, ze xpy.

Przyklady 1.3.1.
e Relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim NxN jest zbior

p={(x,y)eN>< N: y=x3}, tzn. punkt x € N jest w relacji p z punktem x.
e Relacja dwucztonowa w iloczynie kartezjanskim R X (R+ U { 0}),

gdzie R to zbior liczb rzeczywistych dodatnich, jest zbior
p= {(x,y) eRxR" U{O}: y =x4}.

Uogolnienie pojecia relacji dwucztonowej prowadzi do definicji relacji wie-
locztonowej (wieloargumentowe;).
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