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Wstep

Prezentowany zbior zadan z analizy funkcjonalnej zawiera zadania odpowiadajace
zakresowi materialu z tego przedmiotu, jaki jest przewaznie wykladany w czasie
studiow wyzszych. Materiat ten obejmuje teorie przestrzeni Banacha i Hilberta,
a takze zagadnienia dotyczace funkcjonaléw i operatoréw liniowych ograniczo-
nych na takich przestrzeniach. Zbiér zadan jest wiec przeznaczony gtéwnie dla
studentéow kierunku matematyki studiéw uniwersyteckich wszystkich stopni. Mo-
ga z niego korzystaé réwniez studenci innych kierunkéw, nie tylko uniwersyteckich,
dla ktorych analiza funkcjonalna jest przedmiotem podstawowym lub pomocni-
czym. Zywimy zreszta nadzieje, ze zbior nasz zainteresuje nie tylko studentow, lecz
takze pracownikéw nauki, ktorzy wykorzystuja metody i pojecia analizy funkcjo-
nalnej w swojej pracy badawczej.

W celu utatwienia korzystania ze zbioru tak szerokiemu gronu Czytelnikow
podzielilismy zadania na trzy grupy — zadania tatwe, srednio trudne i trudne.
Zadania ze wszystkich trzech grup sa zaopatrzone w szczegbdlowe rozwiazania.
Wyjatkiem jest niewielka stosunkowo liczba zadan uwazanych przez nas za szcze-
goblnie tatwe, gdzie ograniczamy sie do podania odpowiedzi oraz ogdlnych wskazow-
ek. Kryteria zakwalifikowania konkretnego zadania do jednej z grup maja, rzecz
jasna, charakter subiektywny i sg odbiciem naszych odczué. Istotny wplyw na
dobér i uszeregowanie zadan mialy oczywiscie nasze doswiadczenia dydaktycz-
ne zdobyte podczas prowadzenia zaje¢ w Uniwersytecie Marii Curie-Sktodowskiej
w Lublinie i Katolickim Uniwersytecie Lubelskim Jana Pawta II.

Analiza funkcjonalna jest przedmiotem raczej trudnym, wykorzystujacym me-
tody i twierdzenia wielu dziedzin matematyki. Piszac ten zbior, zaktadalismy, ze
potencjalni Czytelnicy znaja podstawowe pojecia i fakty teorii mnogosci, alge-
bry liniowej, rachunku rézniczkowego funkcji jednej oraz wielu zmiennych, funkcji
zmiennej zespolonej oraz teorii miary i calki Lebesgue’a, w zakresie odpowia-
dajacym minimum programowemu dla studiéw uniwersyteckich pierwszego stop-
nia. Poczawszy od trzeciego rozdziatu postulowana jest takze znajomosé podstaw
topologii przestrzeni metrycznych. Wreszcie do zrozumienia i rozwiazania zadan
z rozdziatu ostatniego (gdzie omawiane sg przestrzenie sprzezone i operatory sprze-
zone) niezbedna jest znajomosé takich poje¢ topologii ogolnej, jak rozne metody
wprowadzania topologii w zbiorze, baza i baza otoczen punktu w przestrzeni to-
pologicznej, a takze odwzorowania ciagte przestrzeni topologicznych.
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Vil Wstep

Kazdy sposréd szesciu rozdzialéw zbioru poprzedza krotki wstep, w ktéorym
zebraliémy potrzebne definicje i twierdzenia. Pochodzg one z powszechnie dostep-
nych podrecznikéw, przy czym przyjeliSmy zasade cytowania wylacznie pozycji
w jezyku polskim. Mamy nadzieje, ze zamieszczenie wspomnianych wstepow uta-
twi Czytelnikom korzystanie ze zbioru, chociazby z tego powodu, ze autorzy pod-
recznikow czesto w nieco odmienny sposob formultuja pojecia, a takze zatozenia
twierdzen. W spisie tzw. literatury dodatkowej zamiescilismy ksigzki, ktore miaty
posredni wplyw na zawarto$é zbioru (pozycje te nie sa cytowane w tekscie).

Stanistaw Prus, Adam Stachura
Lublin, 2007
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Przestrzenie liniowe i ich podzbiory

W zbiorze tym K bedzie oznaczaé ciato R liczb rzeczywistych albo ciato C liczb
zespolonych. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, A, B C V beda
zbiorami niepustymi i ¢ € K. Bedziemy stosowaé¢ nastepujace oznaczenia:

A+B={a+b:ac A, be B},
A—B={a—b:ac A, be B},
tA={ta:ae A}.

Zbiér A+ B bedziemy nazywaé¢ suma algebraiczng zbiorow A i B. Jezelixz € V,
to bedziemy pisa¢ z + A zamiast {x} + A. Ponadto piszemy —A zamiast (—1)A.
Przyjmujemy ponadto, ze A+ 0 =Ait-0 = 0.

Niech W C V bedzie podprzestrzenig liniowa przestrzeni V. Dla x € V zbiér
x+ W bedziemy nazywaé¢ warstwa wektora x wzgledem podprzestrzeni W. Sym-
bol V/W bedzie oznaczaé¢ zbior wszystkich warstw, tzn.

VIW={z+W:zeV}.

Zbior ten jest przestrzenia liniows z dziataniami okreslonymi w nastepujacy spo-
sob:
(+W)+(y+W)=(z+y)+W,
tx+W)=te+W

dla wszystkich x,y € V, t € K. Przestrzen te nazywamy przestrzenia ilorazowa
przestrzeni V przez podprzestrzen W.

Niech A C V bedzie zbiorem niepustym. Zbior wszystkich kombinacji linio-
wych wektorow ze zbioru A jest podprzestrzenig liniows przestrzeni V. Nazywa-
my ja podprzestrzenia generowana (rozpinana) przez zbioér A i oznaczamy
symbolem Lin(A). Natomiast zbior wszystkich kombinacji wypuklych wektorow
ze zbioru A nazywamy powloka wypukla (albo otoczka wypukta) tego zbioru
i oznaczamy symbolem Conv(A).

Zbiér A C V nazywamy zbiorem gwiazdzistym wzgledem punktu a € A,
jezeli dla dowolnego b € A odcinek o koncach a i b zawiera sie w A. Zbiér A jest
gwiazdzisty, jezeli istnieje punkt a € A taki, ze A jest zbiorem gwiazdzistym
wzgledem tego punktu.
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4 Zadania. 1. Przestrzenie liniowe i ich podzbiory

Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni V. Punkt e € A nazywamy
punktem ekstremalnym zbioru A, jezeli implikacja

e=1-thr+ty= (e=axVe=y)

jest spetniona dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ € [0, 1] i wszystkich punktow x, y € A.
Zbior wszystkich punktéow ekstremalnych zbioru A oznaczamy przez Ext(A).
Mowimy, ze zbior A C V jest zbalansowany (zréwnowazony), jezeli tA C A
dla dowolnego t € K takiego, ze |t| < 1, natomiast jest pochlaniajacy, jezeli dla
kazdego x € V istnieje t > 0 takie, ze x € tA.
Niech T' bedzie zbiorem niepustym. Uktad wektorow (b;),. przestrzeni V
nazywamy baza Hamela, jezeli spelnia nastepujace warunki:
(1) zbior B = {b; : t € T'} jest liniowo niezalezny,
(2) zbior B generuje przestrzen V, tzn. V = Lin(B).

TWIERDZENIE 1.1 ([2], s. 253). Kazda przestrzen liniowa V # {0} ma baze
Hamela.

Dowod tego twierdzenia jest niekonstruktywny, gdyz opiera sie na pewniku
wyboru. Uwaga ta dotyczy wiec takze zadan, w ktorych wykorzystuje sie to twier-
dzenie.

TWIERDZENIE 1.2 (|2], s. 253). Niech V' bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem
K. Jezeli S jest liniowo niezaleznym uktadem wektorow z V', to istnieje uktad
wektorow Sg z V' taki, ze S C Sy i So jest bazqg Hamela przestrzeni V.

TWIERDZENIE 1.3 ([1], s. 59). Niech (b),cqp @ (b}),cqv beda bazami Hamela
przestrzeni V.. Wtedy zbiory T i T' sq rownoliczne.

Jezeli przestrzen V' # {0} ma skonczong baze Hamela (by,bo, ..., by,), to licz-
be n nazywamy wymiarem tej przestrzeni i piszemy dim(V) = n. W przeciw-
nym razie méwimy, ze V' jest przestrzenia nieskoriczenie wymiarowa i piszemy
dim(V) = 4o0.

Niech W C V' bedzie podprzestrzenia liniows przestrzeni V. Wymiar prze-
strzeni V/W nazywamy kowymiarem podprzestrzeni W i oznaczamy symbolem
codim(W).

Niech W7, Wy beda podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V. Podprzestrzen
W = W1+ W3 nazywamy suma prosta podprzestrzeni Wy i W, jezeli WiNWo =
{0}. Piszemy wtedy W = W1 & W.

Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Liniowa bijekcje
f:V — W nazywamy takze izomorfizmem algebraicznym przestrzeni V' na
przestrzen W. Przestrzenie V i W sa algebraicznie izomorficzne, jezeli istnieje
izomorfizm algebraiczny przestrzeni V na W.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Symbolem Map(X, K) ozna-
czamy przestrzen wszystkich funkcji f : X — K (zob. zad. 1.A.1), natomiast
B(X) oznacza przestrzen wszystkich funkcji ograniczonych f: X — K (zob. zad.
1.A.5).
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