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PRZEDMOWA
DO WYDANIA PIERWSZEGO

Niniejsza ksigzka przeznaczona jest dla stuchaczy pierwszego roku studiéw
matematycznych jako podrecznik do wykladu ,,Algebra I” i w zwigzku z tym jest
dostosowana do obecnie obowigzujacego programu tego wykladu. Niemal wszyst-
kie punkty programu ramowego zostaly tu oméwione, a oprécz tego przedstawione
w ksigZce zagadnienia nie wyprowadzaja w zasadzie poza jego tematyke. Z punktéw
przewidzianych przez program pominigto tu jedynie dzialania na macierzach i ilo-
czyny proste grup z mysla oméwienia tych tematéw w wykladzie ,,Algebra IT”.
Oprécz tego przewidziane programem pojecie algebry abstrakcyjnej zastapiono tu
nieco wezszym (i tatwiejszym) pojeciem systemu algebraicznego. Pozostale zagad-
nienia zostaly potraktowane obszernie i z wlasciwa wspolczesnej algebrze ogélnoscia.
Staralem si¢ jednak wykazaé w tej ksigzce, ze to dazenie do ogdlnosci i abstrakcji
jest usprawiedliwione réznorodnoécig zastosowan tak sformutowanych rezultatéw
i nie jest celem samym w sobie, lecz stuzy przede wszystkim lepszemu zrozumieniu
i opracowaniu doskonalszych metod badania wlasnosci pewnych konkretnych obiek-
téw algebraicznych (w szczegdlnoéci liczb). Z tych wzgledéw okreSlenie ogdlnego
pojecia czy sformulowanie ogélnego twierdzenia jest w ksiaZce czgsto poprzedzane
omdwieniem jego szczegdlnych przypadkéw. Tym tez ttumaczy¢ moina wstrze-
miezliwo$¢ we wprowadzaniu definicji abstrakcyjnych poje¢ i formutowaniu ogdl-
nych rezultatéw dopdki nie jest jeszcze zgromadzony szczegélowy materiat dajacy
podstawe do uogélnien i stanowiacy ich zrédlo. Dotyczy to nawet takich sytuacii,
w ktorych odbywa si¢ to kosztem zwigztosci tekstu.

Ksigzka sklada si¢ z 11 rozdzialéw. W pierwszych trzech oméwione s3 podsta-
wowe pojecia teorii ciat i przedstawione s3 najwazniejsze przyklady cial. Rozdziat IV
zawiera teori¢ réwnan liniowych wraz ze wstgpem do algebry liniowej. W rozdziale
V oméwione sa najprostsze wlasnoéci pierécieni, a rozdziat VI zawiera oméwienie
piericieni wielomianéw, istotng cz¢$é zajmuje tu tzw. arytmetyka pierscienia wielo-
mianéw i wlasnoéci zbioru pierwiastkéw danego wielomianu. W rozdziale VII
wprowadzone jest pojecie homomorfizmu pierscienia i badane sa zwiazki migdzy
homomorfizmem a jego jadrem. Konstrukcje pierécienia ilorazowego i ciala ulam-
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kéw podane sa w rozdziale VIII. Rozdziat IX zawiera podstawy teorii rozkladu
elementéw pierécienia na iloczyny, a rozdzial X jest wstgpem do teorii rozszerzen
algebraicznych ciat (a wigc i do teorii Galois). W ostatnim, XI rozdziale wprowa-
dzone sa podstawowe pojecia teorii grup. Nadrzednym tematem ksiazki, wigZzacym
wszystkie jej rozdzialy, jest teoria réwnan.

Kazdy z rozdzialéw podzielony jest na paragrafy. W zakornczeniu kazdego
paragrafu umieszczone sa ¢éwiczenia pomyslane jako rodzaj testu dla sprawdzenia,
czy czytelnik wlasciwie rozumie wprowadzone pojecia. Nieliczne trudniejsze éwicze-
nia oznaczone zostaly gwiazdka. Przerobienie podanych ¢wiczeni nie wystarczy za-
pewne do nalezytego przyswojenia wprowadzonych poje¢ i nabrania wilasciwych
intuicji z nimi zwigzanych.

W ksiazce stosowana jest jednolita dwuliczbowa numeracja definicji, twierdzen,
lematéw i wnioskéw. Pierwsza liczba pokrywa si¢ z numerem paragrafu. Powolujac
si¢ na wczeSniejszy material piszemy np. ,,definicja 3.2”, gdy chodzi o definicje
o numerze 3.2 danego rozdziatu (znajduje si¢ ona w § 3) oraz ,,definicja 3.2 rozdz.
VII”, gdy chodzi o definicje o numerze 3.2 z (§ 3) rozdzialu VII. Podobnie, po-
wolujac si¢ na przyklad 3 danego paragrafu piszemy ,,przyklad 3, je§li natomiast
chodzi nam o przyklad 3 innego paragrafu danego rozdziatu, podajemy dodatkowo
numer tego paragrafu, a jesli przyktad, o ktéry chodzi, podany jest w innym roz-
dziale, podajemy jeszcze numer tego rozdziatu.

Wydaje sie, ze trudno byloby przedstawié¢ caly materiat objety ksiazka w ramach
wyktadu.,,Algebra I”. Wobec tego wykladowca, ktéry zechce postuzy¢ si¢ tym
podrecznikiem przy opracowywaniu wykladu, bedzie musiat dokonaé pewnego wy-
boru materiatu. Dotyczy to w szczegdlnoéci tematow poruszanych w trzech ostat-
nich rozdzialach ksiazki. Oprécz tego pewne tematy z poprzednich rozdziatéw moga
by¢ oméwione na wykladzie z mniejsza dokladnosécia lub ogdlnoscia (np. §§ 4, 7
19 rozdz. VI, §§ 10, 11, i 12 rozdz. VII, § 1, rozdz. VIII) z my§la o podaniu ewen-
tualnych uzupelnien na ¢wiczeniach. Sadze, Zze na éwiczeniach powinny by¢ tez
omdwione (pominigte w ksigZce, lecz wazne i zwiazane z jej materialem) wzory
Viéte’a oraz rozniczkowanie wielomianéw (wraz z zastosowaniami do badania krot-
nosci pierwiastkow).

Tekst ksiazki oparty jest w duzej mierze na skrypcie Algebra I wydanym dwu-
krotnie przez Uniwersytet Warszawski. Pierwsze wydanie tego. skryptu ukazato si¢
w roku 1966, a jego-autorami byli profesor Andrzej Mostowski, docent Waclaw
Zawadowski i autor niniejszej ksigzki; drugie wydanie bedace nowym opracowaniem,
ukazalo si¢ w roku 1968.

Sktadam gorace podzigkowanie profesorowi Andrzejowi Mostowskiemu za zgode
na wykorzystanie w tej ksigZzce obszernych fragmentéw skryptu, ktérych byl auto-
rem. Réwnie goraco dzigkuje profesorowi Stanistawowi Balcerzykowi za wnikliwe
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przestudiowanie maszynopisu i zaproponowanie mi wiclu poprawek i ulepszen
tekstu oraz docentowi Marcelemu Starkowi za cenne uwagi krytyczne dotyczace
pierwszych rozdzialéw. Dzigkuje réwniez za wspdlpracg i cenne uwagi doktorowi
Maciejowi Brynskiemu, doktorowi Juliuszowi Brzezinskiemu, magistrowi Andrze-
jowi Makowskiemu i docentowi Waclawowi Zawadowskiemu.

Andrzej Bialynicki-Birula
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PRZEDMOWA
DO WYDANIA DRUGIEGO

Wydanie IT tej ksiazki nie rézni si¢ istotnie od wydania I. Wprowa-
dzone zostaly jednak pewne uzupeinienia zwiazane z tematami, ktére
znalazly si¢ w nowym programie wykladu algebry. Usunigtych zostalo
réwniez wiele bledéw stylistycznych i przeoczen, ktdre wkradly si¢ do
pierwszego wydania. Wykrycie znacznej czgéci tych usterek zawdzig-
czam doc. doc. J. Browkinowi oraz K. Szymiczkowi, ktérym skladam
za to gorace podzigkowanie.

Andrzej Bialynicki-Birula

Warszawa, grudziefs 1974
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WSTEP

Algebra byta do konica wieku XIX gitownie nauka o rozwiazaniach réwnan.
Teoria réwnan pozostala do dzi§ waznym dzialem algebry oraz Zrédlem nowych
pojec i teorii, ale sformutowanie, rozumienig i zakres tego problemu z biegiem czasu
ulegly bardzo istotnym zmianom. Ponadto w tokw prac nad tym zagadnieniem
matematycy stworzyli pewne ogdlne pojecia, ktére badane sa obecnie niezaleznie
od ich powiazan z teoria réwnan i ktdre znalazly réwniez szerokie zastosowania
w badaniu innych, nieraz odleglych, probleméw. Zaczatki tych poj¢¢ spotykamy
w pracach matematykow wieku XIX, ale ich ostateczne okreslenie i opracowanie
przyniosta pierwsza polowa obecnego stulecia. W niniejszym wykladzie bgdziemy
omawiac te ogdlne pojecia wskazujgc rowniez na ich zastosowania do teorii réwnan.
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ROZDZIAL I

POJECIE CIAELA

W rozdziale tym wprowadzimy najpierw terminologi¢ ogdlnej teorii dziatan.
Nastepnie okre§limy jedno z podstawowych poje¢ wspdlczesnej algebry — pojecie
ciala.

§ 1. Dzialania i systemy algebraiczne

Rozpatrywa¢ bedziemy zbiory o jakichkolwiek elementach, np. zbiér wszystkich
liczb wymiernych (tj. liczb postaci m/n, gdzie m i n sa liczbami catkowitymi
0,+1, +2,... 1 n#0) albo zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, albo zbiér
ztozony tylko z dwu liczb 01i 1, albo np. zbi6r ztozony z trzech przedmiotéw 0, *, OJ.
Zbiory oznaczaé bedziemy zwykle duzymi literami np. 4, B, G, K, L, P, ..., Z.
Zamiast pisaé, ze przedmiot a jest elementem zbioru A, piszemy a € A4; jesli a nie
Jest elementem zbioru A, to piszemy a ¢ A. Zbior nie zawierajacy Zzadnego elementu
nazywamy zbiorem pustym.

Przypomnijmy, Ze zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w teorii zbioréw, jesli ¢
jest odwzorowaniem (przeksztalceniem) zbioru X w zbior Y, to piszemy ¢: X — Y.
A dalej, ze odwzorowanie ¢: X — Y nazywamy odwzorowaniem na zbiér Y, gdy
o(X) =Y, tj. gdy kazdy element y € Y réwna si¢ ¢(x) dla pewnego elementu x € X.
Odwzorowanie ¢: X — Y nazywamy réznowartosciowym,-gdy dla dowolnych dwéch
réznych elementéw x,, x, € X wartoéci p(x,) i p(x,) tez s rézne. Odwzorowanie
@: X = Y nazywamy wzajemnie jednoznacznym (lub odwracalnym), gdy jest to
réznowarto$ciowe odwzorowanie X na Y. Kazde wzajemnie jednoznaczne odwzo-
rowanie ¢: X — Y ma odwzorowanie odwrotne ¢~': Y — X przeksztalcajace w spo-
s6b wzajemnie jednoznaczny zbiér Y na X i jednoznacznie scharakteryzowane row-
noscia ¢~ 'p(x) = x dla kazdego x € X (¢~ '@ jest wtedy przeksztalceniem identyczno-
Sciowym zbioru X) i pp~1(y) = y, dla kazdego y € ¥ (pgp~! jest wtedy przeksztat-
ceniem identycznoéciowym zbioru Y). Odwrotnie, je§li dla danego odwzorowania
@: X > Y istnigje odwzorowanie y: ¥ — X o tej wlasnosci, ze gy i pg sa odwzoro-
waniami identycznosciowymi odpowiednio zbioréw Y oraz X, to ¢ jest odwzoro-
waniem wzajemnie jednoznacznym i y = ¢~!. Przeksztalcenia identycznoSciowe
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bedziemy tez czasem nazywal przeksztalceniami tozsamosciowymi lub krécej iden-
tyczno$ciami albo tozsamosciami.

W dalszym ciggu bedziemy w miarg potrzeby korzysta¢ i z innych pojeé oraz
oznaczen zaczerpnigtych z teorii zbioréw. Bedziemy to czasem czynié bez doktad-
nych omodwient uzytych terminéw i symboli zaktadajac, ze czytelnik réwnoczeénie’
poznaje podstawy teorii zbior6w w oparciu o ksiazk¢ H. Rasiowej, Wstgp do
matematyki wspdlczesnej [R].

Niech A bedzie zbiorem. Kazda funkcje okres§long na zbiorze 4 o wartosciach
w zbiorze A nazywamy dzialaniem jednoargumentowym. Przykladem dzialania jed-
noargumentowego okre§lonego w zbiorze liczb wymiernych Q (lub w zbiorze liczb
rzeczywistych R) jest funkcja, ktdra kazdej liczbie x przyporzadkowuje liczbe —x
(lub np. liczbg x3+ x+1). Przykladem dzialania jednoargumentowego okres$lonego
w zbiorze réznych od zera liczb wymiernych (lub w zbiorze réznych od zera liczb
rzeczywistych) jest funkcja, ktéra kazdej réznej od zera liczbie x przyporzadkowuje
liczbg 1/x (lub np. liczbe x3+x+1/x).

Moéwimy, Zze w zbiorze 4 okresliliSmy pare elementow, jesli wyrdznilimy dwa
elementy tego zbioru i wskazali§my, ktory z nich uwazamy za pierwszy. Jesli wyréz-
niliSmy elementy a, b € A i a uwazamy za pierwszy element, to pare t¢ oznaczamy
symbolem (a, b). Jesli wigc a # b, to pary (a, b) i (b, a) sa rdzne, gdyz pierwszym
elementem pary (a, b) jest element a, pierwszym za$ elementem pary (b, a) jest
element b. Moze si¢ zdarzyé, Zze oba elementy pary sa réwne.

Przypus$émy, ze kazdej parze elementéw zbioru A jest przyporzadkowany, przez
jakie§ prawo, pewien element nalezacy do zbioru 4. Méwimy wdwczas, Ze w A4
jest okreslone przeksztalcenie dwuargumentowe (lub funkcja dwuargumentowa) o war-
tosciach w zbiorze 4 lub ze w A4 okre§lone jest dzialanie dwuargumentowe. Dziala-
nia dwuargumentowe nazywal bedziemy krotko dzialaniami i oznaczaé zwykle
symbolami +, -, —, O, O, © itp. Dzialanie oznaczone przez - nazywaé bedzie-
my najczesciej mnozeniem, oznaczone przez + dodawaniem, oznaczone przez — odej-
mowaniem, a oznaczone przez : (lub przez /) dzieleniem.

Element przyporzadkowany parze elementéw przez dane dzialanie nazywa si¢
wynikiem dzialania na tej parze. Wynik dzialania O (-, +, O itp.) na parze (x, »)
oznaczamy symbolem xOy (x-y, x+y, xOy itd.). Wynik mnoZenia nazywamy
iloczynem, dodawania sumq, odejmowania réznicq, a dzielenia ilorazem. Zamiast
x -y pisa¢ bedziemy czesto xy.

PrzYKLADY. 1. Niech Q bedzie zbiorem liczb wymiernych, a R niech bedzie
zbiorem liczb rzeczywistych. W zbiorach Q i R mozemy okresli¢ dzialania przy-
porzadkowujac parze (x, y) elementéw zbioru Q lub R ich sumg okres§long w zwykly
sposéb. Otrzymane tak dzialanie w zbiorze Q nazywamy zwykiym (lub arytme-
tycznym) dodawaniem liczb wymiernych, a otrzymane tak dzialanie w zbiorze R
nazywamy zwykiym (lub arytmetycznym) dodawaniem liczb rzeczywistych. Przypo-
rzadkowujac kazdej parze liczb wymiernych (lub rzeczywistych) ich zwykly iloczyn
otrzymujemy inne dzialanie nazywane zwyklym (lub arytmetycznym) mnozeniem
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liczb wymiernych (odpowiednio: rzeczywistych). Natomiast zwykle dzielenie nie jest
dzialaniem okre§lonym ani w zbiorze Q, ani w zbiorze R, gdyz nie kazdej parze
elementow zbioru Q mozZna przyporzadkowac ich iloraz (dzielenie nie jest wyko-
nalne, gdy dzielnik jest zerem). Zwykle dzielenie jest dziataniem okreslonym w zbio-
rze liczb wymiernych (i w zbiorze liczb rzeczywistych) réznych od zera.

2. Niech R bedzie zbiorem liczb rzeczywistych. Wzor sin(x+ y) okre$la dziala-
nie w R przyporzadkowujace dowolnym dwom liczbom sinus ich sumy. Natomiast
wzor ]/ x+y nie okre§la dzialania, gdyz nie przyporzadkowuje kazdej parze liczb
rzeczywistych x,y liczby rzeczywistej. W przypadku gdy x+y < 0, wyraZenie
Y X+y nie ma wartosci rzeczywistej.

3. Dziataniu w zbiorze skoficzonym 4 moina przyporzadkowa¢ tabelke wypi-
sujac dwukrotnie elementy zbioru A4: raz w pierwszym rzedzie poziomym i raz
w pierwszym rzedzie pionowym, a nast¢pnie wpisujac na przecigciu rzegdu pozio-
mego odpowiadajacego elementowi a i rzgdu pionowego odpowiadajacego elemen-
towi b wynik omawianego dzialania na parze (a, b). Odwrotnie, kazda tabelka,
ktéra w pierwszym rzedzie poziomym i pierwszym rzedzie pionowym zawiera
wszystkie elementy danego skoriczonego zbioru A napisane tylko jeden raz, a na
pozostatych miejscach ma wpisane w dowolny spos6b pewne elementy ze zbioru 4,
okreS§la w A dzialanie. Wynikiem tego dziatania na parze (a, b) jest element stojacy
w rzedzie poziomym odpowiadajacym a i rzedzie pionowym odpowiadajacym b.
Na przyklad, jesli X sklada si¢ z liczb 0, 1, to nastepujaca tabelka okresla dzia-
lanie w zbiorze K:

101
0o/o0o0
101

Niepusty zbidr, z wyréznionym skoficzonym uktadem dziatan okre§lonych w tym
zbiorze oraz wyréznionym skonczonym ukladem elementéw, nazywamy systemem
algebraicznym.

Zaréwno uklad dziatan, jak i uktad wyrdznionych elementéw systemu algebraicz-
nego moga by¢ puste. Wobec tego zaréwno dowolny niepusty zbiér, w ktérym nie
okreélilismy zadnych dziatan i nie wyrdznilismy zadnego elementu, jak i niepusty
zbiér z wyréznionym jednym elementem (ale z pustym ukladem dziatan) sg syste-
mami algebraicznymi. Z drugiej strony, dowolny zbidr skoficzony z ukladem wszyst-
kich dziatari okre§lonych na tym zbiorze (jest ich skoficzenie wiele!) i wyréznionym
ukladem wszystkich swoich elementéw jest systemem algebraicznym. Wynika stad,
Ze pojecie systemu algebraicznego jest bardzo szerokie, obejmuje wiele przyktaddéw,
a wéréd nich przykiady mato interesujace badz bardzo dziwaczne. W algebrze pod-
stawowa role graja nastepujace trzy systemy algebraiczne:

(a) zbiér Q wszystkich liczb wymiernych ze zwyklymi dzialaniami + i - oraz
z wyr6znionymi elementami liczba zero i liczba jeden.
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(b) zbiér Z wszystkich liczb catkowitych ze zwyktymi dzialaniami + i - oraz
z wyr6znionymi elementami liczba zero i liczba jeden.

(c) zbiér S, wszystkich wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen zbioru 4 na
siebie ze skladaniem przeksztalcen jako dzialaniem mnozZenia oraz z wyréznionym
przeksztalceniem identyczno$ciowym.

System (a) nazywamy cialem liczb wymiernych, system (b) pierscieniem liczb
calkowitych, a system (c) grupq symetrycznq zbioru A. Biorac za wzorcowy ktdry-
kolwiek z tych systemdw, okresla si¢ pewien typ systemdw algebraicznych, ktérych
pewne ogdlne i z pewnego punktu widzenia najistotniejsze wlasnosci sg takie same
jak wlasnosci systemu wyjsciowego. W ten sposob dochodzi si¢ do trzech podsta-
wowych poje¢ wspolczesnej algebry: pojgcia ciata, pojgcia pierscienia i pojecia grupy.

Pojecia dzialania jedno- i dwuargumentowego mozna uogélni¢ w nastgpujacy
sposob. Niech n bedzie dowolna liczba naturalng. Dzialaniem n-argumentowym
okreSlonym w zbiorze 4 nazywamy dowolna funkcj¢ o wartosciach w zbiorze A4
okre$long na zbiorze wszystkich n-elementowych ciaggdw o elementach ze zbioru 4.
W przypadkach gdy n = 1 oraz n = 2, otrzymujemy W szczegdlno$ci wprowadzone
poprzednio definicje dzialan jedno-i dwuargumentowych (gdyz kazdy element a
mozna utozsamié¢ z ciggiem jednoelementowym, ktérego jedynym elementem jest a,
a kazda pare (a,b) z dwuelementowym ciggiem, ktorego pierwszym elementem
jest a, natomiast drugim b). Dzialaniem wieloargumentowym nazywamy kazde
dzialanie n-argumentowe (tak wigc dziatanie jednoargumentowe jest dzialaniem
wieloargumentowym).

Niepusty zbidr; z wyréznionym skonczonym ukladem dziatan wieloargumento-
wych okre§lonych w tym zbiorze oraz skofczonym ukladem wyrdznionych elemen-
téw nazywamy algebrq abstrakcyjng. To bardzo szerokie pojecie obejmuje w szcze-
gblnosci zdefiniowane poprzednio pojecie systemu algebraicznego. W dalszym ciggu
ksigzki bedziemy ogranicza rozwazania do systemdw algebraicznych, gdyz wszyst-
kic algebry abstrakcyjne, ktore bedziemy dalej rozpatrywac: ciala, pierscienie,
grupy, sg systemami algebraicznymi. Wszystkie dalej wprowadzone pojgcia 1 udo-
wodnione twierdzenia dotyczace systeméw algebraicznych fatwo mozna uogdlni¢
na dowolne algebry abstrakcyjne.

ZADANIA
1. Czy w kazdym niepustym zbiorze mozna okresli¢ pewne dzialanie?

Odpowiedz Tak.
2. lle roznych dziatan mozna okreséli¢ w dowolnym zbiorze zawierajacym tylko jeden element?

Odpowiedz Tylko jedno.

§ 2. Wlasnosci dzialan

Zatézmy, ze w zbiorze A okreslono dziatanie O. Dzialanie to nazywamy
(a) przemiennym, jesli xOy = yOx dla dowolnych elementéw x, y nalezacych
do A4,
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(b) Igcznym, jesli (xOy)Oz = xO(yOz) dla dowolnych elementéw x, y, z na-
lezacych do A.

Niemal wszystkie wazniejsze dziatania, z ktérymi bedziemy si¢ stykali, beda
laczne, nie zawsze jednak beda one przemienne.

JeSli dziatanie O jest laczne, to wynik tego dzialania na ukladzie elementow
a,, ..., a, zbioru 4 nie zalezy od rozmieszczenia nawiasOw. Na przyklad,

(a;0(a,0a;))Oa, = (a;,04a,)O(a;0a,) = a; O(a,0(a;3 Oay)) =
= a,0((a,0a3)Oa,) = ((a,0a,)Oa;)Oa,.
Pozwala to na pomijanie nawiaséw i uzywanie zapisu a, O ... Og, dla dowolnej
liczby naturalnej n. Je§li ponadto dziatanie O jest przemienne, to wynik nie zalezy
od kolejnosci ustawienia elementéw a, ..., a,. Na przyklad, a, Oa,Oa; = a;0O
0Oa,0a,.

Element i € 4 nazywamy elementem neutralnym dzialania O, gdy iOa = aOi =
= q dla kazdego elementu g € 4. Zauwazimy, Ze dzialanie moze mie¢ co najwyzej
Jjeden element neutralny. Istotnie, je§li elementy i oraz j sa elementami neutralnymi
dziatania O, to i =iOj =.

Jesli dziatanie O okre§lone w zbiorze A ma element neutralny i oraz a € 4,
to element b € A nazywamy przeciwnym do a (ze wzgledu na dzialanie O), gdy
aOb = bOa =i. Wobec tego jesli b jest elementem przeciwnym do a, to a jest
elementem przeciwnym do b (i odwrotnie). Element przeciwny do elementu a na-
zywamy elementem odwrotnym elementu a (lub odwrotnosciq elementu a), gdy roz-
patrywane dzialanie nazywamy mnozeniem. Je$li dziatanie O jest taczne, to element
a e A moze mieé co najwyzej jeden element przeciwny. Istotnie, je§li elementy
by, b, € A sa przeciwne do a, to b; = b, 0i = b; O(@0b,) = (b, 0a)0b, =iO
Ob, = b,. Jesli dzialanie O jest przemienne, a i jest elementem neutralnym tego
dzialania, to element b jest elementem przeciwnym elementu a (ze wzgledu na O)
wtedy i tylko wtedy, gdy aOb = i.

Zalézmy, ze précz dzialania O w zbiorze A jest okreslone jeszcze dziatanie [J,
na ogol rzecz biorac, rézne od O. Méwimy, ze dziatanie [J jest

(c) rozdzielne lewostronnie wzgledem O, jesli x(O(yOz) = (xOy)O(xz) dla
dowolnych elementéw x, y, z nalezacych do A4.

Podobnie okreslamy rozdzielno§é prawostronng: dzialanie [ jest rozdzielne
prawostronnie wzgledem O, jesli (yOz)Ox = (yOx)O(zOx) dla dowolnych x, y,
zeA.

W przypadku gdy dzialanie (] jest przemienne, wéwczas rozdzielno§¢ lewostron-
na jest rwnowazna rozdzielno§ci prawostronnej. Jesli dzialanie [J jest rozdzielne
prawostronnie i lewostronnie wzgledem dziatania O, to méwimy krdcej, Ze dzia-
tanie O jest rozdzielne wzgledem dzialania O.

PRZYKLADY. 1. W zbiorze liczb catkowitych réznych od O okre§lmy dzialanie
przyporzadkowujac kazdej parze liczb catkowitych a i b ich najwiekszy wspélny
dzielnik NWD(a, b), tzn. taka liczb¢ naturalng #, kt6ra jest wspSlnym dzielnikiem
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