1. Ciekawostki historyczne

gdzie§ pomiedzy III wiekiem p.n.e. a II wiekiem n.e. W rozdziale siod-
mym ,,Zbyt duzo i nie wystarczajaco” po raz pierwszy wprowadzono kon-
cepcje¢ wyznacznika. Dopiero 1000 lat p6zniej pojawity sie publikacje
Z jego definicja:

e 1683 rok — Kowa Seki, jeszcze btgdna, poprawiona w 1710 roku,

e 1693 rok — Gottfried Leibnitz.

Byly to prace niezalezne. W 1750 roku Gabriel Cramer publikuje wzo-
ry dajace pelny algorytm rozwigzania uktadéw réwnan liniowych.

Dzisiaj bez macierzy nie istniataby np. wspotczesna grafika 3D. Ma-
cierze s3 wymarzonym narz¢dziem do przeprowadzania obliczen
i rozwigzywania rownan. Latwosé ich implementacji w komputerowym
Swiecie 1 zoptymalizowane szybko$ciowo algorytmy operacji na nich po-
woduja, ze nie mozemy si¢ bez nich obejs¢.

2. Macierze

2.1. Wiadomos$ci wstepne o macierzach

Niech m,n € N . Prostokatng tablice

all a12 s a1,n—1 a1n

a21 a22 s a2,n—1 a2n

am—l,l a‘m—1,2 e am—l,n—l am—l,n
_aml a‘m2 am,n—l a‘mn B

utworzong z liczb rzeczywistych (zespolonych) a; dla i=1,...,m,
j=1..,n nazywamy rzeczywista (zespolong) macierza prostokatna
o wymiarze mxn. Elementy a; nazywamy wyrazami macierzy. Rzedy

pionowe nazywamy kolumnami, za$ poziome — wierszami tej macierzy.
Symbol a; jest to element stojacy na przecigciu i-tego wiersza oraz j -tej

kolumny. Macierze oznaczamy wielkimi literami alfabetu: A, B,C,....
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Zbior wszystkich macierzy rzeczywistych (zespolonych) mxn(m -wier-
szy, n-kolumn) bedziemy oznaczali M (R) (M (C)) :
Rodzaje macierzy:

1. macierz kwadratowa stopnia n — macierz, w ktorej ilo$¢ wierszy
rowna jest ilosci kolumn, czyli m=n.

da,;, a, ... Qg

a ... a
A=| 2 . 22 . . 2n
d,;, Q, ... d,

Elementy a,,i=12,...,n, tzn. (a,,a,,...,a,,) tworza gtéwna przekat-
na macierzy. Sume¢ tych wyrazéw czyli a,, +a,, +...+a,, hazywamy
Sladem macierzy i 0oznaczamy tr(A).

2. macierz trojkatna dolna (goérna) — macierz kwadratowa stopnia
n>2, w ktorej wszystkie elementy lezace nad (pod) gtéwna przekatng

Sag rowne 0.
a, 0 0
a21 a22 O
d, 4, ... Q,

3. macierz diagonalna — macierz kwadratowa stopnia n, w ktorej
wszystkie wyrazy znajdujace si¢ poza gtdéwna przekatng sg rowne 0.

a, 0 ... 0
0 a, .. 0
0 0 .. a

nn

O macierzy diagonalnej mozna rowniez mowi¢ dla macierzy prostokat-
nych.
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2. Macierze

4. macierz jednostkowa — macierz diagonalna stopnia n, w ktorej
wszystkie elementy na gtownej przekatnej sg rowne 1.
Oznaczamy ja | .

| =],
00 ...1
5. macierz zerowa — macierz wymiaru mxn, w ktorej wszystkie elemen-
ty rowne sg 0. Oznaczamy ja O.

00 ... 0
0 0

0= A T
0 0 0

2.2. Dzialania na macierzach
Dwie macierze A:[aij]m ) i B :[bij]m, . s3 rowne, gdy maja ten

sam wymiar, tzn. m=m' i n=n' oraz elementy obu macierzy znajdujace
si¢ na tych samych miejscach sa sobie rowne, czyli a; =b; dla dowol-
nych i=12...m, j=12,...,n.

W zbiorze macierzy okreslamy podstawowe dzialania: transponowa-
nie, dodawanie, odejmowanie, mnozenie macierzy przez liczbe rzeczywi-
sta « , mnozenie macierzy. Zapamigtajmy, nie istnieje dzielenie macierzy.
e Transponowanie macierzy

Macierzg transponowang do macierzy A= [aij] nazywamy macierz

mxn

B= [bij ]nxm okreslong wzorem b; =a; dlai=12,...,m, j=12..,n.

Piszemy wowczas

B=A'.
Transponowanie macierzy polega zatem na zamianie wierszy z kolum-
nami w danej macierzy.
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3 -1
PRZYKLAD 2.2.1. Dla danej macierzy A=| 2 0 | mamy
-2 4

AT_32—2
-1 0 4/

e Dodawanie i odejmowanie macierzy

Suma (r6znicg) macierzy A:[aij] i B :[bij ]mxn nazywamy macierz

mxn

C:[Cij]mxn’ ktorej elementy okreSlone s3 jako c; =a;tb; dla

1=12..m, j=12,..,n.A wigc

Cu Cp oo Gy a,tb, a,*b, .. a,=xb,
c c ... C a, th a,,th ... a, tb

C: ?1 ?2 ) %n — 21. 21 22. 22 ) 2n- 2n —AiB.
Chy Cnp .- Con a,xtb, a,tb, .. a, b

Dodawa¢ i odejmowaé¢ mozemy jedynie macierze tych samych wymia-
rOW.

2 51
PRZYKLAD 2.2.2. Dla danych macierzy A:{ 5 3 O} oraz

-2 0 3
B= mamy
{ 4 -1 2}

2 5 1] [-2 0 3] [2-(2) 5-0 1-3
-B=| - S N T =
A { 30}{4 12}{2(4)3(1)02}
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e Mnozenie macierzy przez liczbe rzeczywista o
Iloczynem macierzy A:[aij ]mxn przez liczbe¢ o € R nazywamy ma-

cierz B=[bij] , ktorej elementy okreslamy jako b; =a-a; dla

mxn

i=12,...m, j=12,...,n. Mamy zatem

b, b, ... b, a-a, «a-a, .. a-a,
b b ... b a-a a-a ... a-a

B: .21 ?2 ) %n — .21 -22 ) .2n :a'A.
b, b, ... b, a-a, a-a, .. a-a,

1 2 3
PRZYKLAD 2.2.3. Dla danych macierzy Az{ ) 1 4} oraz

-1 2 -3 .
B= obliczy¢ 2A—4B.
4 -1 4

Rozwiazanie

1 2 3 1 2 -3
2A—4B =2 _4 _
{—214} {4 —14}
[2 46][-4 8 -12] [6 -4 18
|4 2 8| |12 -4 16| |-16 6 -8

e Mnozenie macierzy

Iloczynem macierzy A:[aij]mxn i B:[bij]nxk nazywamy macierz

C= [cij ]mxk , ktorej elementy okresla wzor
n
C;j =D a-by =ay-b;+a, b, +..+a;,-b,
=1

dlai=12,...m, j=12,...k.
Iloczyn macierzy A-B jest wykonalny, gdy ilo$¢ kolumn macierzy A
jest taka sama jak ilo$¢ wierszy macierzy B .
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1 2

1 -1 2 0
PRZYKLAD 2.2.4. Dladanych A=|-1 3 | oraz B:L’ ) 1 J
2 -1
obliczy¢ iloczyn A-B.
Rozwiazanie
1 2
1 -1 20
A-B=|-1 3| =
3 211
2 -1

[ 11+2-3 1'(—l)+2~(—2) 1.2+2-1 1.0+2-1

=] -1-1+3-3 —1-(—1)+3~(—2) -1.2+3:1  -1.0+31 |=
_2~1+(—1)'3 2-(—1)+(—1)-(—2) 2'2+(—1)'1 2.0+(_1).1
1+6 -1-4 2+2 0+2 7 -5 4 2

=-1+9 1-6 -2+3 0+3|=/8 -5 1 3

2-3 -2+2 4-1 0-1 -1 0 3 -1

Zauwazmy, ze iloczyn B- A jest niewykonalny, gdyz w macierzy B
mamy 4 kolumny, zas w macierzy A wierszy jest 3. Na tym przykladzie
widzimy rowniez brak przemiennosci mnozenia macierzy. lloczyn ma-

cierzy nie jest przemienny rowniez dla macierzy kwadratowych.
2 -1
PRZYKLAD 2.25. Dla danych macierzy A:{O 3} oraz
-2 1 ) .
B= 3 3 obliczy¢ iloczyny A-B oraz B-A.

Rozwiazanie

wocl2 JJ[2 e T
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2 I I v L

Wida¢, ze A-B=B-A.

Podstawowe wlasnos$ci dzialan na macierzach:
Zaldézmy, ze macierze A, B,C sg takie, aby dzialania na nich przeprowa-

dzane byly wykonalne. Wéwczas zachodzi:
1. Przemienno$¢ dodawania:
A+B=B+A.
Mnozenie macierzy nie jest przemienne. Nie wyklucza to istnienia
macierzy A, B takich,ze A-B=B-A.

2. Lacznos$¢ dodawania i mnozenia:
(A+B)+C=A+(B+C),
(A-B)-C=A-(B-C).

3. Rozdzielno§¢ mnozenia wzgledem dodawania:
(B+C)-A=B-A+C-A,
A-(B+C)=A-B+A-C.

4. a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a«-B)dla a cR.

5 a-(A+B)=a-A+a-Bdla acR.

6. A-l=1-A=A.

7. (A+B) =A" +B".

8. (A-B)) =BT -A".

9. (A7) =A.

1 0 2 2 -1
PRZYKLAD 2.2.6. Dla danych macierzy A= , B= ,
351 3 1

-1 20 , T
C= obliczy¢ A-C' —2B.
2 0 5
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Rozwiazanie
. 10 2][-1 2 of 2

A-C -2B= . _2.
3 1112 0 5 3

-1 2

[1 02 - 4 2] [1-(-1)+0-2+2-0 1.2+0-0+2-5
- 3(-1)+5-2+1-0 3.2+5-0+1.5

35 1 6 2

0 5

1

1o 2l e GG )

PRZYKLAD 2.2.7. Dla danych macierzy A:{

rozwigzaé rownanie macierzowe 2A"T +3X =B.

Rozwigzanie

1 32
-2 01

-1

}_

3

v’ Przeksztalcamy réwnanie 2A" +3X = B i wyliczamy macierz nie-

wiadomg X :
3X =B-2A"
Dzielgc obustronnie przez 3 mamy:
Xzé-(B—ZAT).
v Wstawiamy odpowiednie macierze do rownania:
3 1 : (3 1 1
1 1 3 2 1
X==-10 2|-2- =—-|0 2|-2-3
-2 01 3
-1 3 -1 3 2
1 5]
3 1 2 -4 1 5] 3 3
:1-02—60 :1-—62:—22.
3 3 3
-1 3] [4 2 -5 1] 5 1
L 3 3]
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Szukang macierzg jest X =| —2

WlFkrwWw|INDW Ol

PRZYKLAD 2.2.8. Znalez¢( macierz X spelniajaca rdéwnanie

Coy 11
3XT -2X = .
01

Rozwigzanie
v' Przewidujemy, ze macierz X bedzie miata posta¢

a b
X :[ d} a,b,c,d e R, gdyz macierz po prawej stronie réwna-
C
nia jest wymiaru 2x2. Jednym z warunkoéw rowno$ci macierzy jest
a C
zgodnoé¢ ich wymiaréw. Nastepnie mamy, ze X' = {b d]

Wstawiajac do roéwnania otrzymujemy:
a c a b 11
3. —2. =
b a2l do s
3a 3c] [2a 2b] [1 1
3b 3d] |2c 2d| [0 1
3a-2a 3c-2b] [1 1
13b-2c 3d-2d| [0 1

[ a  3-2b] [11
3b-2c d | |01
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v' Aby macierze byly rowne, odpowiadajgce sobie elementy muszg
by¢ rowne. Powstaje wiec uktad rownan:
a=1
3c-2b=1
3b-2c=0"
d=1

Rozwigzujac powyzszy uktad otrzymujemy

) . 1 04
v’ Szukana macierz ma posta¢ X = .

06 1
n
ZADANIA
-2 3
) 1 2 2 4 2 0
2.1. Dane sg macierze A= ,B=| 3 5| C= .
0 5 -1 0 5 1 -2 5

Wyznaczyé macie-rze: 2A+C, A-3C, A-B,B-A A-C", A" .C.
2.2. Niech beda dane macierze

13 0 1 3 -1 1 4
A:L 1 }B: 01 0 ,C=2 0.
21 0 -11

a) Obliczy¢ 2A—-3C".
b) Rozwigzaé¢ réwnanie macierzowe 3X + A" = 2C.

¢) Obliczy¢ iloczyny macierzy A-C,C-A, A-B,C"-C,C-C".

01 2 1 0 2
2.3. Znalezé macierz AB—BA dla A=|1 2 0B=(0 2 1].
2 01 210
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