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Wstep

Wokdt matematyki szkolnej narosto wiele nieporozumien. Wiekszoé¢ z nas uwaza jg za przed-
miot, na ktérym uczniowie zmuszeni sg zapamietywac sztuczne definicje, twierdzenia, reguly
i wzory, wykonywa¢ skomplikowane obliczenia i rozwigzywa¢ nielatwe zadania wedlug poda-
nych schematdow.

Taka opinia jest wynikiem smutnych doswiadczen szkolnych. Dla wielu z nas matematyka byta
przedmiotem niezrozumiatym, mieliémy z nig problemy; teraz problemy z matematyka maja
nasze dzieci.

Tymczasem tak by¢ nie musi. Mimo ze matematyka nie jest tatwa, mozna ja skutecznie przy-
blizy¢ dzieciom — pod warunkiem, zZe nawigzemy do do$wiadczenia dziecka, pozwolimy mu
postugiwac¢ si¢ potocznym jezykiem, a przede wszystkim bedziemy odwolywa¢ si¢ do zdrowego
rozsadku.

I o tym wlaénie jest ta ksigzka. Chociaz adresuje¢ ja gtownie do rodzicow, ktérzy maja dzieci
w szkole podstawowej lub gimnazjum i chcg im poméc w zrozumieniu matematyki, ksigzka
moze przyda¢ sie wszystkim szukajagcym pomysléw na nauczanie.

Do napisania ksigzki zachecit mnie Witold Szwajkowski, ktéremu w tym miejscu dzigkuje.

Danuta Zaremba
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Rozdziat 1.
Zrozumiec dziecko

Zrozumiec dziecko,
aby by¢ przez niego zrozumianym

1.1. Co nieostre, to tepe,
czyli logika dziecieca

Z zycia klasy

Zaczne od przytoczenia historyjki, ktéra czesto opowiadam. Brzmi jak anegdota, ale wyda-
rzyla sie naprawde. Bylo to na lekeji jezyka polskiego w czwartej klasie jednej z wroctawskich
szkot podstawowych podczas wystawiania ocen na poélrocze. Nauczycielka byta raczej fagodna,
stad oceny byly niezle. Patrzac na stopnie wpisane do dziennika, nauczycielka zaczela sie glosno
zastanawia¢, dlaczego uczniowie maja u niej oceny znacznie lepsze niz u innych nauczycieli.
Jeden z uczniéw, Piotrek, od razu znalazl wyjasnienie: To dlatego, ze Pani nie jest ostra tak
jak inni — Pani jest tepal!

Klasa zamarta, a Piotrek zdat sobie sprawe z popelnionej gafy. Na szczgscie nauczycielka wla-
$ciwie odebrala stowa ucznia i — zamiast si¢ obrazi¢ — szczerze si¢ ubawila, o czym wiem od
niej samej. Byta to nauczycielka z prawdziwego zdarzenia, rozumiejgca swoich uczniow. Zda-
wala sobie sprawe z tego, ze Piotrek, nalezacy do tych uczniéw, ktérzy szybciej mowia niz
mysla, instynktownie kierowat sie logika: skoro nie ostre, to tepe.

Tymczasem nauczyciele czesto traktuja podobne wypowiedzi dostownie, czujg si¢ dotknieci
i konflikt gotowy. A wystarczytoby troche refleksji, by wlasciwie odczyta¢ intencje ucznia.
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Dziecko mysli logicznie, jest konsekwentne w swoim rozumowaniu. Czasami dochodzi do wnio-
skow, ktore nas zaskakuja i wydajg sie fatszywe. Skad sie biora? Ot6z dziecko czesto przyjmuje
swoje wlasne zalozenia, o ktorych nie zawsze wiemy. Podam pare przyktadow ze swojego
doswiadczenia nauczycielskiego.

O punktach wiekszych i mniejszych,
grubej prostej i czterech potowkach kota

Pamietam, jak kiedy$ rozmawialam o matematyce z pewnym pigtoklasista. Podczas dyskusji
o zadaniu z geometrii pojawilo si¢ pojecie punktu. Chciatam sprawdzi¢, jak je uczen rozumie,
wiec narysowatam odcinek i zapytalam podchwytliwie, ile jest w nim punktéw. Chlopiec popa-
trzyl uwaznie na odcinek, zmarszczyt czoto, co$ mierzyt i szacowat, a potem odpowiedziat
z przekonaniem, ze ,jakie$ tysiac”. Zastanawialam sig, jak zareagowac, a wtedy ustyszalam, ze
punktéow mogloby by¢ jeszcze wigcej, gdyby byly bardzo mate...

Moze Panstwo pamietacie z wlasnej edukaciji, ze punkt to jest ,,co$, co nie ma wymiaru”. Pojecie
punktu jest czysto abstrakcyjne, punkty (te rozwazane w geometrii) nie istnieja w naszej rze-
czywistoéci, nie mozna ich narysowac¢, a zaznaczenie punktu na papierze czy tablicy jest tylko
umowng ilustracja tego pojecia. Punkty, ktore rysujemy, sa grubsze lub ciensze — w zaleznosci
od sytuacji, ktéra chcemy zilustrowac, a takze od oféwka czy kredy, ktorych uzywamy. Tym-
czasem dziecko odczytuje rysunek tak, jak go widzi, identyfikujac punkt z narysowana kropka.
Jest oczywiste, ze kropka ta ma pewne wymiary, moze by¢ wigksza lub mniejsza. Nie moze by¢
tylko zbyt duza, jezeli ma by¢ punktem — tak uwazaja dzieci.

Dzieci, nawet starsze, traktujg rzeczy i zjawiska dostownie. Przypomina mi si¢ moja lekcja
geometrii przestrzennej w 6smej klasie szkoly podstawowej (sprzed reformy). Rozwazaliémy
sytuacje, w ktdrej dana jest plaszczyzna oraz prosta do niej réwnolegta:

Zapytalam, ile jest plaszczyzn przechodzacych przez dang prosta i réwnolegtych do danej ptasz-
czyzny. Chciatam sytuacje zilustrowaé, wiec wzietam dlugopis (mial reprezentowaé prosta)
i ustawilam go réownolegle do blatu stotu (plaszczyzna). Kasia nie miala watpliwosci: dwie!
Odpowiedz zaskoczyla mnie, ale zrozumiatam, skad sie wziela: jedna plaszczyzna pod dlugo-
pisem, druga nad...
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Rozdziatl 1. ¢ Zrozumieé dziecko 11

Nic dziwnego, model prostej byl zbyt ,,gruby”, aby mogt skutecznie reprezentowa¢ prosta. Chcia-
fam dobrze, a wyszfo nieoczekiwanie. Trzeba przyzna¢, ze inni uczniowie nie byli tak dostowni
i rozumieli umowno$¢ sytuacji. W kazdym razie trzeba bylo podyskutowaé na temat pojeé
geometrycznych.

Pamietam tez pewnego czwartoklasiste, ktdry ,,dzielil koto na cztery potowy”. Narysowat jedna
$rednice, ktora podzielita kolo na dwie potowy, po czym dorysowat érednice prostopadta,
otrzymujac tym razem réwniez podzial na dwie potowy (oczywiscie inne). Podsumowujac,
stwierdzil, Ze narysowane $rednice dzielg kolo na cztery potowy. Czyz méwit nieprawde?

Dowolny — czyli jaki?

Nieporozumienia zdarzajg si¢ nie tylko w geometrii. W algebrze przeksztalcamy wyrazenia
z literami. Przykladowo zamiast a - (b + ¢) mozemy napisa¢ a - b - ¢. Dlaczego? Bo dla dowol-
nych liczb podstawionych w miejsce a, b, ¢ zachodzi réwnoé¢ a - (b +¢) =a - b - c. Pytalam
kiedy$ uczniéw, jak ja uzasadni¢. Ustyszatam: podstawic za a, b, c jakie$ konkretne liczby
i sprawdzi¢.

Oczywiscie w ten sposob pokazemy tylko, ze réwnos¢ jest prawdziwa dla tych liczb, ktore
podstawimy; nie dowiedziemy, ze jest prawdziwa w calej swojej ogdlnosci. Sprawdzajac row-
nos¢ dla pewnych liczb, nie mozemy wywnioskowac, ze jest prawdziwa dla pozostatych.

Uczniowie jednak rozumieja przymiotnik ,dowolny” po swojemu, zgodnie ze swoim doswiad-
czeniem zyciowym. Na co dzien ,,dowolny” znaczy: taki, jaki chce, zalezny od mojej woli. Jesli
zatem liczby maja by¢ dowolne, moge je wybrac.

Trzeba czasu, aby uczen zrozumial, ze ,,dowolny” w matematyce oznacza to samo, co ,kazdy”.
Okreélenie: ,dla dowolnych” znaczy: ,,dla wszystkich”, a nie tylko dla wybranych.

Im lepiej zrozumiemy ucznia, tym lepiej potrafimy sie z nim porozumie¢ i tym skuteczniej pomac
mu w przezwyciezaniu trudnoéci, jakie niesie matematyka. Rozumienie ucznia, a przynajm-
niej nieustanne podejmowanie staran w tym kierunku, jest niezbednym warunkiem dobrego
nauczania. Nie wystarczy, ze przygotowujac sie do lekgji, nauczyciel opracuje dany temat w spo-
s6b, ktéry jemu wydaje si¢ wlasciwy. Narzucanie uczniom z gory ustalonego sposobu podej-
$cia do problemu czesto odnosi skutek inny od zamierzonego. Uczniowie szybko tracg watek,
przestaja rozumiec istote zagadnienia i skupiaja si¢ wylacznie na zapamietaniu wytycznych
nauczyciela. Nasladuja pokazany sposdb rozwigzywania zadan, przez jakis czas radza sobie
z typowymi zadaniami, ale po pewnym czasie wszystko zapominaja. Na dodatek, przyzwy-
czajeni do bezmyslnego stosowania regut i wzoréw, zatracaja zdolno$¢ postugiwania si¢ zdro-
wym rozsadkiem i nie prébuja samodzielnie rozwigzywaé nawet prostych probleméw. Stad
rodza si¢ klopoty z matematyka. Nieporozumienia na linii nauczyciel - uczen powoduja, ze
trzeba nie tylko uzupelnia¢, ale czgsto takze prostowac edukacje szkolna naszych dzieci.
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Rozdzial 3. ¢ Uczymy utamkow 87

Zauwazmy, ze niektore zadania sugeruja sposéb przeprowadzania obliczen, ale niektére
dopuszczaja rézne sposoby. Przykladowo obliczajac 40% i 60%, mozna startowaé zaréwno
z 10%, jak 1 20%.

Warto takze po¢wiczy¢ obliczanie procentu liczby, jezeli nie jest ona dana, ale znamy inny jej
procent. Pytajmy wiec, jak obliczy¢ 45% liczby, znajac jej 30% — lub odwrotnie. W szczegol-
nosci pole¢my znajdowanie liczby (czyli 100%), ktérej pewien procent jest znany.
Oto przykiady kilku ¢wiczen:

4 15% pewnej liczby wynosi 135. Oblicz 30%, 60%, 5%, 50%, 200% tej liczby.

4 250% liczby jest réwne 124. Jaka to liczba?

4 30% pewnej liczby jest réowne 21. Jaka to liczba?

4 Znajdz liczbe, ktorej: a) 20% wynosi 13, b) 5% wynosi 1.

3.10. Uczymy obliczaé procenty

Zdrowy rozsadek zamiast x

Na lekcjach matematyki (takze chemii) czgstym narzedziem do obliczen procentowych ciagle
jeszcze sa proporcje z niewiadoma. Stosowane sa wtedy, kiedy trzeba obliczy¢ pewien procent
liczby na podstawie innego jej procentu. Oto przyklad:

4 27% pewnej liczby wynosi 351. Ile wynosi 14% tej liczby?
. .. 27 351 T . .
Z reguly zaczyna sie tu od proporcji VI (lub innej, réwnowaznej), gdzie x oznacza
x
szukang liczbe.

Tymczasem zadanie to mozna rozwigza¢ dokladnie tak, jak w mtodszych klasach rozwiazuje
sie inne zadanie.

4 Za bilety do kina dla 27 0s6b zaptacono 351 zl. Ile trzeba by zaptaci¢ za bilety
dla 14 os6b?

Obliczamy najpierw ceng jednego biletu, a potem mnozymy ja przez 14.
Z procentami tak samo. Obliczamy 1% liczby, dzielac 351 przez 27, a wynik mnozymy przez 14.

Kto$ moze powiedzie¢, ze dziatania sa takie same jak podczas obliczania x z proporcji. To prawda,
ale doszli$my do tych dzialan w sposob zdroworozsadkowy. Proporcje zwalniaja ucznia od
myslenia i obcigzaja niepotrzebnie jego pamie¢. Czasem pamie¢ zawodzi i uczen myli sie, np.
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zamieniajac licznik z mianownikiem. Postepuje schematycznie i nie zauwaza bledu. Nie bez
znaczenia jest tez fakt, ze proporcje wymagaja kartki i olowka; sg niewygodne, jezeli postu-
gujemy sie kalkulatorem.

Podobnie zdroworozsadkowo rozwigzujemy zadanie:

4 19% pewnej liczby wynosi 76. Jaka to liczba?

Wystarczy zauwazy¢, ze kazda liczba stanowi 100% siebie samej, i rozwigzywaé zadanie tak
jak poprzednie, zastepujac 14 przez 100.

W szkole czesto preferuje sie rozwigzywanie zadan za pomoca réwnan, co z reguly kompli-
kuje postepowanie. Zobaczmy to na przykladzie.

¢ Kowalski obliczyt, Ze w przysztym miesigcu po zaplaceniu podatku stanowiacego 36%
miesigcznego wynagrodzenia zostanie mu z pensji 2912 zt. Ile zarabia Kowalski?

Nawyki wyniesione ze szkoly prowadza do schematu:

wynagrodzenie miesieczne Kowalskiego to x,

36
zaplacony podatek to —x,
P vP 100
. 36
po zaplaceniu podatku zostalo x —mx ,
. . . 36
skad wynika réwnanie x ———x =2912.
100
Wszystko to prawda, tylko po co? Skoro Kowalski zaplacit jako podatek 36% swojego wyna-

grodzenia, to zostalo mu 64% wynagrodzenia. Te 64% to 2912 z1, skad obliczymy 1%, a potem
100% wynagrodzenia.

Obnizki i podwyzki

Na dalszym etapie edukacji, w gimnazjum, uczen oblicza nie tylko ,,okragte” procenty. Obli-
czenia stajg si¢ bardziej skomplikowane i warto siega¢ po kalkulator. Punkt wyjscia jest ten

sam: x% liczby to ﬁ tej liczby. Skorzystamy z tego, ze znalezienie utamka liczby oznacza

pomnozenie liczby przez ten utamek. Utamki wyrazajace procenty z reguly zapisujemy w postaci
dziesietnej, szczegolnie gdy postugujemy sie kalkulatorem.

Trzeba po¢wiczy¢ zamiane procentéw na ulamki dziesietne. Uczeni nie powinien mie¢ watpli-
wosci, ze 76% to 0,76, 10% to 0,1, 80% to 0,8, 123% to 1,23, 120% to 1,2 itp.

Na poczatek rozwazmy zadanie:

4 Lodéwka kosztuje 750 z. Ile bedzie kosztowala po obnizce 0 14%?
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Na lekcjach matematyki bardzo czesto postepuje sie¢ wedlug schematu: oblicza si¢ 14% z 750,
odejmujgc otrzymang liczbe od 750.

W ten sposob wykonuje sie dwa dziatania, najpierw mnozenie, a potem odejmowanie. Tym-
czasem mozna prosciej. Wystarczy zauwazy¢, ze skoro lodéwka stanieje o 14%, to zostanie
86% jej ceny. Zadanie sprowadza si¢ do jednego dziatania, mianowicie 0,86 - 750.
Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy lodowka drozeje:

4 Lodoéwka kosztuje 750 z1. Ile bedzie kosztowala po podwyzce o 16%?
I tutaj rowniez nie musimy wykonywa¢ dwdch dziatan, obliczajac 0,16 - 750 i dodajac znale-

ziong liczbe do 750, jezeli zauwazymy, ze nowa cena lodéwki to 116% kwoty 750. Poniewaz

116
R to 1,16, wigc mnozymy 1,16 - 750.

Rozwigzujac zadania, w ktérych znamy kwote po okreslonej obnizce czy podwyzce, a trzeba
obliczy¢ ceng wyjsciows, zaczynamy od przyporzadkowania danej kwocie odpowiedniego
procentu ceny wyjéciowej i na tej podstawie obliczamy 100%.

Takie rozumowanie, i to dwukrotnie, zastosujemy w kolejnym zadaniu:

4 Odkurzacz najpierw podrozal 0 20%, a potem staniat o 15% i kosztuje 459 zt.
Ile kosztowal przed zmianami cen?

Mamy tu trzy ceny odkurzacza: poczatkows, srodkows i koricows. Najlepiej zacza¢ od tej ostat-
niej. Skoro odkurzacz stanial o 15%, to ostatnia cena stanowi 85% ceny srodkowej. Te 85% to
459, wiec 1% to 459 : 85, a 100%, czyli cena $rodkowa, to 100 razy wigcej. Otrzymamy 540 zl.
Ta kwota z kolei stanowi 120% poczatkowej, wigc cena poczatkowa jest rowna (540 : 120) - 100.

3.11. Dalsze obliczenia procentowe

Odpowiadamy na podchwytliwe pytania

Zaczne od mojego ulubionego pytania:

4 Akcje na gieldzie spadly o 50%. O ile procent musza wzrosna¢, aby wroci¢ do ceny
przed spadkiem?

Wiele razy styszalam odpowiedz: oczywiscie o 50%!

Sprawdzmy. Po spadku o 50% zostala polowa ceny akcji. Wracajac do stanu poprzedniego,
musi si¢ ona podwoi¢, czyli wzrosnaé o siebie sama, a wigc 0 100%!

Ten przyklad pokazuje dobitnie, ze kazdy procent trzeba odnie$¢ do odpowiedniej wielkosci.
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Konstruujemy trojkat z trzech odcinkéw

Postawmy pytanie, jak z trzech odcinkéw zbudowac trojkat i czy zawsze mozna to zrobié.
Najlepiej bytoby rozwigzywaé problem pogladowo, budujac tréjkat z patyczkow. Trzeba by
mie¢ patyczki réznej diugosci, wérdd nich trzy, z ktérych mozna utworzy¢ tréjkat, oraz trzy,
ktdre nie moga by¢ bokami tréjkata.

W trakcie prob uczen moze zauwazy¢, ze jezeli dwa patyczki sa zbyt krétkie w stosunku do
trzeciego, to z tej trojki nie da sie zbudowac trojkata.

Zauwazy to z cala pewnoscia, jezeli ustalimy polozenie jednego patyczka, dotaczymy do jego
konicow pozostate dwa patyczki i bedziemy je obraca, szukajac polozenia, w ktorym sie zetkna:

Uczen zobaczy, po jakich drogach poruszaja si¢ konice ruchomych odcinkéw, i bedzie umiat
narysowac trojkat o danych trzech bokach, postugujac si¢ cyrklem i linijkg. Rysowanie z uzy-
ciem tych dwoéch przyrzadéw nazywamy konstruowaniem.

Porozmawiajmy o wykonalnosci konstrukeji, pytajac, czy rysowane okregi zawsze (tzn. przy
kazdych diugosciach odcinkow) sie przecinaja. W ten sposéb doprowadzimy do sformulowa-
nia warunku tréjkata: suma dlugosci dwdch bokow jest wigksza od dlugosci trzeciego boku.

Podczas konstrukcji uczen zauwaza, ze wszystkie trojkaty konstruowane z trzech danych odcin-
kéw sa jednakowe. W tym sensie trzy boki tréjkata wyznaczaja trojkat jednoznacznie.

Znajdujemy sume katow tréjkata

Zaczne od uwagi dotyczacej terminologii. Kat wystepuje w geometrii w dwojakim sensie: jako
figura geometryczna i jako rozwarto$¢ ramion, mierzona w stopniach. Dwuznaczno$¢ ta nie
prowadzi do nieporozumien, bo z kontekstu wynika, o jakie znaczenie kata chodzi w danym
przypadku. Méwigc o sumie katoéw tréjkata, mamy na mysli sume ich miar.
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Jezeli uczen jeszcze nie zna twierdzenia o sumie katéw trdjkata, mozna zaczaé¢ od doswiad-
czeni z konkretnymi tréjkatami. Zwykle robi si¢ to na dwa sposoby.

Mozemy poleci¢ narysowanie dwoch czy trzech tréjkatow, zmierzenie w kazdym trzech katéw
i obliczenie ich sumy. Jezeli oléwek bedzie dobrze zatemperowany, trojkaty starannie nary-
sowane, a katy zmierzone dostatecznie dokladnie, to wyniki dodawania beda bliskie 180°.

Drugi sposob polega na wycieciu trojkata i oderwaniu jego katdw, ktére ukltadamy jeden obok
drugiego. Obrazek w sposéb wymowny ukaze kat potpelny.

Oba do$wiadczenia pozwalaja wysnu¢ hipoteze, ze suma katéw kazdego tréjkata jest rowna 180°.
Sprobujmy pokazaé potrzebe sprawdzenia tej hipotezy w sposob ogoélny, tzn. nie korzystajac
z wlasnoéci konkretnych trojkatow, a tylko postugujac sie tym, co przystuguje kazdemu troj-
katowi. Chociaz postuzymy sie rysunkiem konkretnego tréjkata, bedziemy abstrahowa¢ od jego
ksztattu i wymiardw.

Pole¢my narysowac tréjkat i pomalowac jego katy réznymi kolorami, np. na czerwono, zielono
i niebiesko. Pole¢my takze dorysowa¢ prosta réwnoleglta do jednego boku tréjkata i przecho-
dzacg przez przeciwlegly wierzchotek:

Kat
zielony

Kat Kat
czerwony niebieski

Uczen nie bedzie mial trudnoéci ze wskazaniem katéw réwnych katowi czerwonemu i zielo-
nemu — niech je zamaluje tymi samymi kolorami:

Kat
czerwony

Kat
niebieski

Kat
zielony

Kat Kat
czerwony niebieski

Z rysunku fatwo odczytad, ze katy czerwony, zielony i niebieski daja w sumie kat potpelny.

Podkre$lmy, ze w rozwazaniach nie graly roli ani dfugoséci bokéw, ani miary katéw — trojkat
mogt by¢ dowolny. Wobec tego wniosek jest prawdziwy dla wszystkich trojkatow.

Przedstawiony dowdd jest bardzo pogladowy. Pokolorowanie katow ulatwia zobaczenie tego,
co trzeba.
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Na zakonczenie zauwazmy, ze potrafimy obliczy¢ sume katéw dowolnego wielokata, dzielac
go na trdjkaty. W szczegolnosci dowolny czworokat podzielimy przekatng na dwa tréjkaty, wiec
suma katéw czworokata jest rowna 360°.

Klasyfikujemy trojkaty

Twierdzenie o sumie katéw tréjkata daje okazje do rozwigzywania zadan uczacych wniosko-
wania. Na takie zadania nie zalujmy czasu, pytajac:

4 Ile katow rozwartych moze mie¢ tréjkat?
4 Ile katéw prostych moze mie¢ tréjkat?

4 Czy w trdjkacie moze by¢ kat prosty i kat rozwarty?

Oczywiscie chodzi o to, aby uczen dokfadnie uzasadnit swoja odpowiedz. Upewnijmy si¢ przed-
tem, czy uczen pamieta, co to s katy ostre i rozwarte.

Przy sposobnosci podajmy klasyfikacje trojkatow ze wzgledu na katy: ostrokatne, rozwartokatne
i prostokatne.

Klasyfikacja trojkatow ze wzgledu na boki jest trudniejsza, niektérym myla sie tréjkaty réwno-
ramienne z réwnobocznymi. Wynika to stad, ze boki tréjkata (dowolnego) sa czasem nazy-
wane przez uczniow ramionami.

Ponadto trudno zrozumiec, ze kazdy trojkat réwnoboczny jest jednocze$nie réwnoramienny,
bo trudne jest okreglenie ,,co najmniej”. Trzeba uczniom wyjasni¢ znaczenie tego stowa, nawia-
zujac do sytuacji z zycia codziennego®’. Powiedzmy np. o sprawdzianie, ktérego zaliczenie
wymaga co najmniej 5 punktéw, a maksymalna liczba punktéw wynosi 10. Ile punktéw moze
dostac uczen, aby zaliczy¢ sprawdzian?

Zapytajmy, co w przypadku tréjkata oznacza sformulowanie ,,co najmniej dwa boki”. Uczen
powinien rozumie¢, ze znaczy to zaréwno ,tylko dwa boki”, jak i ,,trzy boki”. Stad wywnio-
skuje, ze tréjkat rownoramienny, czyli tréjkat majacy co najmniej dwa boki réwne, moze
mie¢ trzy boki rowne, czyli by¢ réwnoboczny.

Podyskutujmy o sposobach narysowania tréjkata rGwnoramiennego i réwnobocznego, w zalez-
nosci od tego, jakie przybory geometryczne mamy do dyspozycji. Postuzmy sie¢ cyrklem i sko-
rzystajmy z opisanej wczesniej konstrukeji, odpowiednio dobierajac dlugosci odcinkéw. Kiedy
natomiast mamy do dyspozycji katomierz, mozemy odmierza¢ katy. Uczen widzi, ze w troj-
kacie réwnobocznym wszystkie katy sa rowne, a w trdjkacie rownoramiennym réwne sa co
najmniej dwa. W pierwszym przypadku trzeba wigc odmierza¢ po 60°, a w drugim wystarczy
odmierzy¢ dowolne dwa katy réwne.

* W sensie potocznym zamiast ,,co najmniej” zwykle moéwimy ,,przynajmniej”.
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Rozdziat 6.
Uczymy dziatan na liczbach
dodatnich i ujemnych

Dziatania, w ktorych pojawiajq sig liczby ujemne, sq zdecydowanie abstrakcyjne. Wprawdzie
liczby ze znakami majq pewne odniesienia do Zycia codziennego, nawet czasem je dodajemy
(np. obliczajgc Srednig temperatur, wsrod ktorych sq temperatury powyzej i ponizej zera),
jednak pozostate dziatania nie majg praktycznego znaczenia.

Liczby ujemne znajdujg zastosowanie przede wszystkim w algebrze. Dzigki nim rownanie
x + 2 = 1 ma rozwigzanie.

6.1. Nadajemy liczbom znaki

Plusy i minusy — w zyciu i w matematyce

O liczbach ze znakami ,,+” oraz ,-” uczen moze usltysze¢ w sytuacjach zycia codziennego.
Znaki te bywaja uzywane do okreslenia polozenia réznych wielkosci wzgledem okreslonego
poziomu i informujg, czy dana wielko$¢ jest powyzej, czy ponizej tego poziomu: temperatura
wzgledem zera na termometrze, miejsce na ziemi wzgledem poziomu morza, pigtro wzgledem
parteru itp.

Liczby ze znakami mogg takze stuzy¢ do opisu stanu konta bankowego, moga oznaczaé punkty
zdobywane w grach lub zawodach sportowych, wystepuja czasem w ocenach szkolnych.
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Jak tatwo zauwazy¢, w sytuacjach zyciowych liczby dodatnie czgsto s3 ,lepsze” od ujemnych.
W ogéle przymiotnik ,,dodatni” oznacza z reguly co$ pozytywnego, w przeciwienstwie do
przymiotnika ,,ujemny”, ktory przewaznie wiaze si¢ z czym$ negatywnym.

Z matematycznego punktu widzenia liczby dodatnie i ujemne s3 réwnouprawnione. Nie ma
znaczenia, czy rozwigzaniem réwnania jest -1, czy +1. Tak uwazamy teraz, jednak nie zawsze
tak byto. Liczby ujemne z trudem torowaly sobie droge do matematyki, wielu wybitnych
matematykow nie chcialo ich zaakceptowac.

W matematyce kazda liczba rzeczywista rézna od zera jest dodatnia lub ujemna, natomiast
w zyciu codziennym jest inaczej. Na co dzien operujemy liczbami, ktore nie majg znakdéw.
Wyrazaja one ilo$¢ czego$ — pieniedzy, kilometréw, kilogramdw, lat, uderzen serca na minute,
stopni Celsjusza itp. Przed niektérymi z nich sensowne jest postawienie w pewnych kontek-
stach znaku plus lub minus. Nie zmienia on liczby, a tylko nadaje jej odpowiednie znaczenie.
Przyktadowo znaki w +7° i -7° méwig tylko o tym, czy te 7 stopni jest powyzej, czy ponize]
zera, natomiast +500 zt i =500 zI oznaczaja (odpowiednio) posiadanie 500 zt lub debet w tej
wysokosci.

Tak tez kiedy$ bylo w matematyce szkolnej. Jeszcze kilkadziesiat lat temu uczono o liczbach
bezwzglednych (tzn. bez znakéw) i wzglednych (tzn. dodatnich i ujemnych). Potem taki podzial
poddano krytyce, uznajac, ze nie przystaje do matematyki jako dziedziny nauki. Miejmy jed-
nak $wiadomos¢, ze w wielu zagadnieniach praktycznych wprowadzanie znakéw liczb jest nie
tylko niepotrzebne, ale wrecz sztuczne.

Czy pisaé plusy

W obecnych podrecznikach szkolnych kazda liczba jest dodatnia lub ujemna, przy czym tylko
pisanie minusa jest obowigzkowe. Przyjeto umowe, Ze przed liczbami dodatnimi opuszcza si¢
znak plus. Zamiast pisa¢ +7, piszemy po prostu 7 — tak jak pisaliémy przed poznaniem liczb
ujemnych. Trzeba do tego przyzwyczai¢ ucznidéw, chociaz uwazam, ze na etapie poznawania
liczb dodatnich i ujemnych lepiej kazdg liczbe zaopatrywaé w znak. Uwidacznia to przeci-
wienstwa miedzy tymi liczbami, wiec moze pomdc w wykonywaniu dziatan. Przykladowo
réwnos¢ (+3) + (-3) = 0 jest intuicyjna, bo ,,tyle samo minuséw i pluséw wzajemnie si¢ redu-
kuje”. Natomiast liczby 3 i -3 nie s3 juz tak ewidentnie przeciwne.

Przyjrzyjmy si¢ symbolom ,,+” i ,,—”. Maja one dwojakie znaczenie. Sg uzywane nie tylko jako
znaki liczb, ale sg takze symbolami dziatan: dodawania i odejmowania. Jest to pewien problem
dla ucznia, ktéry musi si¢ oswoi¢ z ta sytuacja i nauczy¢ si¢ przypisywaé tym symbolom zna-
czenie wynikajace z kontekstu, w jakim wystepuja. Oczywiscie wymaga to nie tylko czasu, ale
i odpowiedniego podejscia z naszej strony. Zastandwmy sie, jak pomoéc naszym podopiecznym.

Rozpatrzmy np. wyrazenie (-5) — (+2). Jak je przeczyta¢? Sformulowanie ,,minus pie¢ minus
plus dwa” nie jest czytelne. Bedzie lepiej, jezeli srodkowy minus, oznaczajacy odejmowanie,
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przeczytamy: ,,0dja¢”. Wtedy wyrdéznimy dwie liczby i jedno dziatanie miedzy nimi: ,,minus
pie¢ odja¢ plus dwa”. Proponuje wigc, aby plus i minus oznaczajace dzialania czytaé: ,,doda¢”
i ,,0dja¢”. Tak jest znacznie fatwiej zrozumie(, co trzeba zrobic.

Zauwazmy, ze zamiast ,,doda¢”, méwimy czesto ,,i”, szczegolnie w przypadku wigkszej liczby
skladnikéw. Spojnik ten jest adekwatny do dodawania, bo oznacza Iaczenie, a taki jest sens
potocznego znaczenia terminu ,dodawanie”.

Przypominam sobie, ze w jednym z dawniejszych podrecznikéw amerykanskich symbole ,,+”
i ,—” byly pisane dwoma rodzajami czcionek — wlasnie w zaleznosci od znaczenia. Symbole,
ktdre oznaczaty znaki liczb, byly pisane mniejsza czcionka i na dodatek u gory liczby. To byt
niezly pomyst. Sprawdzil sie w mojej praktyce nauczycielskie;.

Tradycyjny termometr modelem osi liczbowej

Przypisujac liczbom znaki, zaczynamy od przykladéw z Zycia codziennego. Przykladem numer
jeden jest zwykle temperatura. Z matematycznego punktu widzenia najlepiej mierzy¢ ja zwyklym
termometrem okiennym z pionowa skalg, ktéry pozwala zobaczy¢ liczby dodatnie i ujemne
na osi liczbowej.

Oczywiscie 0§ liczbowa mozna rysowaé w roznych polozeniach. Najczeéciej rysujemy poziomo,
bo tak jest wygodnie i tak jestesmy przyzwyczajeni. Warto jednak postuzy¢ sie takze osia pio-
nowa, szczegdlnie na poczatku. O§ pionowa ma wiele zalet; przede wszystkim w sposéb na-
turalny wprowadza porzadek w zbiorze liczb, ulatwiajac ich poréwnywanie. Liczba jest tym wiek-
sza, im wyzej lezy. Kierunki ,,goéra” i ,,dot” sg oczywiste, podczas gdy z kierunkami ,,w prawo”
i,,wlewo” uczniowie miewaja klopoty.

Uczniowie miewajg tez problemy z poréwnywaniem liczb ujemnych. Zdarza im si¢ btednie
uzna¢ liczbe -10 za wigksza od liczby -5. Co$ w tym jest, bo w odniesieniu do temperatury —10
oznacza wigkszy mroz niz -5. Liczba -10 jest jakby bardziej ujemna niz -5. Trzeba o tym
podyskutowa¢, pamietajac, ze rozstrzygajacy jest porzadek na osi: im liczba jest nizej, tym jest
mniejsza.

Os liczbowa pomaga wprowadzi¢ pojecie liczb przeciwnych i wartosci bezwzglednej (inaczej
zwanej modulem). Liczby przeciwne to takie, ktére lezg po réznych stronach zera i sg jedna-
kowo od niego odlegte', a warto$cia bezwzgledna liczby nazywamy jej odleglo$¢ od zera. Nie
zapomnijmy wyjasni¢, ze ,bezwzgledna” oznacza w tym przypadku ,bez wzgledu na znak”,
np. -7 i +7 maja takg sama wartos$¢ bezwzgledna. W ten sposéb utatwimy zapamigtanie tego
pojecia.

! Dodatkowo przyjmujemy, ze liczba 0 jest przeciwna do siebie same;.
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6.2. Dodajemy

Model finansowy

Dzialania na liczbach dodatnich i ujemnych demonstrujemy na liczbach calkowitych. Kiedy
uczniowie dobrze je opanujg, rozszerzenie dzialan na utamki nastgpi automatycznie.

Zaczynamy od dodawania, ktore nie sprawia wiekszych problemoéw, jezeli uczen sprawnie
dodaje i odejmuje liczby naturalne. Nie podawajmy zadnych regut dodawania, natomiast
dostarczmy modele, ktore umozliwig intuicyjne podejécie do tego dziatania. Warto zapre-
zentowa¢ kilka modeli. Wtedy kazdy znajdzie taki, ktéry do niego przemawia.

Najbardziej chyba popularny jest model, w ktérym liczby dodatnie oznaczaja kwoty posiadane
przez ustalona osobe, a liczby ujemne — jej dtugi. Mozna tu my$le¢ o koncie bankowym,
o wplatach i wyplatach. Uczen potrafi znalez¢ wynik dwdch (i wiecej) operacji na koncie,
niekoniecznie zdajac sobie sprawe, ze wlasnie znajduje sume liczb. Jest to zrozumiale, bo w przy-
padku liczb o réznych znakach dodawanie sprowadza si¢ do odejmowania. Jezeli np. na koncie
jest =200 (z1) i +150 (z}), to kiedy chcemy znalez¢ wynik tych dwoch operacji, odejmujemy
200 - 150 i réznice opatrujemy znakiem ,,—”.

W dodawaniu warto dostrzega¢ redukeje. Przyktadowo w sumie (-200) + (+150) liczba +150
redukuje si¢ z liczba —-150 (wzigtg z —200) i zostaje —50.

Zamiast mowi¢ o wplatach i wyplatach na kontach bankowych, mozemy interpretowac¢ liczby
calkowite jako punkty dodatnie i ujemne przyznawane w pewnej grze lub na zawodach sporto-
wych. Uczniowie rozumieja intuicyjnie, ze dowolna liczba punktéw dodatnich réwnowazy taka
samg liczbe punktéw ujemnych. Potrafig obliczy¢, jaki jest ostateczny rezultat gracza lub zawod-
nika, jezeli zdobyl 8 punktéw dodatnich i 5 ujemnych lub na odwrét.

Jezdzimy winda

Chcialabym zaproponowa¢ jeszcze jeden model, bardziej obrazowy i moze bardziej adekwatny
do zainteresowan ucznia szkoly podstawowej. Jest to model, w ktérym liczby dodatnie sa
utozsamiane z ruchami po pionowej osi liczbowej. Umawiamy sig, ze liczby dodatnie ozna-
czaja przemieszczanie w gore, a liczby ujemne to przemieszczanie w dot, przy czym o wielkosci
przemieszczenia decyduje warto$¢ bezwzgledna liczby. I tak +3 oznacza przemieszczenie o 3 jed-
nostki w gore, a -4 oznacza przemieszczenie o 4 jednostki w d6l. W ten sposéb dodawanie
liczb sprowadzamy do dodawania (wykonywania jednego po drugim) ruchéw, co jest dla ucznia
czynno$cig fatwo wyobrazalna, a nawet manualnie wykonywalna. Dodajac ruchy, startujemy
z punktu zero. Z punktu zero przenosimy sie zgodnie z pierwszym ruchem, po czym z nowej
pozycji wykonujemy drugi ruch. Przykladowo dodajac (+3) + (—4), przemieszczamy sie z punktu
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zero o 3 jednostki w gdre, a potem, startujac z punktu +3, przemieszczamy sie o 4 jednostki w dot.
Niech uczen wykona te czynnoéci, np. przesuwajac po osi swoj palec. W ten sposob palec znaj-
dzie sie w punkcie -1:

(+3) + (-4) = -1.

Podczas poruszania si¢ po osi uczen utozsamia kazdg liczbe z odpowiednig liczbg przesunieé
typu +1 lub -1. Dodajac, korzysta z tego, ze +1 i -1 wzajemnie si¢ znosza. Widz¢ tu podo-
bienstwo do wspomnianego juz wczeéniej podrecznika amerykanskiego, gdzie kazda liczbe
przedstawiano jako pewien zbiér pluséw lub minuséw, przykladowo +3 =++ +, -2=--.
Podczas dodawania uczen amerykanski korzystat z tego, Ze plus i minus si¢ redukuja.

Opisujac model z poruszaniem sie po osi, mozna nawigza¢ do jazdy windg. W windach parter
jest oznaczony liczba 0, bywaja tez pietra —1 czy -2. Nie bedzie problemu z wyobrazeniem
sobie superwindy, ktéra jezdzi w goére i w dét po nieskonczenie wielu pigtrach, oznaczonych
liczbami catkowitymi, czyli jezdzi wzdluz osi liczbowej.

Po krétkim czasie ,,jezdzenia winda” model przestanie by¢ potrzebny, uczen nauczy si¢ doda-
waé w sposob abstrakceyjny. Kiedy jednak pojawig si¢ jakiekolwiek trudnoéci, przypomnijmy
o0 jezdzie winda.

Model z windg pozwala zauwazy¢, ze wynik dodawania nie zalezy od kolejnosci, w jakiej je
wykonujemy. Wszystko jedno, czy winda pojedzie najpierw 10 pigter w gore, a potem 5 pigter
w dol, czy na odwrét, jezeli za kazdym razem startuje z tego samego punktu.

W zakresie liczb dodatnich suma liczb jest wieksza niz sktadniki. Po dofaczeniu liczb ujemnych
wlasno$é¢ ta przestaje by¢ prawdziwa, co uczen powinien zobaczy¢ na przyktadach.

6.3. Odejmujemy

Gdzie lezy trudnos¢

W przeciwienstwie do dodawania w odejmowaniu moze pojawi¢ si¢ problem wykonalno$ci
tego dzialania. Zgodnie z potocznym znaczeniem odejmowania i dotychczasowym do$wiad-
czeniem arytmetycznym ucznia, odjaé mozna tylko to, co znajduje si¢ w odjemnej. Tak wiec
mozliwe jest odjecie (+3) — (+2) oraz (-3) — (-2), ale odejmowanie (+3) — (-2) lub (-3) - (+2) wy-
daje si¢ niewykonalne.

Niefatwo pokaza¢, ze kazdg liczbe mozna odja¢ od kazdej. Sprobujmy zastanowic¢ sig, jak
zinterpretowa¢ odejmowanie na modelach.

Zacznijmy od modelu z kontem bankowym, na ktérym dokonuje si¢ operacji wptat i wypfat,
oznaczajac je odpowiednio ,,+” i ,,-". W tym modelu przez odjecie operacji bedziemy rozumieé
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Po co ludzie uczq sie matematyki?
Zeby uczyé matematyki innych.

Hugo Steinhaus

Szkolna matematyka nie cieszy sie najlepsza stawa. Po zmaganiach z dodawaniem
patyczkow i odkladaniem ich na bok dla wiekszo$ci dzieciakow zaczynaja sie scho-
dy. Schody o pewnej wysokosci, katach, bokach. I tak co najmniej do matury. Nad-
chodzi zlo, mrok i matematyka.

Matematyka, sama w sobie niezwykle logiczna, przez mlodych ludzi jest odbierana
zupelnie inaczej. Wiaze sie to z réznicami w postrzeganiu $wiata, sztucznymi defi-
nicjami i niezrozumialym nazewnictwem. Mamy jednak dobra wiadomos$é: mate-
matyke mozna dzieciom przyblizyé! Wystarczy, ze nawigzemy do ich wlasnych do-
$wiadczen, pozwolimy im poslugiwac sie potocznym jezykiem, a przede wszystkim
bedziemy sie odwolywaé do zdrowego rozsadku.

Ta ksigzka jest przeznaczona dla rodzicow, ktorych pociechy uczeszczaja
do szkoél podstawowych i gimnazjow. Przyda sie rowniez nauczycielom,
ktorzy szukaja nieszablonowych pomysléw, by poméc uczniom oswoié
Swiat ulamkow i wielokatow, a takze calej reszcie, zyjacej w przekona-
niu, ze matematyka jest tylko dla wybranych.
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