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WSTEP

Niniejszy podrecznik przeznaczony jest dla studentoéw wyzszych uczelni kie-
runkow geograficznych, ktorzy uczegszczajg na wyktady i ¢wiczenia ze statystyki.
Glownym jego zadaniem jest pomoc w rozwigzywaniu zadan i ich interpretacji.

Prezentowane zagadnienia pogrupowane zostaly w poszczegodlne dziaty
o podobnej strukturze. Kazdy z nich rozpoczynaja wiadomosci teoretyczne wy-
korzystywane w danej czesci, nastepnie rozwigzywane sg przyktadowe zadania,
w ktorych umieszczono algorytm obliczen oraz wlasciwg interpretacje wynikow,
dalej zaprezentowane sa zadania do rozwigzania samodzielnego. Rozwigzania
czgsci z nich podane zostaly na koncu rozdziatdéw. Zadania maja rézny stopien
trudnosci, a takze ich wykonanie wymaga réznego czasu. Wiele z nich mozna
rozwigzaé, przy uzyciu dostepnych komputerowych pakietow statystycznych
lub arkuszy kalkulacyjnych. Specyfika studiéw geograficznych wymaga badania
danych w przestrzeni, stad w kazdym z rozdziatow znajduje si¢ kilka przyktadow
prezentujacych wyniki na mapie. Wigcej przyktadow przestrzennej prezentacji
wynikow analiz statystycznych nalezy szuka¢ w opracowaniach kartograficznych
lub w Systemach Informacji Geograficznej (GIS).

Wigkszo$¢ zadan powstata w trakcie ¢wiczen ze statystyki prowadzonych
ze studentami studiujacymi na Wydziale Nauk Geograficznych Uniwersytetu
Lodzkiego. Studenci w trakcie zaje¢ nie tylko rozwigzywali zadania, ale row-
niez sami je uktadali. Przedstawiali takze wlasny problem badawczy, poszukiwali
do jego rozwigzania odpowiednich metod statystycznych i prezentowali ich inter-
pretacje. Cheiatabym wyrazi¢ podzigkowanie moim bytym studentom za ich trud
iintelektualng przygode, jaka niektorzy z nich przedstawili w swoich pracach. Nie
zawsze 1 nie wszystkim studentom studiowanie statystyki przychodzito z tatwo-
$cia, wielu z nich miato z nig problemy. Swoim miodszym kolezankom i kolegom
przekazuja oni nast¢pujace wskazowki:

1. Przygotuj si¢ do ¢wiczen z zagadnien, ktore byty omawiane na wyktadach
lub zostaty zadane do samodzielnego przygotowania na poprzednich ¢wiczeniach,
nie zostawiaj na ostatnig chwile przyswojenia teorii.

2. Jesli jeste$s przygotowany do zaje¢, mozesz zada¢ wyktadowcy pytania
dotyczace zagadnien, ktorych nie rozumiesz; nie boj si¢ pytac; jesli jestes nieprzy-
gotowany, nie masz mozliwosci wzigcia udzialu w dyskusji.
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3. Jesli nie rozumiesz tematu, nie przejmuj sie, tylko zrob przerwe i prze-
czytaj go jeszcze raz.

4. Rob notatki na wyktadach i éwiczeniach, wielu komentarzy i przyktadow
przedstawianych przez wyktadowcow na zajeciach nie znajdziesz w podreczniku;
notatki przydadza Ci si¢ przed kolokwium i egzaminem.

5. Rozwigzuj zadania zamieszczone w podreczniku — czgsto na kolokwium
sa przyktady podobne do tych w podreczniku.

6. Przygotowu;j si¢ do egzaminu z innymi kolezankami i kolegami ze stu-
diéw, w grupie tatwiej si¢ uczy¢. Wymyslajcie wlasne zadania podobne do tych,
ktore rozwigzywaliscie wezesniej.

7. Egzamin lub kolokwium w pierwszym terminie sa czesto najtatwiejsze.

8. Jesli Ci zalezy na dobrej ocenie i zrozumieniu tematu, przegladaj tema-
tyke wyktadow i ¢wiczen z wyprzedzeniem. Wyktadowca powinien podac kolej-
no$¢ prezentacji zagadnien, warto zapoznac si¢ z nig i wezesniej ja przestudiowac,
fatwiej Ci bedzie zrozumie¢ prezentowany temat.

9. Proste obliczenia wykonuj samodzielnie lub tylko przy pomocy kalku-
latora.

10. Wiele obliczen mozesz wykona¢ przy uzyciu narz¢dzi informatycznych.
Zwro¢ uwage na interpretacje wynikow oraz zatozenia, jakie musza by¢ spetio-
ne, aby te obliczenia miaty sens.

11. Szukaj danych do przykladéw w wiarygodnych zrodtach, np. GUS
lub Eurostatu.

12. Jesli ten podrgcznik Ci nie odpowiada, poszukaj innego, moze bedzie
dla Ciebie bardziej przystepny.

13. Nie boj si¢ statystyki, przyda Ci si¢ podczas pisania pracy licencjackiej
i magisterskiej.

Jesli masz wiasne uwagi, ktore powinny by¢ uwzglednione w nast¢pnych
wydaniach podrecznika, napisz do autorki iwona.jazdzewska@uni.lodz.pl

Iwona Jazdzewska
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1. WPROWADZENIE

Statystyka jest dziatem matematyki, stad tez pewnie bierze si¢ nieche¢ do niej
niektérych osob studiujgcych geografie, ktore wybierajgc ten kierunek studiow,
mialy nadzieje, iz pozegnatly si¢ z matematyka na zawsze. Z mojego doswiadcze-
nia wynika, iz wielu z Was, zwlaszcza Ci, ktoérzy mieli w szkole klopoty z mate-
matykg, uwaza statystyke za przedmiot trudny i podchodzi do niej z obawa'. Spro-
bujemy przezwyciezy¢ te trudnosci, a poznane metody statystyczne wykorzystac
do rozwiazywania wlasnych problemow geograficznych.

W badaniach geograficznych wystepuje wiele informacji, ktore zazwyczaj
(cho¢ nie zawsze) przyjmuja forme liczb. Niekiedy jest ich kilka i mozna je na-
tychmiast podda¢ analizie, z czasem przybywa ich, moze ich by¢ kilkaset czy na-
wet kilka tysiecy 1 wowczas, aby je zinterpretowac czy wykry¢ pewne prawidto-
wosci, trzeba si¢ postuzy¢ metodami badawczymi oferowanymi przez statystyke.

PRZYKLAD 1

Przypusémy, ze kto§ z Was bada turystow, ktorzy wybrali sie¢ do Muzeum
na Wawelu. Interesujace jest, kiedy i kto przychodzi do tej placowki. Mozemy
dowiedzie¢ sig, ile 0sob odwiedzito to muzeum w ciagu roku, miesigca, tygo-
dnia, dnia, a nawet godziny. Dane mozna przedstawi¢ w formie tabelaryczne;j.
Wyobrazmy sobie zestawienie roczne, w ktérym umieszczony bedzie kazdy dzien
z informacja o zwiedzajacych w poszczegolnych przedziatach czasowych, przy-
ktadowo co 2 godz. Po analizie jednego dnia tatwo mozemy wysnu¢ wnioski, np.
ze najwigksze natezenie wizyt turystow bylto w godz. 12—14 lub ze potowa z nich
przyszta do godz. 12. Jednak, gdy sporzadzimy zestawienie miesi¢czne czy rocz-
ne, ogrom cyfr wymusza na nas obliczenia.

Aby zbada¢ zjawiska masowe, korzysta si¢ z informacji zebranych osobiscie
(np. przez ankiety), jak rowniez z danych oferowanych przez placéwki powotane
do ich zbierania, np. GUS. Przetwarzanie tak wielkiej ilosci informacji wymaga
znajomosci metod, a takze odpowiedniego oprogramowania komputerowego, kto-
re eliminuje czasochtonne obliczenia. Nie chcac by¢ ,,niewolnikiem” komputera,
mozna sobie poradzi¢ w sytuacjach, gdy go nie bedzie pod reka i trzeba bedzie wy-
kona¢ proste obliczenia. Procedury tych obliczen sg prezentowane w przyktadach.

' Osoby, ktore chciatyby przypomnieé¢ sobie wiecej wiadomos$ci z matematyki, powinny sko-
rzysta¢ z prac Huk (2001) Iub Jokiel, Kostrubiec (1981), pisanych przez matematykow dla geografow.
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By rozwigza¢ zadania ze statystyki, potrzebna jest umiejetnos¢ postugiwa-
nia si¢ podstawowymi operacjami, symbolami i oznaczeniami matematycznymi,
takimi jak np.: +, —, X, =, \, <, >, 4 €, &, >, I1, a takze znajomos¢ kilku liter
greckich, wykorzystywanych w matematyce: o, B, vy, v, i, 0, Z, o, &, I1, €, §, 1, ¢.

1.1. PODSTAWOWE POJECIA MATEMATYCZNE

Wigkszo$¢ prezentowanych w zbiorze poje¢ matematycznych wystepuje
w programie matematyki na poziomie szkoty $redniej, jednakze sens niektorych
z nich zostanie krotko wyjasniony.

Zbiory oznacza¢ bedziemy duzymi literami (np. X, Z), a ich elementy odpo-
wiednio matymi literami. Fakt przynalezno$ci elementu x do zbioru X zapisywac
bedziemy x € X, natomiast y € X oznacza, ze element y nie nalezy do zbioru X.

Jezeli zbior X ma skonczong liczbe elementdow, symbol x; oznacza i-ty ele-
ment tego zbioru, przy czym i moze przyjmowaé wartosci catkowite od 1 do »
wiacznie, co zapisujemy i =1, ..., n.

Zbiory X, Y nazywamy rozlacznymi, jezeli nie maja wspdlnego elementu,
tzn. jezeliX N Y =O.

Jezeli kazdy element ze zbioru X nalezy do zbioru Y, to moéwimy, ze zbior X
zawiera sie w zbiorze Yipiszemy X C YIub ¥ o X.

Jezeli X C Y, to X nazywamy podzbiorem zbioru Y.

Przedzial otwarty (a; b) okreslamy nastepujaco:

xE(a; by a<x<b

W przedziale tym nie ma liczby najmniejszej 1 nie ma liczby najwigksze;.

Liczby a i b sg kresami: dolnym i gornym zbioru (a; b).

Przedzial zamkniety (domkniety) (a; b) okreslamy nastgpujaco:
xE{a; by a<x<h

W przedziale tym istnieje liczba najmniejsza a i najwigksza b.

Przedziat lewostronnie domkniety okreslamy:
xE{a; b)) o a<x<b

Przedzial prawostronnie domkniety okreslamy:

xXE(a;b)y ®a<x<b
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Warto$¢ bezwzgledng liczby x oznaczamy symbolem |x| i okre§lamy:

= x, gdy x>0
a -x, gdy x <0

Sume n elementoéw x, + x, + x; + ... + x, mozemy zapisa¢ w postaci symbolu
n 6
z x;. Wskaznik i nie musi przyjmowac¢ warto$ci poczawszy od 1, np. Z X; 0zna-
i=1 i=4
cza sume 3 elementow x, + x5 + x. n
lloczyn n elementéw x; X x, X x; X ... X x, mozemy zapisa¢ w postaci: 1_[ X;.
i=1
Symbol n! (czyt. n silnia) oznacza iloczynn! =1 x2 x3 X .. xn; gdzien € N
oraz 0! =1! = 1. Liczba k-elementowych kombinacji bez powtérzen n elemen-

n

k > (czyt. n nad k), jest rowna

téw, ktorg oznaczamy symbolami C,]; lub <

n!
kl(n—k)!"

Macierzg M x N nazywamy uktad m x n liczb ustawionych w formie tablicy
prostokatnej majacej m wierszy i n kolumn. Liczby tworzace tablice nazywamy
elementami macierzy. Zapisujemy ja:

ap ap a,

ay dy a,
Ayn)(n

am] am2 amn

Pierwszy wskaznik jest numerem wiersza, a drugi kolumny, np. macierz 3 x 2
jest macierza

2 1
Apn=|3 5
4 6

Tablica zwana macierza geograficzna B. J. L. Berry’ego to taka tablica,
w ktorej elementy pewnego zbioru (mogg to by¢ np. wojewodztwa czy inne jed-
nostki przestrzenne) beda opisywane zbiorem pewnych cech. Macierz Berry’ego
ma tyle wierszy, ile jest badanych jednostek i tyle kolumn, ile jest cech w tych
jednostkach. Kazdy z wierszy odpowiada jednej jednostce, czyli wiersz i-ty za-
wiera wartosci wszystkich cech opisujacych te i-tg jednostke. Symbol x,, oznacza
warto$¢ k-tej cechy w i-tej jednostce. Kazda kolumna odnosi si¢ do jednej cechy
dla wszystkich jednostek zbioru.
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W statystyce wystepuja liczby bezwzgledne (absolutne) i wzgledne. Liczby
absolutne sg to wielkosci, ktore otrzymujemy w wyniku mierzenia lub sumowania
jednostek zbiorowosci. Kazda z nich, wyrazajaca rozmiar badanego zjawiska, jest
mianowana. Liczby wzglgedne powstajg przez porownanie ze sobg dwoch liczb.
Odgrywaja wazng role przy porownywaniu zjawisk. Sg to przyktadowo wielkosci
procentowe lub wskazniki natezenia opisujace relacje miedzy réznymi zbiorowo-
Sciami, np.: ge¢stos¢ zaludnienia, spozycie cukru na jednego mieszkanca, plony
z 1 ha.

Zdarzeniami losowymi nazywamy takie wyniki uzyskiwane przez realiza-
cje danego doswiadczenia (procesu), ktére moga w okres§lonym zespole warun-
kéw wystapic lub nie wystapic.

W doswiadczeniach mozna wyr6zni¢ zdarzenia zlozone i zdarzenia ele-
mentarne. Zdarzenie ztozone sktada si¢ ze zdarzen elementarnych. Scisle okre-
Slone zdarzenie ztozone skltada si¢ z danej liczby zdarzen elementarnych.

PRZYKLAD 1.1.1

Zdarzeniem ztozonym bedzie wyrzucenie (kostka do gry) parzystej liczby
oczek. Sktada si¢ ono z trzech zdarzen elementarnych:

—uzyskania dwoéch oczek,

— uzyskania czterech oczek,

— uzyskania sze$ciu oczek.

Jesli kazdorazowa realizacja okreslonego dos§wiadczenia daje w wyniku to
samo zdarzenie 4, to zdarzenie to nazywamy zdarzeniem pewnym. Zdarzeniu
pewnemu przyporzadkowany jest zbidr wszystkich zdarzen elementarnych. Jesli
kazdorazowa realizacja okre$lonego doswiadczenia nie daje w wyniku zdarzenia
A, to zdarzenie 4 nazywamy zdarzeniem niemozliwym. Zdarzeniu niemozliwe-
mu odpowiada pusty zbior zdarzen elementarnych. Jesli realizacja okreslonego
doswiadczenia niekiedy prowadzi do zdarzenia A4, a niekiedy do zdarzenia A nie
prowadzi, to zdarzenie 4 jest zdarzeniem losowym (przypadkowym).

PRZYKLAD 1.1.2

Jezeli w urnie znajdujg si¢ wylacznie kule biate, to zdarzenie polegajace
na wyciggnieciu kuli biatej bedzie zdarzeniem pewnym. Natomiast zdarzenie po-
legajace na wyciagnigciu kuli czerwonej bedzie wowczas zdarzeniem niemozli-
wym.

Jesli w urnie beda znajdowaty si¢ zaréwno kule biate, jak i czerwone, to wy-
losowanie kuli biatej jest zdarzeniem losowym.

Wiasnosci zdarzen elementarnych wchodza w zakres materiatu ze szkoty
$redniej. W tym miejscu przypomnimy jedynie niektore z nich:

a) kazdemu zdarzeniu nalezacemu do danego zbioru zdarzen przyporzadko-
wana jest pewna liczba P(4), ktora spetnia warunek:
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0<PUA)=<1

Liczba ta jest prawdopodobienstwem zdarzenia A4;

b) prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne jednosci;

¢) prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego rowna si¢ zeru;

d) prawdopodobienstwo sumy zdarzen jest rowne sumie prawdopodobienstw
poszczegblnych zdarzen;

e) suma prawdopodobienstw danego zdarzenia i zdarzenia do niego przeciw-
nego jest rowna jednosci;

f) znajac prawdopodobienstwo zdarzen elementarnych, mozna obliczy¢
prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia losowego.

Kiedy zajmujemy si¢ statystyka, wczesniej lub p6zniej musimy si¢ zetknac¢
z liczbg e i wiedzie¢, co ona oznacza i do czego stuzy (np. rozktad prawdopodo-
bienstwa Poissona, normalny itp.).

Wartos$¢ statej e jest rowna sumie wyrazow nieskonczonego, malejacego
szeregu:

1 1 1 1 1 1 1
e=m+1—'+—+3—'+—+5—'+6—'+

Szereg ten jest zbiezny’. Warto$¢ e = 2,7183 po uwzglednieniu czterech

miejsc po przecinku.

1.2. PODSTAWOWE POJECIA STATYSTYCZNE

Zbiorowoscig statystyczna (populacjg statystyczng’) nazywamy ogot ele-
mentow (np. przedmiotow, jednostek administracyjnych, osob, zdarzen) podda-
nych badaniu statystycznemu. Przedmiotem badan geograficznych sg struktury
i procesy obserwowane w jednostkach przestrzennych. Stad, geograficzna popu-
lacja generalna to zbidr obiektoéw majacych wspolne cechy geograficzne, czyli
precyzyjnie okreslone potozenie geograficzne (zlewiska, dorzecza, kontynenty,
gminy). W zaleznos$ci od potrzeb, skali badan i naszych umiejetnosci mozna po-
stugiwac¢ si¢ roznymi metodami podawania potozenia geograficznego obiektu. Sg
to metody: nominalna (podajemy nazwe kraju lub obiektu, np.: Krakow, Katowice,

? Wyrazenie @, + a, + ... + a, + ... nazywamy szeregiem nieskoficzonym o sktadnikach a,
o0

i oznaczamy Z a,. Ciag (S,) taki, ze s,= a, + a, + ... + a, dla n > 1 nazywamy ciggiem sum czgsécio-
i=1
wych szeregu. Jezeli ciag (S,) jest zbiezny, to szereg nazywamy zbieznym (Dziubinski, Swiatkowski
1980).
* Obydwa okreslenia sg rownorzedne, lecz niekiedy przyjmuje sie, ze populacja generalna (od
tac. populatio — ‘ludnos¢’) dotyczy zbioru ludnosci.
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Wroctaw), wspotrzedne lokalne (okreslamy obiekt i odleglos¢, np. w promieniu
500 m od lesniczéwki), porzadkowa (numeracja domédw, np. wzdtuz ulicy Piotr-
kowskiej), wspotrzedne kartograficzne (dtugos¢ i szerokos¢ geograficzna), topo-
logiczna (czyli sgsiedztwa obiektow, np. graniczy z Morzem Battyckim). Popula-
cja moze by¢ jednocechowa (jednowymiarowa) i wielocechowa.

PRZYKLAD 1.2.1

Mozna méwic o zbiorowosci wojewodztw, wierzchotkow gorskich, miast, je-
zior, mieszkancéw miast, przedsiebiorstw, droég. Kazda z tych populacji ma pewne
cechy i kazdemu z jej elementow zostaty przyporzadkowane wartosci tych cech.

Jednostkami statystycznymi nazywamy elementy zbiorowosci statystycz-
nej, powiagzane ze soba logicznie tak, aby mozna je byto przyporzadkowac da-
nej populacji. Kazdej z jednostek mozna przyporzadkowac¢ pewne cechy i ich
wartosci.

PRZYKLAD 1.2.2

Jesli jednostka statystyczna jest kino, to cechg wspdlna taczaca ja z innymi
placowkami kulturalnymi jest funkcja, jakag ma do speienia, a cechami r6znig-
cymi wybrane kina od innych sg takie wielkosci, jak liczba widzow, liczba zatrud-
nionych, liczba seansow.

Jednostki statystyczne powinny by¢ precyzyjnie okre§lone pod wzgledem
rzeczowym (co lub kogo badamy), przestrzennym (gdzie odbywaja si¢ badania)
oraz czasowym (w jakim okresie lub w jakiej chwili si¢ one odbywaja). Wlasno-
$ci, jakimi charakteryzuja si¢ jednostki statystyczne, nazywamy cechami staty-
stycznymi. Zbior cech dzielimy na mierzalne i niemierzalne.

Cechy mierzalne, zwane wymiernymi lub ilo$ciowymi, sg to te wlasnosci
jednostek statystycznych, ktére zostaty zmierzone lub zwazone i dajg si¢ wyra-
zi¢ za pomocg liczb. Podane sg one w jednostkach miary (np. m, kg, zt). Ce-
chy mierzalne moga by¢ skokowe lub cigglte. Cecha mierzalna ciagla to cecha,
ktorej wartosci sg liczbami z pewnego przedziatu liczbowego i moga przyjmo-
waé wszystkie wartosci z tego przedziatu, np. temperatura powietrza, wysokos$¢
nad poziomem morza, powierzchnia dziatki. Cecha mierzalna skokowa (dys-
kretna) to cecha, ktorej warto$ci mogg przyjmowac jedynie skonczong lub prze-
liczana liczbe wartosci, np. liczba dzieci w rodzinie, liczba teatrow w miescie.

Cechy niemierzalne, zwane niewymiernymi, jakoSciowymi, sg to te wtasno-
$ci jednostek statystycznych, ktorych nie mozna zmierzy¢. Przyktadem cech nie-
mierzalnych jest pte¢, narodowos¢. Wsrod cech niemierzalnych moga wystgpi¢
cechy stopniowalne lub dwudzielne. Cechy stopniowalne maja okreslong liczbe
wariantow, np. niski, wyzszy i najwyzszy, natomiast cechy dwudzielne okreslaja,
czy dane jednostki posiadajg dang cechg czy nie (innych mozliwosci nie ma), np.
odpowiedz na pytanie: Tak/Nie.
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PRZYKLAD 1.2.3
Na podstawie danych zawartych w tabeli okresl: zbiorowo$¢ statystyczna,
jednostke statystyczna, liczebnosc.

Tabela 1.2.1

Szkolnictwo w Polsce w roku szkolnym 1980/1981

Szkoty Liczba szkot
Podstawowe 13 524
Szkolne punkty filialne 6468
Artystyczne | stopnia 199
Niepelne $rednie — zawodowe 3507
Srednie 7207

ogoblnoksztatcace 1230
zawodowe 5977
Policealne 1181
Wyzsze 91

Zrédto: ,Rocznik Statystyczny” [GUS], 1981, s. 515.

Jakie cechy statystyczne mozna wyrdzni¢ w tej zbiorowosci?

Zbiorowoscia statystyczna beda wszystkie szkoly dziatajace w Polsce w roku
szkolnym 1980/1981. Jednostka statystyczng bedzie jedna szkota. Wedlug ,,Rocz-
nika Statystycznego” liczebno$¢ charakteryzowanej zbiorowosci wynosita 32 177
szkot.

W zaleznosci od celu przeprowadzanego badania mozna bra¢ pod uwage na-
stepujace cechy statystyczne:

— liczbe absolwentow, liczbe nauczycieli — cecha mierzalna skokowa,

— powierzchnig dziatki, ktorag zajmuje szkota — cecha mierzalna ciagta,

— zrédto finasowania szkoty — samorzadowa, spoleczna, prywatna,

—rodzaj szkoty (podstawowa, zawodowa itd.) — cecha niemierzalna stopnio-
walna (wedlug tej cechy podzielono zbiorowos¢ w tab. 1.2.1),

— dziatalnos$¢ druzyny ZHP (tak Iub nie) — cecha niemierzalna dwudzielna.

Nie zawsze jednak bedziemy mogli zbadaé cata zbiorowos¢ statystyczna.
W takim przypadku badania prowadzimy w cze$ci zbiorowosci. Proba nazywamy
czg$¢ populacji statystycznej wybrang za pomoca okreslonego sposobu losowania
w celu zbadania wtasnosci catej populacji. Aby informacje pochodzace z proby
byly obiektywne i1 wiarygodne, musi by¢ ona losowana wedhug specjalnych za-
sad, nie moze by¢ pobierana w sposob tendencyjny. Oznacza to, iz fakt zaliczenia
obiektu do préby nie moze zaleze¢ od wielkosci cechy przypisanej obiektowi.
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