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RODZAJE LICZB

liczby naturalne 0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,
9,10, 11...

utamki zwykte - iloraz dwdch liczb catkowitych, %

z ktorych dzielna jest licznikiem, dzielnik
mianownikiem, a kreska utamkowa zastepuje znak
dzielenia; mianownik musi by¢ liczba r6zna od 0

liczby wymierne - wszystkie liczby, ktdre da sie _g’ _%, -1,3,
przedstawi¢ w postaci utamka zwyktego, o liczniku
bedacym dowolna liczba catkowita i mianowniku 0, %, % , 6%, 9,18,15

bedacym liczba catkowitg rézng od 0

Liczby naturalne i catkowite

WEASNOSCI LICZB NATURALNYCH

Liczby naturalne stuza m.in. do numerowania i do 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,
liczenia przedmiotow. HOApINI

Do zapisywania liczb naturalnych uzywamy 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
dziesieciu znakéw zwanych cyframi.

Znaczenie cyfry w liczbie zalezy od miejsca (pozycji), | Liczby 243 i 342 zawieraja
na ktérym sie znajduje, dlatego taki sposob zapisu | te same cyfry, ale nie s3
liczb nazywamy systemem pozycyjnym. rowne.

Wsrod liczb naturalnych istnieje liczba Jest to liczba 0.
najmniejsza.

Nie istnieje natomiast liczba najwieksza. -

Kup ksiazk
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LICZBY WYMIERNE

WHASNOSCI LICZB NATURALNYCH

Liczby ujemne s3 mniejsze od 0. -1,-2,-3, 4, ...
Liczby ujemne potrzebne s m. in. do
odczytywania temperatury w zimie albo
wielkosci zadtuzenia.

\/

Liczby mozemy przedstawiac na osi liczbowej, czyli
prostej, na ktorej ustalono zwrot, obrano punkt
zerowy i ustalono jednostke odlegtosci.
Liczby odpowiadajgce zaznaczonym punktom
na osi liczbowej nazywamy ich wspotrzednymi.

-10 1 2

\/

Liczby-1i1,-2i2,-31i3 ... to paryliczb
przeciwnych.
Parom liczb przeciwnych odpowiadajg punkty
lezace na osi liczbowej po przeciwnych stronach
punktu zerowego i w tej samej odlegtosci od
niego.

-2 0 2

\/

-1 0 1

Podzbiorem liczb catkowitych s3 liczby naturalne. | 0,1, 2, 3...
Liczby naturalne i liczby do nich przeciwne to liczby | oraz -1, -2, -3...

catkowite.

Kazda liczba dodatnia jest zawsze wieksza 3>-1

od kazdej liczby ujemnej. 0>-2
Liczba 0 jest wieksza od kazdej liczby ujemnej. | -1 >—4

Z dwoch liczb ujemnych wieksza jest ta liczba,
ktora odpowiada punktowi lezacemu blizej 0
na osi liczbowej.
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Rzymski sposob zapisywania liczb

WHASNOSCI RZYMSKIEGO SPOSOBU ZAPISYWANIA LICZB

Wygodny przy zapisie liczb naturalnych.

Nie mozna w nim zapisywac utamkoéw oraz wykonywac pisemnych dziatan
matematycznych.

Uzywany jest do: numeracji wiekéw, tomow, ksiag, rozdziatdéw, imion panujgcych
wtadcow, do zapisywania numerdw szkot (np. licedw ogdlnoksztatcacych).

Do zapisu liczb w systemie rzymskim uzywa sie siedmiu cyfr: I, V, X, L, C, D, M.

Jezeli znak oznaczajacy mniejsza liczbe stoi po prawej stronie znaku oznaczajacego
wiekszg liczbe, to przy odczytywaniu stosujemy dodawanie, a jesli po lewej stronie,
to odejmowanie.

Obok siebie zapisujemy co najwyzej trzy jednakowe znaki.

LICZBY W ROZNYCH ZAPISACH

I 1

\Y% 5

X 10

L 50

C 100
D 500
M 1000
XII 12
CXXXV 135
MDLXXIX 1579
MMDCCCL 2850

Kup ksiazk
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LICZBY WYMIERNE

Liczby wymierne

UtAMKI ZWYKLE

RODZA| WEASNOSC PRZYKLAD
wiasciwe - licznik jest mniejszy od mianownika %
s one mniejsze od 1
niewtasciwe | - licznik jest wiekszy od mianownika lub réwny %, %
mianownikowi
sg one wieksze od 1 lub réwne 1
liczby - liczba ztozona z czesci catkowitej i utamka 1%’ 4%, 9%
mieszane wiasciwego
OPERACJE NA ULAMKACH
OPERACJA  ZASADA PRZYKLAD
skracanie czynno$¢ polegajaca na podzieleniujego | 24 _24:12 _ 2
T . 36 36:12 3
licznika i mianownika przez te sama
liczbe r6zng od 0
rozszerzanie | czynnos¢ polegajaca na pomnozeniu 2_2-4_38
o . 3-3.4 12
licznika i mianownika przez te sama
liczbe rézng od 0
oréwnanie | zazwyczaj doprowadzamy utamki do 4 10,20 _ 20
P yeza) €op iy er 51 <73 00 555 < a6
utamkéw o rownych mianownikach lub 5 1, 10 3
réwnych licznikach 671012712
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DODAWANIE | ODEJMOWANIE UtAMKOW ZWYKtYCH

o jednakowych | nalezy doda¢ lub odja¢ liczniki, % + % -4 9 _3_6
mianownikach | a mianownik pozostawi¢ bez zmian

o roznych nalezy sprowadzic je do wspdlnego | 5 . 3 _20 = 9 _ 29 _
mianownikach | mianownika, nastepnie dodac 6 g 24 24
lub odjac liczniki, a mianownik - lﬂ
pozostawi¢ bez zmian 1. 1_.3_2_1
2 3 6 6 6

MNOZENIE UtAMKOW ZWYKEYCH

Aby pomnozy¢ utamek przez liczbe 445 ﬂ%—m
catkowita, nalezy pomnozy¢ licznik tego 5 3
utamka przez te liczbe, a mianownik

pozostawi¢ bez zmian.

lloczyn utamkéw jest utamkiem, ktérego 8 5 8.5 2

licznik jest iloczynem licznikéw, a mianownik | 15 36~ 18:36~ 27
iloczynem mianownikdw.

Gdy czynnik jest liczbg mieszang, zazwyczaj 9l.gl_5 10 530 25 gl
zamieniamy te liczbe na utamek niewfasciwy | ~2 "3 2 : 3
i wykonujemy mnozenie.

Mnozenie utamkow stosujemy na przykfad %Iiczby 60 = % .60 = 45
przy obliczaniu utamka danej liczby.

Gdy iloczyn dwu liczb jest rowny 1, odwrotnoscia liczby 9 jest liczba %,
to mowimy, Ze jedna z nich jest 1
. . bo9.==1
odwrotnoscig drugiej. 9
Odwrotnoscig utamka %jest utamek g odwrotnoscig liczby % jest liczba 1,4

gdziea =0ib = 0.
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LICZBY WYMIERNE

DZIELENIE ULAMKOW ZWYKLYCH
ZASADA
Aby podzieli¢ utamek przezutamek, | 7.3 _7 . 4_7_41
8 3 6 6
mnozymy pierwszy utamek przez
odwrotnosc¢ drugiego.

Dzielenie utamkdéw wykorzystujemy liczba, ktrej % wynosi 12, to:
na przyktad przy wyznaczaniu liczby

L4
z danego jej utamka. L2 5 =

UtAMKI DZIESIETNE

WEASNOSC PRZYKLAD
Utamki zwykte, ktére w mianowniku maja 10, 100, %

1000, ..., nazywamy utamkami dziesietnymi.

Mozemy je zapisa¢ w postaci dziesietnej, tzn. bez kreski % =0,023
utamkowej, z zastosowaniem przecinka oddzielajacego czes¢

catkowitg od czesci utamkowej.

Jezeli kazdy utamek zwykty traktujemy jako iloraz dwéch % =3:4=0,75

liczb catkowitych, to mozemy wykonac¢ dzielenie licznika tego
utamka przez jego mianownik. Wynikiem tego dzielenia jest
utamek dziesietny.

4 Dodawanie i odejmowanie utamkow dziesietnych wykonujemy tak,
jak dodawanie i odejmowanie liczb naturalnych.
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DODAWANIE | ODEJMOWANIE UtAMKOW DZIESIETNYCH

Proste rachunki wykonujemy w pamieci, a bardziej skomplikowane sposobem
pisemnym, pamietajac, aby wszystkie przecinki zapisac¢ w jednej kolumnie.

1,357 + 24,9 + 0,67 10,2 - 3,81

[\

~»
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(oo o
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S| o3
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MNOZENIE UtAMKOW DZIESIETNYCH

Przy mnozeniu utamka dziesietnego przez | 3,241 - 100 = 324,1
10, 100, 1000... przesuwamy przecinek
w tym utamku w prawo odpowiednio

o jedno, dwa, trzy... miejsca,

Mnozac utamki dziesietne sposobem 15,23 - 3,6
pisemnym, zapisujemy je tak,

jak w mnozeniu liczb naturalnych,

nie zwracajac uwagi na potozenie
przecinka, a w iloczynie oddzielamy
przecinkiem od prawej strony (od korica)
tyle cyfr, ile jest facznie po przecinkach
w obu czynnikach.

=
ot

DO w|w N

|[(o W

|1 ©
0|0 =
oo
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LICZBY WYMIERNE

DZIELENIE UtAMKOW DZIESIETNYCH

Przy dzieleniu utamka dziesietnego przez 50,2 : 1000 = 0,0502
10, 100, 1000... przesuwamy przecinek
w tym utamku w lewo odpowiednio
ojedno, dwa, trzy... miejsca.

Dzielgc utamek dziesietny przez liczbe
naturalng, postepujemy tak samo, jak przy
dzieleniu liczb naturalnych, a przecinek

w ilorazie zapisujemy nad przecinkiem
dzielnej.

- [op)
N

w w
DN DN|SY 00O

)

Przy dzieleniu liczby przez utamek 25,6:0,25
dziesietny nalezy przesungc przecinek
w dzielnej i dzielniku o tyle migjsc,
aby dzielnik stat sie liczbg naturalng,

a nastepnie wykonac to dzielenie.

(o] fe)
o

25

—
OO0 O
oo O

@ Ufamki zwykte o rozwinieciu dziesietnym skoriczonym mozemy zamienia¢
na utamki dziesietne, rozszerzajac lub skracajac je tak, aby w mianowniku
byta liczba 10, 100, 1000.

Ku\ﬁ siazk
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# Rozwiniecia dziesietne nieskoriczone, w ktorych od pewnego miejsca
powtarza sie cyfra lub grupa cyfr, nazywamy dziesietnymi okresowymi.
Powtarzajaca sie cyfre lub najkrdtsza grupe cyfr nazywamy okresem
i Zapisujemy go w nawiasie.

@ Rozwiniec dziesietnych nieskoriczonych w praktyce uzywa sie czesto
jako rozwinie¢ dziesietnych ograniczonych do jednego lub kilku miejsc
po przecinku. Méwimy wtedy o przyblizeniu dziesietnym z okre$long
doktadnoscig, czyli o zaokragleniu liczby do jednego, dwach, trzech miejsc
po przecinku (czyli do czesci dziesigtych, setnych, tysiecznych itd.).

PRZYKLADY ROZWINIECIA UtAMKA ZWYKLEGO

) il
8 11
0,375 0,4545
3 :/8 5:11
10 10
30 50
-2 4 -4 4
6 0 6 0
-56 -55
40 50
~40 44
0 6 0
-55
50
3_6. 27 _ 9 0,24343... = 0,2(43)
510" 300 100
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LICZBY WYMIERNE

ZAOKRAGLANIE LICZB
ZASADA PRZYKtAD

Jezeli pierwsza z odrzucanych cyfr rozwiniecia 23,1483517 =~ 23,148
dziesietnego jest mniejsza od 5, to ostatnig
zachowana cyfre zostawiamy bez zmian i podajemy
przyblizenie liczby z niedomiarem.

Jezeli pierwsza z odrzucanych cyfr rozwiniecia 23,1483517 = 23,15
dziesietnego jest wieksza lub réwna 5, to ostatnia
zachowang cyfre powiekszamy o 1 i podajemy
przyblizenie liczby z nadmiarem.

WHASNOSCI DZIALAN ARYTMETYCZNYCH

WEASNOSC WZOR

przemienno$¢ dodawania a+b=b+a

tacznos¢ dodawania (@+b)+c=a+b+c)
przemienno$¢ mnozenia a-b=b-a

taczno$¢ mnozenia (@-b)-c=a-(b-c)
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania | @-(b+c)=a-b+a-c

WHASNOSCI DZIALAN ARYTMETYCZNYCH - ZAPAMIETA)!

ZASADA WZOR
dodajac 0, nie zmieniamy wartosci wyrazenia a+0=a
mnoz3ac przez 1, nie zmieniamy wartosci wyrazenia a-l=a

gdy jednym z czynnikdw iloczynu jest 0, to iloczyn wynosi 0 a-0=0
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WEASNOSCI DZIALAN

suma dwoch liczb dodatnich jest liczba dodatnia 3+5=8
suma dwaoch liczb ujemnych jest liczbg ujemna (-3)+(-5)=-8
iloczyn dwach liczb o réznych znakach jest liczba ujemna (-4)-5=-20
4.-(-5)=-20
iloczyn dwach liczb o jednakowych znakach jest liczba 4-5=20
dodatnig (—4) - (-5)=20
iloraz dwach liczb o réznych znakach jest liczba ujemna 48 :(-6) =-8
(-48): 6 =-8
iloraz dwéch liczb o jednakowych znakach jest liczbg dodatnia | 48 : 6 =8
(—48):(-6) =8

KOLEJNOSC WYKONYWANIA DZIAtAN ARYTMETYCZNYCH

- PRZYKtADY

Jezeli w wyrazeniu wystepuije tylko dodawanie i odejmowanie albo tylko mnozenie
i dzielenie, to wykonujemy je w kolejnosci od lewej do prawej.

24-8+2+3-11=16+2+3-11=18+3-11=21-11=10
3:8:2:4.-7=24:2:4-7=12:4-7=3-7=21

Gdy w wyrazeniu wystepuje dodawanie, odejmowanie, mnozenie lub dzielenie,
to najpierw wykonujemy mnozenie i dzielenie, a potem dodawanie i odejmowanie.

32+36:9-5-4=16

W wyrazeniach zawierajacych nawiasy najpierw wykonujemy dziatania w tych
nawiasach, ktdre nie zawierajg innych nawiasow.

- : =2.6-20:5)=2.(6-4)=
5 (6-20:(4+1)=5%-(6-20:5)=5-(6-4)=

(SN )

4
.2_g
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LICZBY WYMIERNE

KOLEJNOSC WYKONYWANIA DZIALAN ARYTMETYCZNYCH
- PRZYKLADY

Zastepujac znak dzielenia kreskg utamkowa, traktujemy wyrazenia w liczniku
i mianowniku tak, jakby byty ujete w nawiasy.

15:(3)+7 _5+7 _ 2 _
-2 T T 4327

-1

Wykonujac obliczenia, w ktdérych wystepujg utamki zwykte i dziesietne, mozemy
utamki dziesietne zamieniac na utamki zwykte lub - o ile to mozliwe - zamieniac

utamki zwykte na dziesietne, a nastepnie wykonywac dziatania zgodnie
z kolejnoscia.

%- 0,6 - g— 1,4): (=2,7) = % B 212 =

2 , 2 , 2 9., 27, _
=2-05-19:(27=2-09:(2N=2-(2: 2=
S e U R
-3 10 277783 373

KOLEJNOSC WYKONYWANIA DZIALAN NA LICZBACH DODATNICH

| UJEMNYCH - PRZYKLADY

1. | wykonujemy dziatania w nawiasach

2. | mnozymy i dzielimy

3. | dodajemy i odejmujemy

—(-5)+(-23)+6-1,5-4:(-1)-(-6,5) - (-2)+ 7 =
=5-23+9+4-13+7=25-36=-21

(-3) 6+5 12~ [-1-5:(-2)|:(-3)+4-9:(-3)=
=_3_4_(_1"'2)'(_%)"'4"'3:_3_4"'1’5"'4"'3:1’5

@ Nalezy pamietac o opuszczaniu niepotrzebnych nawiaséw.
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Osie liczbowe

@ Poréwnujac liczby, czesto wykorzystujemy potozenie na osi liczbowej
punktow o odpowiadajacych im wspotrzednych.

L 4 @ } } L 2 ———»
1 1 1
25 -5 0 1 15 27

OSIE LICZBOWE - PRZYKtADY

Odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami lezacymi na osi liczbowej mozemy obliczac,
odejmujac ich wspotrzedne.

<l 7 -
1
IAB| =4 - (-3) =7 . BEESI. SR
AI I IB
—@ + ———>
-3 0 1 4

Na osi liczbowej mozemy zaznaczac liczby oraz zbiory liczb. Jezeli chcemy wsrod
liczb podac te, ktore sg np. wieksze od 4, to nie mozemy wymienic ich wszystkich,
bo jest ich nieskonczenie wiele. Zbidr ten zaznaczamy na osi liczbowej.
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LICZBY WYMIERNE

ZAPAMIETA|

Liczbami naturalnymi sg liczby: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11...

Liczbami catkowitymi sg liczby: ...-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3...

Liczby-11i1,2i-2,3i-3to pary liczb przeciwnych.

Do zapisu liczb w systemie rzymskim uzywa sie siedmiu cyfr:
LV,X, L, C,D, M.

Poszczegolne cyfry oznaczaja:
I-1,v-5,X-10,L-50,C-100, D - 500, M - 1000.

Skracaniem utamka nazywamy czynnos¢ polegajaca na podzieleniu jego licznika
24:12 2

T38:12 3

i mianownika przez te samg liczbe r6zng od 0, np. %

Rozszerzanie utamka to czynno$¢ polegajaca na pomnozeniu licznika

i mianownika przez te sama liczbe rézng od 0, np.% = % = %.

lloczyn utamkow jest utamkiem, ktérego licznik jest iloczynem licznikow,
a mianownik iloczynem mianownikow.

Aby podzieli¢ utamek przez utamek, mnozymy pierwszy utamek przez
odwrotnos¢ drugiego.

Kazda liczbe, ktorg da sie przedstawi¢ w postaci utamka zwyktego, o liczniku
bedacym dowolna liczbg catkowita i mianowniku bedgcym liczba catkowita rézng
od 0, nazywamy liczbg wymierna.

Najpierw wykonujemy dziatania w nawiasach, nastepnie mnozymy i dzielimy,
a na koncu dodajemy i odejmujemy.
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Rozwigzywanie zadan krok po kroku
NAJWIEKSZY WSPOLNY DZIELNIK

tres¢ zadania Przed wyjsciem na wycieczke uczniowie otrzymali paczki
sktadajace sie z tej samej liczby jabtek i tej samej liczby gruszek.
Do sporzadzenia paczek zuzyto 120 jabtek i 180 gruszek.
Zaktadajac, ze owocdw nie krojono, oblicz, ile najwiecej paczek
mozna byto przygotowac.

obliczenia | sposdb:

Liczymy NWD (120, 180), rozktadajac na czynniki pierwsze
obie liczby:

120=2-2-2-3-5;180=2-2-3-3-5

Mnozymy powtarzajace sie liczby pierwsze:

NWD (120, 180)=2-2-3-5=60

Obliczamy liczbe owocdw w paczce:

120:60=2
180:60=3
[l sposob:

Zakfadamy, ze w paczce byto po jednym jabtku, zatem powinno
by¢ 120 paczek, ale 180 gruszek nie dzieli sie przez 120

bez dzielenia owocdw.

Zaktadamy, ze w paczce byty po dwa jabtka, zatem

120 : 2 = 60 paczek.

Sprawdzamy, czy 180 gruszek dzieli sie przez 60 - tak,

bo 180 : 60 = 3.
odpowiedz Przygotowano 60 paczek, w ktorych znalazty sie po 8 gruszki
i po 2 jabtka.
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LICZBY WYMIERNE

PODZIELNOSC LICZB

KROK

tre$¢ zadania

OPIS

Uzasadnij, ze jesli liczba jest podzielna przez 15 i przez 14,
to jest podzielna przez 10.

rozwigzanie

Jezeli liczba jest podzielna przez 15, to jest podzielna

przez 3 iprzez 5.

Jezeli liczba jest podzielna przez 14, to jest podzielna

przez 2 iprzez 7.

Jezeli liczba jest podzielna przez 2, 3, 517, to jest podzielna
przez5 - 2 =10.

POROWNYWANIE LICZB

KROK

tres¢ zadania

OPIS

Oile liczba a jest mniejsza od liczby b, jesli:

1 1 1 3
a=-3- (17 +1: 16) orazb = (0,3 — Z) [-4,2 - (—55)]?

obliczenia Obliczamy liczbe a:
1 1 8 6
a=—3—(17+ i 1§)=—3—(7+ 1-7)=
8 . 6 14
_—3—(7+7)_—3—7_—3—2_—5
Obliczamy liczbe b:
1 3
b=(0,3-7) [-42-(-55)]=(0,3-0,25) - (-4,2+5,6) =
=0,05-1,4=0,07
Poréwnujemy:
b-a=0,07-(-5)=0,07+5=5,07
odpowiedz Liczba a jest mniejsza od liczby b 0 5,07.
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NOTATKI:
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