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Jest to ksigzka dla wszystkich, ktérzy chcg powtérzyc i uzupetnié

swojg wiedze matematyczng przed maturg. Przypominajgc naj-
wazniejsze wiadomogci, staram sie to robié¢ tak, aby Czytelnik mial
szanse rozumienia co, jak i dlaczego. Rezygnuje ze zbednych forma-
lizméw, odwolujgc sie w zamian do zdrowego rozsadku. Pokazuje, ze
nie trzeba obcigzaé¢ pamieci duzg liczbg wzoréw i regut; wystarczy
mys$lec i kojarzyé.

Zachecam do uczestniczenia w rozumowaniach przeprowadzanych
w ksigzce i samodzielnego szukania odpowiedzi na stawiane pytania.
Warto tez rozwigzywaé sugerowane zadania. Rozwigzania mozna
skonfrontowaé z zamieszczonymi odpowiedziami.

Na konicu kazdego rozdzialu oméwione sg zadania wybrane z matur
(takze prébnych) z kilku ostatnich lat, przy czym nie wszystkie za-
dania sg cytowane w niezmienionej formie. Niektore z nich sg inaczej
sformulowane, a zadania zamkniete zostaly przedstawione jako
otwarte. OczywiScie zadania mozna rozwigzywac réznymi sposobami
— pokazatam te, ktére wydaty mi sie najprostsze.

7 zyczeniami matury na 100 procent

dr Danuta Zaremba
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l. Liczby
| dziatania

Wecale nie tak rzadko styszy sie informacje,

ze pewna wielkosé wyraza sie ogromnymi cyframi.
Tymczasem najogromniejsza cyfra

w systemie dziesietnym to 9...

Cyfry to znaki graficzne, ktore stuzq do zapisu liczb.

Nie zapominajmy o tym!
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Liczby jako punkty proste]

Jak wiadomo, liczby mozna utozsamiaé z punktami prostej, tworzac z niej o$ liczbowg.
Na osi liczbowej jest nieskoniczenie wiele punktéw reprezentujgcych te liczby, ktore
mozna przedstawi¢ w postaci utamka, czyli ilorazu dwéch liczb catkowitych. Liczby
takie nazywamy wymiernymi. Jak wiemy, przedstawienie liczby wymiernej w postaci
utamka nie jest jednoznaczne, na przyklad % = % = }2

Pozostale punkty osi liczbowej, a jest ich réwniez nieskoniczenie wiele, reprezentujg
tzw. liczby niewymierne. Liczbami niewymiernymi sg m.in. te pierwiastki (z liczb na-
turalnych), ktére nie sg liczbami naturalnymi, na przyktad V2, 3, %, \6, V7 itd.

Liczbg niewymierng jest takze iloraz obwodu dowolnego kota i jego srednicy.

To, czy liczba jest wymierna czy niewymierna, mozna poznac po jej rozwinieciu dzie-
sietnym. Mianowicie liczby niewymierne, i tylko one, majg nieskoniczone rozwiniecia
dziesietne, ktore nie sg okresowe. Na przyklad rozwiniecie, w ktérym od pewnego
miejsca powstarza sie grupa cyfr 125788, przedstawia liczbe wymierng, a rozwiniecie
postaci: zero, dwie jedynki, zero, trzy jedynki, zero, cztery jedynki itd. nie ma okresu

i dlatego przedstawia liczbe niewymierng.

Liczby wymierne i niewymierne, tzn. wszystkie liczby z matematyki szkolnej, nazy-

wamy liczbami rzeczywistymi'. Mowigc ,liczby”, mamy na mysli liczby rzeczywiste.

Of$ liczbowg zwykle rysujemy poziomo, chociaz bardziej obrazowa bylaby o§ pionowa.
Na osi pionowej bardziej naturalne jest uporzadkowanie liczb: im wyzej, tym wieksza.
W sensie nieréwnosci miedzy liczbami -3 jest wieksze od -7, chociaz z zyciowego

punktu widzenia czasami jest inaczej. Na przyklad mroéz —7 jest wiekszy niz —3.

I'W matematyce wyzszej sg jeszcze inne rodzaje liczb.
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Liczby | dziatania

Przejscie do liczby przeciwnej do liczby a polega na odbiciu symetrycznym
liczby a wzgledem zera. W przypadku osi pionowej jest tak, ze im liczba jest wyzej

(nizej), tym liczba do niej przeciwna jest nizej (wyzej).

Stad wynika, ze nieré6wnos$¢ miedzy liczbami zmienia kierunek
przy obustronnym przej$ciu do liczb przeciwnych.

Nie zapominaj o tym, mnozgc obie strony nieré6wnosci przez —1!

Jak wiemy, na osi liczbowej mozna dodawa¢ liczby, startujgc z zera i przesuwajgc sie
po osi pionowej w gore lub w dét (lub w lewo i w prawo na osi poziomej) zgodnie z po-
szczegllnymi skladnikami. Na przyklad (—4) + 2 + (-3) to 4 jednostki w dél, potem

2 w goére, a na koricu 3 w dét.

Wyobrazmy sobie, ze mamy dwie osie liczbowe. Na jednej z nich kto$ oblicza sume pew-
nych sktadnikéw. Jednoczesnie na drugiej osi druga osoba dodaje liczby, ktére sg prze-
ciwne do kolejnych skladnikéw dodawanych na pierwszej osi. Wynikiem tego

dodawania na jednej osi jest liczba (-6). Jaki jest wynik dodawania na drugiej osi?

1. Poréwnaj wyniki dodawania:
(=7) + (=3) oraz 7 + 3, (=7) + 3 oraz 7 + (-3).

ve- T
2. Sumalliczb a i b jest rdwna 34. lle wynosi suma JwAuMoSZId
liczby przeciwnej do a i przeciwnej do b? Iwogzol bS °L

Podane przyktady mozna uogélnic: liczba przeciwna do sumy jest rowna sumie liczb

przeciwnych do sktadnikéw.
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Odlegtos¢ miedzy liczbami

Dzieki umieszczeniu liczb na osi liczbowej mozemy moéwié o odlegtosciach miedzy nimi.

Odlegtosé miedzy liczbami to dlugosé odcinka je tgczgcego. Obliczajac odleglosé, odej-

mujemy mniejszg liczbe od wiekszej, co jest jasne w przypadku liczb dodatnich:

5

Y

|AB| =5 -2

a mniej oczywiste, jezeli co najmniej jedna liczba jest ujemna:

5
- >
-2 0 5
A | B
<>
2 |AB| =5—-(-2)=5 +2
2
<>
-5 -2 0
A B | -
5

|[AB| =-2-(-5)=-2+5=5-2

Zobaczmy, jak znalezZ¢ srodek odcinka o danych konicach. Postuzmy sie rysunkiem:

b-a

Srodek = a + 5
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Liczby | dziatania

b ga = 2761 + 0 ga = 2a +2b —2_4 ; b, wiec Srodek odcinka jest Srednig

arytmetyczng jego konicéw. Warto to zapamietac.

Poniewaz a +

Przypomnijmy, ze odlegto$¢ liczby od zera nazywamy wartoscig bezwzgledng (lub mo-
dulem) tej liczby i oznaczamy pionowymi kreskami. Z tej definicji wynika, ze wartosé
bezwzgledna kazdej liczby réznej od zera jest dodatnia, wartosé bezwzgledna zera jest

réwna zeru, a liczby przeciwne majg tg samg wartosé bezwzgledns.

Sprawdz,

'DIUDZDIMZOI
omp bs

0 <P pJp ‘oups|
1sel0 =D D|p
‘UpzZbIMZOl

oW alu
0>?p0|d "9
‘bazoy|
bujomop Jsef x (o
‘e=>xagn|
g€<x¥(Q
©>3x3g-@©°g
- =9

‘I = D :8|UJOIMPO
wibnip m o
T=qg-=0
2impyspod
AZOIDISAM
nypodAzid
wiAzsmiald M
"oMAzZs}o) DS
DIUD®IUAM

0gO ‘¢
‘aumioszid

2AQ bBouwl

Aqzol 0 ‘eIN g
8 .
el

WWW.CEL-MATURA .PL Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/e_1758_ebook

Kilka uwag o rachowaniu

Jak obliczyé wartos¢ wyrazenia 1000 — 689 + 94 — 121 + 689 — 92 + 120? Czy optaca

sie siegac¢ po kalkulator, wpisujac do niego liczby i symbole dziatan?

Jezeli ogarniemy wzrokiem cato$é, zauwazymy, ze dziatania mozna zredukowadé:
dzialania ,o0djgé 689” i ,dodac¢ 689” wzajemnie si¢ znoszg,
y,dodac 94” i ,odjgc¢ 927, to ,dodac 27,
»,0djaé 121”7 i ,dodaé 1207, to ,odjac 1”.

W rezultacie obliczenie wartosci wyrazenia sprowadza si¢ do dzialania 1000 + 1.

Obliczajgc, ile pieniedzy jest na koncie Iksinskiego, jezeli bylo tam 1721 zi, Tksinski
podjal 350 z1, a potem na konto przyszed! przelew 380 zt, powiekszamy 1721 o 30.

Obliczajgc sume 1 +2+3 + 7+ 8+ 9+ 10, warto potaczy¢ 1z 9, 2z 8, a 3z 7, bo wtedy

wynik otrzymamy btyskawicznie.

W wyrazeniu 2% - 1% + g - 1% unikniemy sprowadzania utamkéw do wspélnego mia-
nownika, jezeli zaczniemy od dziatan na ulamkach o mianowniku 7, przy czym warto
zmieni¢ kolejnosé dziatan na 2% - 1% + g

L 1,1 2 2 . e o ) . .
W wyrazeniu 1§ + 5~ 3~ 5 nie unikniemy przejscia przez wspélny mianownik, ale

i tak optaca sie najpierw wykona¢é dzialania na utamkach o jednakowych mianowni-

kach, a dopiero potem sprowadzié¢ utamki do wsp6lnego mianownika.

Racjonalne obliczenia nie tylko pozwalajg unikng¢
zmudnych rachunkéw, ale takze zmniejszajg ryzyko btedow,

o czym chyba nie trzeba nikogo przekonywac.
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Liczby | dziatania

Obliczajac wartosé wyrazenia 2 + 3 - 4 czy 2 — 3 - 4, pamietajmy o umowie, ktéra daje
pierwszenstwo mnozeniu przed dodawaniem i odejmowaniem, o ile w wyrazeniu nie

ma nawiasow.

Dzielenie w wyrazeniach arytmetycznych jest zwykle pisane w postaci utamka i wtedy
kolejnosé dziatan jest oczywista. Na przyklad wyrazenie % oznacza dzielenie
licznika przez mianownik. Wyrazenie to mozna by =zapisa¢ w postaci
B3-5+6-4):(3-4+9), ale kreska utamkowa zamiast dwukropka ma wiele zalet —na
przyklad tatwiej upraszczaé. W podanym przyktadzie licznik i mianownik mozna po-
dzieli¢ przez 3. Nie zapominajmy przy tym, ze dzielgc sume, trzeba podzieli¢ kazdy

skladnik: (3-5+6-4):3=5+2-4, (3-4+9):3=4+3. Stad 3°F 0 4- 13

Podobnie, dzielgc przez 2 licznik i mianownik utamka i%g:g, otrzymamy g%g,

czyli %

Pamietaj, ze mnozgc sume, mnozymy kazdy jej skladnik.
Analogiczna uwaga dotyczy réznicy. Wtasnosci te noszg nazwe

praw rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i odejmowania.

Upraszczajgc utamki pietrowe, mnozymy licznik i mianownik przez wsp6lny mianownik
11

3" 2
57
1+g

wszystkich wystepujgcych tam ulamkéw. Na przyklad upraszczajgc ulamek

pomnézmy licznik i mianownik przez 6, aby pozby¢ sie wystepujacych tu utamkéw:

1
372_2-3__1
1

T6+5 117

U [

+

0,18-0,3
A jak uprosci¢ utamek W‘?

Mnozgc licznik i mianownik przez 100, otrzymujemy 18 Z 30, czyli -3.
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1. Oblicz w pamieci: a) 134 + 155 + 234 — 55, b) 7391 — 102 — 356 + 358.

2. Pomnaz licznik i mianownik przez te samgq liczbe tak, by zlikwidowac
wystepujgce tam utamki, a potem oblicz:

3_1

ot

1 1
=_Po=
Q) ‘ &

o)

3"
+3- +

ot

TE- @ oz 1681 @897 © 1

DO | =
O | =

3
4

Potega o wyktadniku catkowitym

Zacznijmy od wyktadnika naturalnego. Jak wiadomo, potegowanie o wykltadniku
2, 3,4, ...o0znacza mnozenie: a’=a-a, a®*=a-a-a itd. Wobec tej definicji logiczne

wydaje sie przyjecie umowy, ze a' = a.

Zauwazmy, ze w przypadku wykladnika parzystego potega dowolnej liczby jest nie-
ujemna. Ponadto nie zalezy od znaku liczby, a tylko od jej bezwzglednej wartosci; jest

taka sama dla liczb przeciwnych.

W tym miejscu zwréémy uwage na koniecznosé pisania nawiasu

w przypadku potegowania liczby ujemnej. Podnoszgc do potegi liczbe
ujemny, trzeba jg ujgé w nawias. Zatem —2 do potegi n to (-2)", a nie —2".
Jezeli bowiem n jest parzyste, to liczby te sg rézne: (-2)" > 0, a -2" < 0.

Na przyktad (-2)?2=(-2)-(-2)=4, a -22=-(2.2) =-4.

Z definicji potegowania, jezeli napiszemy potegi w postaci iloczynéw, otrzymamy wilas-

nosci:
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Liczby | dziatania

(a . b)n =q" - bn’ (g)n — a_z

Przydaja sie one w rachunkach. Na przyktad:

Bi.2i=(5-20=106 & o (8o
Ta =9 - »ogt T ( ) - e
Przypomnijmy podstawowe prawa dziatan na potegach o tej samej podstawie. Jest
jasne, ze mnozgc dwie potegi, otrzymujemy iloczyn, w ktérym jest tyle czynnikéw, ile

w sumie jest w obu potegach.

Na przyklad a’ oznacza iloczyn 5 czynnikéw, a? oznacza iloczyn 3 czynnikéw, wiec

a® - a® to a®*.

Przy dzieleniu poteg otrzymujemy utamek, w ktéorym czynniki sie skracajg.

a®
a3

Na przyktad w ulamku . wszystkie 3 czynniki mianownika kasujg sie z 3 czynni-

5
kami licznika, skad % = a®3.
a

Pamietaj, ze przy mnozeniu poteg o jednakowych podstawach

wykladniki dodajemy, a przy dzieleniu poteg wykladniki odejmujemy.

k skladnikow
——
7 pierwszej z tych wlasnosci wynika, ze (@®)*=a”-a" - ...-a" = a"*"*~*" =gl
—

k czynnikow

Nie zapominaj, ze przy potegowaniu potegi wyktadniki mnozymy.

A jak rozszerzy¢ potegowanie na wykladniki catkowite? Jak okresli¢ a® czy a=3?

Czym sie kierowac¢?
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Przyjeto definicje, ktéra pozwolita zachowaé prawa dzialan na potegach. W szczegol-

nosci jezeli wlasnosé
an
() ga=adlaa=0

ma byé prawdziwa takze dla ré6wnych wyktadnikéw, to 1 = Z—Z =a"" = a’. W konsek-

wencji przyjmujemy, ze

a’=1dlaa =0.

Symbol 0° jest nieokreslony.

Jezeli wtasno$é (*) ma byé prawdziwa takze dla n < m, to dla a # 0 otrzymamy:

Przy takim okresleniu poteg kazdy utamek dziesietny mozna przedstawi¢ jako kom-

binacje poteg liczby dziesieé. Na przyktad:
375,412=3-102+7-10'+5-10°+4-101+1-102+2 - 1073,

Potegi dziesigtki przydajg sie do zwieztego zapisywania liczb zawierajgcych duzo zer.

Na przyktad:
23 000 000 = 23 - 106, 0,0001 =10, 0,000045 =45 - 10-5.

Prawa dotyczgce podnoszenia do potegi iloczynu i ilorazu, a takze prawa mnozenia,
dzielenia i potegowania poteg o tej samej podstawie odnoszg sie do wszystkich wyktad-

nikéw catkowitych.
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Liczby | dziatania

Sprawdz,

‘=€ (O
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~ Witasnoéci pierwiastkow e

Jak wiadomo, pierwiastkowanie jest w pewnym sensie czynnoscig odwrotng do pote-
gowania o wyktadniku catkowitym wiekszym od 1. Majgc wynik potegowania i wyktad-

nik, szukamy podstawy.

Na przyklad jezeli x> =8, to x =2, ajezeli x» =0, to x =0.
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Podstawa nie zawsze jest wyznaczona jednoznacznie, na przyklad jezeli x? = 9,

to x =3 lub x = —-3. Aby mieé jednoznaczno$é, rozpatrujemy tylko podstawy nieujemne

(x = 0). I tak wlasnie okreslamy pierwiastek arytmetyczny?:
x=3a, jezeli x"=a i x > 0.

Skoro x = 0, to a > 0. Zatem pierwiastek arytmetyczny jest okreslony tylko dla liczb

nieujemnych.

Pierwiastek arytmetyczny bedziemy nazywa¢é krétko pierwiastkiem.

1. Podaj wyniki dziatan:

‘omizpmoid

a)(¥3)2, b)Xa), ©) V(=3)2. bs 10s0UMO!
BMISAZS

C

2. Sprawdz, czy rdwnosci sq prawdziwe: 2 (0'D(qg (©
a) V10* =102, b) V333%=333, ) V(-5)’= V52, I

Pamietaj, ze réwnos$é Va® = a jest prawdziwa tylko dla a > 0,
bo pierwiastek z definicji jest nieujemny. Nie znajgc znaku liczby

podpierwiastkowej, musimy postuzy¢ sie modutem: Va?= |a|.

W zadaniach rachunkowych z pierwiastkami czesto przydaje sie wltasnos¢, w mysl kto-

rej pierwiastek iloczynu jest réwny iloczynowi pierwiastkow:

2 Jest jeszcze inny pierwiastek, zwany algebraicznym.
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Vo -b=%a- b

Wynika ona stad, ze Ma -¥6)' =®Ra) - b)Y =a - b.

Wilasnosé ta pozwala wylaczaé czynnik przed pierwiastek, na przyktad:

V20 = V4 - 5= V4 - V5 = 25.

Niekiedy stosujemy wlasnos¢ w drugg strone, zastepujac kilka pierwiastkow jednym,
na przyklad: v2 - V5. V10 =2 -5 - 10 = V100 = 10.

Analogiczng wlasno$¢ ma pierwiastek ilorazu: 4/% = %.

Natomiast inaczej jest z pierwiastkiem sumy i réznicy, co widaé na przyktadach:

V2+2=V4=2, V2+V2>2, wiec V2 + 2= V2 + V2,
V2-1=+v1=1, V2-+1<1, wiec V2 -1 =2 -1,

Sprawdz,

‘gh (P
2 ©

9T (@

‘gh (€

'EMEG (P

‘GrE (O

‘gMe (@

‘erE (0T

'€ (80T (P 6 (O
0T (@'TT (0
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52 ; 443
B

ktora z liczb jest wieksza. A moze sg ro6wne?

Zastan6éwmy sie, jak poréwnaé liczby . Nie tak tatwo stwierdzié od razu,

Spréobujmy przeksztalcié liczby do postaci, w ktérej w mianownikach nie ma pier-

wiastkow. Inaczej méwigc, usunnmy niewymiernosci z mianownikéw:

5v2 _5V2-V3 _5v2-V3 _5 5
V3 V3.v3 3 A

4N3 _ 43 -2 _ 43 -2 _ a3
B %.B o 2 =2V3 - 2.

Poniewaz 2 > g, wiec wieksza jest druga liczba.

O usuwaniu niewymiernosci z mianownika w bardziej skomplikowanych przypadkach

bedzie mowa przy wzorach skréconego mnozenia.

1. Usun niewymiernos$¢ z mianownika:

2 3 .
a , b)—=,gdziea > 0.
'3 Pavad
‘pzsmiald o] g
) : 45 . 63 . : »
2. Ktéra zliczb ——= i —= jest wieksza? & (g€ (o]
V3 | N5 M LN

Na koniec przypomnijmy, ze za pomocg pierwiastkéw definiujemy potege o dowolnym

wykladniku wymiernym. Jezeli liczba wymierna ma postaé %), gdzie g > 0,
p

to a¢ =a? . Mozna wykazac, ze zmieniajgc kolejnos¢ dzialan po prawej stronie réw-

s . . . . . . . . g q
nosci, nie zmienimy wartosci wyrazenia: Va? = (Va ).

Z definicji potegi wymiernej wynika, ze jest ona okreslona tylko dla liczb dodatnich i jej

wartosciami sg réwniez tylko liczby dodatnie.
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Wiasnosci dotyczace mnozenia, dzielenia i potegowania poteg o tych samych podsta-

wach przystugujg réwniez potegom o wyktadnikach wymiernych.

Logarytmy

Podobnie jak pierwiastkowanie, logarytmowanie jest réwniez czynnoscig odwrotng do
potegowania, chociaz w innym sensie. Majgc podstawe (rézng od 1) i wynik potegowa-

nia, obie liczby dodatnie, szukamy wyktadnika. Na przyktad jezeli 2° = 16, to x = 4,

ajezeli 3" = %, to x = —1.

Ten wyktadnik to wlasnie logarytm. Ogélnie:
log, b = x, jezeli a*=b.

Zauwazmy, ze podstawa logarytmu (liczba a) jest zarazem podstawg potegi.

1. Oblicz:
@) log;y100, b)log;ep10. ©)logs27, o loggy.
e) loglé, f) log,4. ‘00T (@0 (P 0 (0
: T@I®T
. T4 @ T-(P
2. Oblicz:  a)log;53123, b)log,a., c©)loggl, ‘e © % q
d) log,1. e) logy21%°, EJCH

W zadaniach rachunkowych korzystamy z wtasnosci dotyczgcych logarytmu iloczynu,
logarytmu ilorazu i logarytmu potegi. Wyprowadzimy te wlasnosci, korzystajgc z wtas-

nosci potegowania.
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Zacznijmy od przeksztalcenia log, (b - ¢).

Oznaczmy: log, b =x oraz log,c=y. Wtedy a*=b i a*=c, skad a*- @ =0 - c.
Poniewaz przy mnozeniu poteg wyktadniki dodajemy, wiec a** =b - c.

Oznacza to, ze log, (b - c) =x +y, czyli
log, (b - ¢) =log, b + log, c.

Analogicznie, korzystajgc z wtasnosci, ze przy dzieleniu poteg wyktadniki odejmujemy,

dochodzimy do réwnosci
1 b
0g, . =log, b —log, c.

Wtasnosci te warto pamietac: logarytm iloczynu (ilorazu) jest réwny sumie (réznicy)

logarytmow.

Pozostaje jeszcze wyprowadzi¢ wzér na log, b¢, gdzie ¢ jest dowolng liczbg. Oznaczajac
log, b =x, otrzymamy a* = b. Stad (a*)° = b°. Korzystajac z wlasnosci, ze potegujac po-

tege, wykladniki mnozymy, mamy a° * = b¢. Oznacza to, ze log, b =c - x, czyli
log, b¢=c - log, b.
To tez warto wiedzie¢: logarytmujac potege, wylgczamy wyktadnik przed logarytm.

A oto przyktady zastosowania poznanych wlasnosci:
logy 12 =logy (4 - 3) =logy 4 + logy 3 = 2 + logy 3,
1 1
log, 23 + log, 93 = log, (23 - %) =log, 1 =0,
logs 21 — logy 7 = logs 2—71= logg 3 =1,
logy 435 =35 logy 4 =35 -2 ="70.
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~ Przyktady ciggéw liczbowych

Zacznijmy od przykladu ciggu nieskonczonego: 1, %, %, %,

Widzac kilka poczatkowych wyrazéw, dostrzegamy regule, w mysl ktorej cigg zostat
utworzony. Potrafimy powiedzieé, jaka liczba jest na pigtym miejscu, jaka na dzie-
sigtym, a jaka na tysiecznym. Zauwazamy, ze mianownik pokrywa sie z numerem
miejsca, na ktéorym stoi dany wyraz. Oznaczajac wyrazy ciggu przez ai, o, ...,
mamy ay = %, a1 = 1—10, Q1000 = Wl()() Umiemy to zapisa¢ w spos6éb ogélny:

a, =% dlan=1,2,...
A jak zapisa¢ wzorem ogélnym cigg 3, 6, 9, 12, ...?

Skoro a; =3, ag=6, a3=9, a,=12, .., to a, = 3n.

Sprawdz,

g-=0y =% g-=Tv-gup="0-g T-ug="0 (O u-="v (0 'ug="0(qQ'u="2 (0|

A jak zmieni sie wzor na n-ty wyraz ciggu, jezeli co drugi wyraz zmienimy na prze-

ciwny? Jak zapisa¢ wzorem cigg -3, 6, -9, 12, ...?7
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W tego typu przypadkach wykorzystuje sie czynnik (-1)", ktéry na przemian przyj-
muje warto$¢ —1 i 1. Wyrazy o numerach parzystych mnozy sie wiec przez 1, a o nu-

merach nieparzystych przez —1. Szukany wzér przyjmie postaé¢ a, = (-1)" - 3n.

Gdyby zmieniaé wyrazy na przeciwne, zaczynajac od drugiego, to we wzorze ogélnym
wyktadnik trzeba by przesunaé o 1. Istotnie, jezeli a, = (-1)"*' - 3n, to a; =3, ag = -6,

ag = 9,
Wsroéd ciggéw szczegblng role odgrywajg ciggi arytmetyczne i geometryczne.

Przypomnijmy, ze ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg, w ktérym réznica miedzy
dwoma kolejnymi wyrazami jest stala; §cislej mowigc stala jest réznica a, — a,_; dla
n =2, 3, .... Natomiast w ciggu geometrycznym staly jest iloraz sgsiednich wyrazoéw,
~dlan=2,3, ..

a
an 1

tzn. staly jest iloraz

Sprawdz,

‘auzoAlewosb
1B6bo (P | (2
‘AuzoAoullAID
BbIO (0|
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Cigg arytmetyczny

Réznice miedzy sgsiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego tradycyjnie oznaczamy

literg r, tzn. a, — a,_; =r dla kazdego n > 1. Inaczej méwiac, a, =a,_;+ 7.

Jezeli r > 0, to cigg jest rosnacy, a jezeli r < 0, to ciag jest malejgcy:

Y

Y

Jak wida¢é z rysunku, kazdy wyraz ciggu arytmetycznego o numerze wiekszym od 1
lezy w potowie odcinka, ktérego koncami sg wyrazy sgsiednie, wiec jest §rednig aryt-

metyczng wyrazow sgsiednich.

Widzimy tez, ze odcinek tgczacy dwa dowolne wyrazy ciggu jest wielokrotnoscig
odcinka lgczacego dwa wyrazy sgsiednie. Stad wynika, ze réznica miedzy dwoma

dowolnymi wyrazami jest wielokrotnoscig r.

Na przyktad znajdzmy réznice ag — as.

Ile razy trzeba dodawaé¢ r do as, aby otrzymaé ag? Dodajac raz, otrzymujemy ag,
dodajac drugi raz otrzymamy a;, dodajac trzeci raz otrzymamy ag, a za czwartym
razem otrzymamy aq. Jak widaé, dodajemy r tyle razy, ile jest liczb naturalnych od 6

do 9, czyli 9 — 5. Zatem ag —a5=(9-5) - r.

Podobnie obliczymy, ze a3 —ag=(13 — 8)r oraz a, —a; =(n - Dr.
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Korzystajac z tych zaleznosci, mozemy obliczyé dowolny wyraz ciggu arytmetycznego,
jezeli znamy jeden z jego wyrazéw i réznice, a takze mozemy obliczy¢ réznice ciggu,

znajac dwa jego wyrazy.

1. Jeden z wyrazdw ciggu arytmetycznego jest rowny 5. '396_ £
8 .

Znajdz dwa wyrazy nastepne i jeden poprzedni, jezeli réznica IL o
ciggujestrowna: o) 2, b)-2. upszidod b
‘T ‘e O AZDIAM

suddispu

2. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rdwny 3, 5 (@
a dziesigty 4. Oblicz réznice ciggu. geel!
jupazidod o

‘6 ‘L, OF AZDIAM

3. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego o réznicy —3 oudd|sou
jest rowny 2. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu. oma (o 'L

Przypomnijmy wzoér na sume dowolnej liczby poczatkowych wyrazéw ciggu arytme-

tycznego. Zgodnie z tradycja, oznaczamy

(1) S,=a;+ag+asg+...+a, 1+a,

Zauwazmy, ze suma wyrazu pierwszego i ostatniego jest taka sama, jak suma wyrazu
drugiego i przedostatniego.Wynika to stad, ze drugi wyraz powstaje z pierwszego przez
dodanie r, a przedostatni powstaje z ostatniego przez odjecie r. Mamy wiec ag=a; +r
oraz a, ;=a, —r, skad ay +a,_; =a; +a,. Postepowanie to mozna kontynuowaé: od-
liczajgc po tyle samo miejsc od pierwszego i ostatniego, otrzymujemy wyrazy, z ktérych
jeden powstaje z pierwszego wyrazu przez kilkakrotne dodanie r, a drugi powstaje z ostat-

niego przez odjecie r tyle samo razy. Zatem suma takiej pary wyrazéw to a; + a,,.
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Napiszmy jeszcze raz sume S,, tym razem w kolejnosci od wyrazu ostatniego do

pierwszego:

(2) S,=a,+a, 1+..+ag+ags+a;

Dodajmy stronami réwnosci (1) i (2), przy czym dodawajmy w kolumnach, tgczac po
dwa wyrazy: a; + a,, ag + Q,_1, @3 + @,_o itd. Otrzymamy n skladnikéw, z ktérych
kazdy jest réwny a; + a,. Zatem:

2S8,=(@;+a,)n,

(a;+a,)-n
Sn=T

1. Oblicz sume liczb naturalnych od 1 do 1000.

2. Suma 10 wyrazéw ciggu arytmetycznego aq. ag, ... 072

jest rowna 110, a a; = 2. Oblicz a,. '00G 008 'L

Clag geometryczny

Iloraz sgsiednich wyrazéw ciggu geometrycznego tradycyjnie oznaczamy literg q,

In q dla kazdego n > 1. Inaczej méwiac, a, =a,_1 - q.

tzn. =
an—l

Cigg geometryczny moze byé rosnacy, malejgcy lub zaden z tych dwéch, co pokazujag

przyktady:
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2,4,8,16, 32, ...

2, -4,8,-16, 32, ...
;11111

’ §a Z, §’ Ea
Pierwszy ciag jest rosngcy, bo iloraz jest wiekszy od 1. Drugi cigg nie jest ani rosnacy
ani malejgcy, wyrazy sg na przemian dodatnie i ujemne, bo iloraz jest ujemny. Trzeci

cigg jest malejgcy, bo iloraz jest utamkiem wlasciwym (dodatnim).

Zauwazmy, ze poniewaz w dowolnym ciggu geometrycznym kazdy wyraz powstaje z po-
przedniego przez pomnozenie przez q, wiec mozna go otrzymac takze z dowolnego wy-

razu wezesniejszego, mnozgc ten wyraz przez odpowiednig potege q.

Na przyktad zobaczmy, jak otrzymaé aq z as.

Ile razy trzeba mnozyé as przez g, aby otrzymacé aqg? Mnozgc raz, otrzymamy ag,

mnozgc drugi raz, otrzymamy a;, mnozac trzeci raz, otrzymamy ag, a za czwartym

Sprawdz,

9T .

I €
c-ani¢ e
S

1 T°¢€

:elupszidod
AzoIAMm

‘I8 1% :euddisou
AZOIAN "L
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razem otrzymamy ag. Jak widaé¢, mnozymy przez q tyle razy, ile jest liczb od 6 do 9,

czyli 9 — 5. Zatem ag = a5 - ¢°°.

Podobnie obliczymy, ze a3 =ag - ¢'*® oraz a, =a; - ¢"

Korzystajac z tych zaleznosci, mozemy obliczyé¢ dowolny wyraz ciggu geometrycznego,
jezeli znamy jeden z jego wyrazéw i iloraz, a takze mozemy obliczy¢ iloraz ciggu, znajac

dwa jego wyrazy.

Na zakonczenie przypomnijmy wzér na sume dowolnej liczby poczatkowych wyrazéw

ciggu geometrycznego. Oznaczmy

S,=a1+ay+ag+...+a,_1+a,.

Wyrazajac kazdy sktadnik tej sumy za pomocg a;, otrzymujemy:

S,=a1+a;-q+a1-¢*+...+a;-q9q"%2+a;-q".

Pomnézmy przez q obie strony otrzymanej ré6wnosci, rozdzielajgc mnozenie po prawej

stronie na poszczegélne sktadniki. Otrzymamy:

S,-gq=a;-q+a1-¢>+a1-¢®*+...+ay-q¢"+a;-q"

Zauwazmy, ze a1 - q + a1 -qQ*+a;-q®+ ... + a; - ¢"! jest sumg kolejnych wyrazéw
ciggu od a9 do a,, zatem uzupelniajgc te sume o a;, otrzymamy S,,. Dodajmy wiec a;

do obu stron réwnosci:

S,-gq+a;=a;+ay-q+a;-¢*+a;-¢*+...+a;-q"+ay-q",

\— J/
v

S

n
czyli S,-q=S,+a;-q9"—a;.
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Otrzymang réwno$¢ przeksztalémy tak, aby wyznaczy¢ z niej S,;:

Sn'q_Sn=a1'qn_a1,

Spg-1=a;-(@" -1),
_a;-(@"-1)
Sy="0 0

Sprawdz,

‘¢z
T°L

~ Przeglad zadan maturalnych e

Oblicz 632 - (%)4. Oblicz

v 1571 - -3 +4].
Chodzi tu o takie uproszczenie wyrazeniaq, —

aby rachunki byty tatwe. Nasuwa sie |15-7] - |-3+4]| =
pomyst roztozenia liczby 63 na czynniki tak, =|-2l-11=2-1=1.
aby pojawita sie liczba 3.

Poniewoz 63=3-21=3-3-7=3%-17,

wiec 632 . (1)4 =(32.7)2. 1 _ 3% 7 -

_34__2
= T4 72 = 49.
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. 22.31 , 5. (18
Oblicz 2_1—3_2 Oblicz 3273 : (g) :
i1 1 1v¢_ 1 8*
92.31 22'3 92.3 3273 :(3) = 75 - 8'= 3
9-l.g32- 1 1~ 1 - ) 32 (4-8)
2 3 2.3 .
__1 o_1 9_3 -8 _8_24_2_1
=gz g 2 ¥=g3=9 £.8 "85 £ T 4278
Mozna oblicza¢ inaczej, korzystajgc Rachunki bedq nieco prostsze,
od razu z regut potegowania: jezeli zardbwno 32, jak i 8
2—2: . 3—; _ 991, g2 _ przeds’rlo:vimy jako potegi liczby 2:
SR 829 (g) = (297 (2%t =
—9-1,92_9
=2d=y _1 gp_2%_1_1
- (25)3 215 23 8

1
Oblicz: a) logs 5 — logs 125, b) log, 8 +1log, 2, ¢) 21og:9, d)logs 27.
3

—~—————

a) Korzystamy z definicji logarytmu: logs 5 = 1, bo 5! =5,
a logs 125 = 3, bo 52 = 125. Wynikiem obliczen jest wiec —2.

b) Najlepiej zastgpi¢ sume logarytmow logarytmem iloczynu:

log, 8 +log, 2 =log, (8 - 2) =log, 16 = 2.

Obliczenie kazdego z dwoch logarytmow oddzielnie jest trudniejsze, ale mozliwe:
3
log,8= 5, bo 4°= (V4)*=8, a log, 2= 3, bo Vi=2.

c)2log: 9=2 - (-2) = —4.

1

=L i 1 __
33 = g7 Wiec logs o7 = 3.

d) Poniewaz 373 =
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Podaj warto$¢ x, dla ktdrej logs x = 9.

—~—————

Z definicji logarytmu wynika, ze x = 3°.

Cigg (ay) jest okreslony wzorem

a,=(=1y-(3 -n). Oblicz a3, a4 i as.

—~———

Do wzoru okre$lajgcego cigg trzeba
w miejsce n podstawic kolejno liczby
3, 4 1 5. Ofrzymamy: a3 =0,
ag=(-1*- (3-4)=-1,
as=(-17%-(3-5)=2.

W ciggu arytmetycznym (a,,)

dane sq: ag =13 i a5 =39. Oblicz a;.

—~————

Korzystajgc z rbwnosci
Qz3—Qa1=0a5—Qag,
otrzymamy ag — a; = 26.

Zatem 13 —aq =26, skad a; = -13.

Mozna takze od razu skorzystac z wzoru
S - (a;+a,) - n

n

Kup ksigzke

5 , podstawiajgc n = 20.

W ciggu arytmetycznym
frzeci wyraz jest rowny 14,
a jedenasty jest rowny 34.

Oblicz réznice tego ciggu.

—~———

Skorzystamy ze zwigzku
a11=a3+(11—3)-r.

Otrzymamy 34 = 14 + 8r,

5

skqd r = 9°

W ciggu arytmetycznym a1 =3
oraz agg = 7. Oblicz sume

aj+ag+ ... +ajg+ ayp.

—~———

Sume ai+ag+ ... +ajg+ ag
mozna obliczy¢ bezposrednio,
tgczqce wyraz pierwszy

z ostatnim, drugi

z przedostatnim itd.

Takich par jest 10, a suma
wyrazdw w kazdej parze jest
taka sama jak w pierwszej
parze, wiec wynosi 10. Zatem
szukana suma jest rbwna

10 - 10, czyli 100.
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Wykaz, ze liczba 35* jest rozwigzaniem réwnania 2431t — 811 + 7x = 927,

—~————

Trzeba pokazac, ze 24311 — 8114 + 7 - 354 =927, W tym celu

wystepujgce tu liczby przedstawmy w postaci iloczyndw tak,

aby jak najwiecej razy wystepowat czynnik 3.

Zatem: 81 =34, 243=3-81=3-3*=3% 9=32

Hipotetyczna rownose przybiera wtedy postac (3%)11 — (34)14 + 7 - 354 = (32)%".
Korzystajgc z wzoru na potegowanie potegi, otrzymujemy 35 — 356 + 7 . 354 = 354,
Po lewej stronie wytqgczamy przed nawias 354, otrzymujgc 3% (3 — 32+ 7) = 354

ROwNO0SE ta jest prawdziwa, poniewaz 3 — 32 + 7 = 1.

Wykaz, ze w dowolnym ciggu arytmetycznym (a,) zachodzi rGwnos¢

ap_1+ ap,1 = 2a; dla dowolnego wskaznika & > 1.

—~—————

Wystarczy skorzystac ztego, ze aj_1=a, —r OrQz ap,1=a, + 7,

i dodac¢ stronami obie rownosci.

Cigg (a,,) jest okreslony wzorem a, =2 — % daon=1,2,3,....

Znajdz takq liczbe x, aby cigg trzywyrazowy ay, a7, x byt arytmetyczny.

—~—————

Z podanego wzoru wynika, ze a,= 2 — % = g oraz a;=2 -

Liczby g, 1—73, x tworzq ciqg arytmetyczny, jezeli 13_3

7727
2 3 _52 21 31
Stad x = 79

1_
7=
x—

—
<[ g

T 14 14 14
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m+1 m+3 m+9

Wykaz, ze dla kazdego m cigg R

—~—————

Trzeba wykazac, ze dla kazdego m

6 ' 19 jest arytmetyczny.

M m+3 _m+1l_m+9 m+3

6 4 12 6
Pomndzmy obie strony tej hipotetycznej rbwnosci przez 12:
2) 2m+3)-3(m +1)=m +9-2(m + 3).

Nietrudno sprawdzic¢, ze lewa strona jest rowna prawej, wiec rownos¢ (2)

jest prawdziwa dla kazdego m. Pozostanie ona prawdziwa po podzieleniu

obu stron przez 12, a po tym przeksztatceniu wrécimy do postaci (1).

Zatem rownos¢ (1) jest prawdziwa dla kazdego m.

W rosngcym ciggu geometrycznym a; = 12, ag = 27.

Wyznacz iloraz tego ciggu i oblicz ag.

27 _ 9

Poniewaz ag = a; g2 wiec 27 =12 . g2, skqd ¢ = 19 =4 Zatem g =%

lub q = —% Drugqg warto$¢ q trzeba odrzucic, bo cigg z zatozenia ma by¢

3 3 2
rosngcy. Poniewaz ag = ag - g%, wiec ag= 27 - (3)3 =380 _27

2 23 8
W ciggu geometrycznym (a;,) W ciggu geometrycznym (a;,)
dane sq: a1 =2 oraz ag=12. dane sq: a; =3 oraz ay= 24.
Oblicz ay. Oblicz iloraz tego ciggu.

vv

Poniewaz q = 6, wiec Z rdwnosci a4 = a1 g3 ofrzymujemy

ay=0a9-q*=12 .36 = 432. 24 = 3q3, skad q = 2.
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Liczby | dziatania

Liczby «x, v, 19 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny,

przy czym x +y = 8. Oblicz x i y.

—~————

Do warunku x + y = 8 dotgczymy warunek y —x = 19 —y, ofrzymujgc uktad

dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:

x+y=38
2y —x=19

Dodajqgc stronami, ofrzymamy 3y = 27, skgd y = 9. W konsekwenciji x = —1.

Na trzech pdétkach ustawiono 76 ptyt kompaktowych. Okazato sie,
ze liczby ptyt na potkach gdrnej, sSrodkowej i dolnej tworzg cigg geometryczny.
Na srodkowej potce stojg 24 ptyty. Oblicz, ile ptyt stoi na pdtce gornej,

aile na dolnej.

—~————

Skoro drugi wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 24, to trzeci wyraz

jest rowny 24 - q, a pierwszy 2(1—4. lloraz g obliczymy z warunku, ze suma ptyt

na poétce goérnej i na dolnegj jest rtbwna 76 — 24, czyli 52.

Zapisujgc to symbolicznie, ofrzymujemy rownanie 2(]—4 +24 -q =52

Mnozymy obie strony rOwnania przez q. przenosimy wyrazy na jednq strone

i porzgdkujemy, ofrzymujgc 24q? - 52q + 24 = 0. Dzielimy obie strony réwnania
2

przez 4 iznajdujemy pierwiastki: g = g lub g = 3

Na gornej poétce stoi wiec 16 ptyt, a na dolnej 36, lub odwrotnie.
Zadanie mozna tez rozwigzac inaczej, przyjmujgce za niewiadome

liczby ptyt na poétce goénej i dolnej i uktadajgc dwa réwnania.

Ten sposdb jest bardziej zmudny.
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Oblicz pierwszy wyraz ciggu

geometrycznego (a,,).

.

wktorym ag =11 a4 =

w|No

—~————

Zacznijmy od obliczenia

ilorazu ciggu: q = Z—: =%

Poniewaz ag = aq - g% wiec

1=a;-(2) skad a; = §.

Ciqg (ay) jest arytmetyczny,
a7=1,a11=9.

a) Oblicz pierwszy wyraz

i réznice ciggu (ay,).

b) Sprawdz czy cigg

a7, ag, a1 jest geometryczny.
¢) Wyznacz takie n, aby
suma poczgtkowych wyrazow
ciggu (a,) miata wartos¢
najmniejszq.

—~—————

Cigg 1, x, y — 1 jest arytmetyczny,
natomiast cigg «x, vy, 12 jest

geometryczny. Oblicz x oraz y.

—~———

Z pierwszego zatozenia wynika, ze
x—1=y-1-x, azdrugiego,

ze % = % Mamy wiec dwa réwnania.
Pierwsze z nich przeksztatémy

do postaci y = 2x, a drugie do postaci

y* = 12x. Uktad réwnan

y =2x
y2 =12«

mozna rozwigzac¢ nawet w pamieci.
Dzielgc stronami drugie rownanie przez
pierwsze (a mozna to zrobi¢, poniewaz
x iy —jako wyrazy ciggu
geometrycznego — nie mogq by¢

zerami), ofrzymamy y = 6, skgd x = 3.

a) Korzystajgc z rownosci a1 — a7 = (11 = 7) - r, orzymamy 8 = 4r, skqd r = 2.

Wartos$¢ te podstawimy do rownosci ay = aq + 6r, ofrzymujgc 1 =a; + 12,

skad aq =-11.

b) Poniewaz ag=a; +r, wiec ag=1+2=3. Cigg 1, 3, 9 jest geometryczny,

iloraz jest rowny 3.

c) Wyrazy ciggu od pierwszego do szdstego sq ujemne, a pozostate sq dodatnie.

Suma wyrazdw bedzie najmniejsza, jezeli wszystkie bedqg ujemne. Zatem n = 6.
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Drugi wyraz ciggu geometrycznego Oblicz réznice ciagu
jest rowny g , Qtrzeci % Oblicz arytmetycznego
pierwszy wyraz tego ciggu. okreslonego wzorem

v a,=-2n+1dan 21
Przyjmijmy fradycyjne oznaczenia —

i obliczmy iloraz ciggu: Wybierzmy dwa kolejne
-3 . :
q=%=z=_§,i=_i=_\/§ wyrazy ciQgu, Np. aq i as.
@2 % 2 3 V3 Poniewaz ag=-2-2+1=-3,

. . . a;=-2+1=-1,
Zrdwnosci aq - g = ag Ofrzymujemy

ay- (=V3) = g skad a; = —2‘5% = —%. | taka jest réznica ciggu.

wiec a9 —ay=-3 - (-1) = -2.

Zadanie mozna rozwigzac inacze;j,

ez obliczania ilorazu. Liczby 64 i 4 sq odpowiednio
W tym celu wystarczy skorzystac pierwszym i tfrzecim wyrazem

. a a
Z proporcji a*i = a%- ciggu geometrycznego.

Oblicz pigty wyraz tfego ciggu.

—~———

Oznaczmy wyrazy ciggu

Wykaz, ze (5)°- (&) = )" geometrycznego standardowo

przez a,. ailoraz przez q.

— Poniewaz as =a; - q*

Poniewaz _ 9 ... Q3 Q5
oraz a5 =ag - g% WieC 5 =g

(5y° 11 Y 2y Podstawiajgc liczb

y (&)5 £5 - x5 — \x/ » Jq y

. Yy dane w zadaniu,

wiec , ) -« 4 05
ofrzymujemy rownos¢ &=~

X5 (Y _ (VP (Y (YO 1

)G =6) @)= skqd a5 = .
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Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 372 — 27+2 + 37 — 27

jest wielokrotnosciqg liczby 10.

—~————

3n+2_2n+2+3n_2n=3n+2+3n_2n+2_2n=3n(32+1)_2n(22+1)=
=3"-10-2"-5=3"-10-2"1.2.5=10-(3"-2"1),
e~

10

przy czym liczba 3" — 2" jest catkowita (jako réznica liczb catkowitych).

Oblicz: Cigg jest okreslony wzorem
2 —
o Y=8)" - 161, @, = (=1 - =3 dia n > 1. Oblicz a,

b) (3 =V2)2 + 4 (2 —V2).

_ az=(-1p-252=32

3 5 25
a) V(=8)T- 161 =

L on; -1 93__

=5 @@= 2=,

Cigg 9, x, 19 jest arytmetyczny,

b) (3 -V2)?+4(2-v2) = aciqg x, 42, y, z jest geometryczny.
=9-6V2 +2+8-42 = Oblicz x, y oraz z.
=19-102.

—~————

Przyjmijmy tradycyjne oznaczenia.

Przeksztaté V32, wytqgczajge Poniewaz 19 — 9 = 2r, wigc r =5,
czynnik przed pierwiastek. skqgd x = 14. Obliczamy iloraz ciggu
42 42
geometrycznego: q = 5 = 14 = 3
— Zatem y =42 - 3 =126
V32 = V2 - 16 = 4+2. oraz z =126 - 3 = 378.
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