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Czy mozna zmusi¢ Excela do rozwiazywania szkolnych zadan matematycznych?
Okazuije sie, ze tak. Aby sie o0 tym przekonac, wystarczy siegna¢ po te ksiazke. Stanowi
ona zbidr kilkudziesieciu ¢wiczen z rdznych dziatbw matematyki z zakresu szkoty
Sredniej. Autor przystepnie wyjasnia, jak za pomoca popularnego arkusza
kalkulacyjnego znalez¢ rozwiazanie zadan matematycznych, w przypadku ktérych
tradycyjne metody analityczne nie sprawdzaja sie lub sg zbyt czasochtonne.

Kazde z zaproponowanych przez autora ¢éwiczen ma charakter uniwersalny i zacheca
do wtasnych poszukiwar, a przy tym ich wykonanie nie zajmuje wigcej niz jedna
godzine lekcyjna. Jest to zatem idealne narzedzie nie tylko dla uczniéw, ale i dla
nauczycieli matematyki i informatyki.
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Rozdziat 15.
Ekstremum funkeji y=fix)

Drugim waznym elementem charakterystyki funkcji obok miejsc zerowych sa ekstrema,
czyli maksima i minima. Przypomnijmy, ze funkcja ma maksimum lokalne w punkcie X,
wewnatrz przedziatu <a; b>, kiedy dla wszystkich wartosci x z tego przedziatu zachodzi
nierownos¢ f(x)<f(x,). Analogicznie okresla si¢ minimum lokalne funkc;ji.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym tego, aby w punkcie X, funkcja miata maksimum,
jest to, by pierwsza pochodna w tym punkcie byta rowna zero, za$ druga pochodna miata
warto$¢ ujemna.

W naszych ¢wiczeniach — podobnie jak w przypadku calki oznaczonej — wyznaczanie
ekstremow wykonany metodami przyblizonymi, bo do takich metod wykorzysta¢ mozemy
Excela.

W ¢éwiczeniach z tego rozdziatu, dysponujac wykresem funkcji, wyznaczymy najpierw

maksimum, a potem minimum funkcji. Kazde z tych ekstreméw obliczymy dwoma spo-
sobami, budujac odpowiednie formuty oraz piszac makropolecenie.

Cwiczenie 15.1. —= 23 -

Wyznacz maksimum lokalne funkcji f{x)=x’—5x"+4x+3, przyjmujqc, ze w punkcie Xy
jest maksimum, z dopuszczalnym bledem #0,01.

Sposéb, w jaki rozwiazemy to ¢wiczenie, nie bedzie si¢ wiele roznit od sposobu wyznaczania
miejsc zerowych. Takze tutaj rozpoczniemy od wykonania wykresu funkcji i na pod-
stawie jego analizy wyznaczymy przedziaty liczbowe, w ktorych znajduja si¢ ekstrema.
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Sposdb wykonania wykresu funkcji omowiono w éwiczeniu 13.2. Jezeli na podstawie
wykresu bedzie mozna stwierdzi¢, ze istnieja ekstrema, oszacujemy przedzialy, w ktorych
si¢ one znajduja. Zatézmy, ze takie przedzialy poznaliSmy. By obliczy¢ maksimum,
wykonamy tabelg ikséw i igrekéw. Nastgpnie przygladac si¢ bedziemy wartosciom
funkcji w poszczeg6lnych komorkach arkusza (rozpoczynajac od lewej strony przedziatu),
znajdujac punkt (komorke), w ktorej wartosci funkcji przestaja rosna¢. Gdy go znajdziemy,
co musi si¢ sta¢ przy przyjetych przez nas zalozeniach, mozemy punkt ten uznaé¢ za mak-
simum funkcji w zadanym przedziale.

Pamigta¢ musimy, ze wyznaczony punkt X, nie bedzie prawdopodobnie rzeczywistym
maksimum, bowiem zostal wybrany sposrod ograniczonej liczby punktéw przedziatu.
Przy podziale badanego odcinka na jeszcze mniejsze znajdzie si¢ zapewne inny punkt
maksymalny Xp... Musimy wigc uscisli¢ nasze rozwiazanie o stwierdzenie, ze wyzna-
czyliSmy maksimum z konkretnym dopuszczalnym btgedem. Zatem w naszym ¢wiczeniu,
aby spetni¢ warunki postawione w jego tresci, musimy oblicza¢ wartosci funkcji w punktach
oddalonych od siebie co najwyzej o 0,01.

1. Sporzadz wykres funkcji (na jego podstawie oszacujemy przedziaty, w ktorych
znajduja si¢ ekstrema).

Rysunek 15.1. a |8 [ ¢ b [ E [ F [ 6 [ H | 0 K
vs" o 5 . | 1] Wykres funkcji x) = -5x® +dx +3 w przedziale <a;b>
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Na podstawie rysunku mozemy przyjaé, ze maksimum lezy miedzy 0 a 1. Ponadto
w przedziale <-1; 4> znajduja si¢ jedyne ekstrema funkcji na calej osi liczbowej,
co wynika z postaci funkcji.

2. Utworz w pierwszym wierszu arkusza arytmetyczny ciag liczbowy, wypetniajac
tabelg iksow.

Do komorki 41 nowego skoroszytu wpisz liczbe -0. Nastepnie, wypelniajac seria
danych, wprowadz do sasiednich komorek ciag liczbowy o kroku 0,01 i wartosci
koncowe;j 1.

3. W drugim wierszu wpisz formute obliczajaca wartosci funkcji dla poszczegdlnych
punktow z pierwszego wiersza.
Do komorki A2 wpisz formulg =A1"3-5*A1*2+4*A1+3. Nastgpnie przekopiuj ja
do komorek sasiednich drugiego wiersza (az do komorki o adresie CW2).



102 Matematyka w Excelu dia szkét Srednich. Cwiczenia praktyczne
4. 7Znajdz miejsce, w ktérym funkcja osiaga wartos¢ najwicksza.

Rysunek 15.2. T e AU P T

Wyglad fragmentu 0,43 044 045 046 047 048 049

arkusza z rozwigzaniem 3E7E007 3577184 3G78625| 3575336 3579323 3,578502 3477149

¢wiczenia 15.2

Cwiczenie 15.2. —=2d «

maksimum lokalne funkcji f(}{)=x3—5x2+4x+33

Napisz makropolecenie, wyznaczajqce maksimum lokalne funkcji f{x)=x’—5x"+4x+3,
przyjmujqc, ze w punkcie X, jest maksimum, z dopuszczalnym bledem #0,01.

Najpierw w nowym arkuszu do wybranych komorek wpiszemy okreslone wartosci po-
czatkowe, ktérymi beda konce przedzialu (zmienne a, b), doktadno$¢ (zmienna c) oraz
formuta obliczajaca wartos¢ funkcji w punkcie a (zmienna y). Makropolecenie begdzie
si¢ odwotywato do tych komorek, a niektdre z nich modyfikowato.

Samo makro rozpoczniemy od wczytania tych komoérek do podanych wyzej zmiennych
oraz przypisania szukanemu maksimum (zmienna max) warto$ci zmiennej a. Nastepnie
utworzymy petle (instrukcja Do...Loop While), w ktdrej na poczatek zmienng max po-
wigkszymy o przyjeta doktadnos¢. Wartos¢ t¢ wpiszemy do komoérki E5 i odczytamy
warto$¢ funkcji w tym nowym punkcie (zmienna 7). Majac wartosci funkcji w dwoéch
sasiednich punktach (y oraz z), sprawdzimy, ktora z nich jest wigksza. Jezeli bedzie nig y
(lub przynajmniej bedzie ona réwna z), bedzie to oznaczac, ze wartosci funkcji przestaty
rosnac i znalezlismy maksimum. Gdy bedzie odwrotnie, to warto§¢ zmiennej z podsta-
wimy do zmiennej y i rozpoczniemy ponownie instrukcje zawarte w petli. Oznaczac to
bedzie, ze rozpoczeliSmy pordwnywanie wartosci funkcji w dwoch punktach przesunietych
(wzgledem poprzednich dwoch punktéw) o wielkos¢ przyjetej doktadnosci. Jezeli zakta-
damy, ze w zadanym przedziale <a; b> istnieje maksimum, to petla musi si¢ zakonczyé,
zanim zmienna max osiagnie wartos¢ konca przedziatu.

Rysunek 15.3. B D = : G B
Rysunek pomocniczy
do ¢wiczenia 15.2
] rna b C
¥= 1

1. Rozmies¢ w arkuszu elementy tekstowe.

Wprowadz do nowego skoroszytu dane tekstowe zgodnie z rysunkiem 15.3.

fix)=
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2. Utworz nowe makropolecenie.

Nacisnij klawisze A/t+F8. Nastepnie w polu nazwa makra wpisz maksimum_lokalne,
po czym kliknij przycisk Utworz.

3. Wpisz makro maksimum_lokalne.
Uzupehij procedure kodem, zgodnie z ponizszym tekstem.

Sub maximum_Tokalne()
Dim a, b, ¢, y, z, max As Single
a = Range("d5").Value

b = Range("f5").Value

c = Range("g5").Value

y = Range("d6") .Value
max = a

Do

max = max + c
Range("e5") .Value = max
z = Range("e6").Value
If y >=z Then

Exit Sub

End If

y=12

Loop While max <= b

End Sub

A, Zamknij edytor Visual Basica i powrd¢ do Arkuszal Excela.
Uzyj klawiszy Alt+Q.
9. Wstaw do arkusza przycisk polecenia i przypisz do niego napisane makropolecenie.

Z paska narzedziowego Formularze wybierz Przycisk i umie$¢ go na srodku arkusza.
Nastegpnie, gdy otworzy si¢ okno z lista dostepnych makropolecen, wskaz kliknieciem
makro maksimum_lokalne 1 zaakceptuj wybor przyciskiem OK.

6. Zmien domyslny tekst umieszczony na przycisku.

Ustaw kursor na przycisku i naci$nij prawy przycisk myszy, nastgpnie wybierz opcje¢
Edytuj tekst i wpisz tekst maksimum lokalne.

1. Oblicz maksimum lokalne badanej funkcji.

Do komoérek D5, F5 i G5 wpisz kolejno: 0, 1 oraz 0,01. Nastepnie do komoérki D6
wpisz formute =D5*3-5*D5*2+4*D5+3 i przekopiuj jej zawartos¢ do obszaru E6+F6.
Na koniec uruchom makro, klikajac przycisk maksimum lokalne.

Rysunek 15.4. B D E i G |
Rysunek pomocniczy
(przed uruchomieniem
makra) do ¢wiczenia 15.2 2 aw b c
»=[ 00000000 1,0000000 00100000

fix)=| _3,0000000 3,0000000 3,0000000

raaksimum lokalne
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Rysunek 15.5. & D & F ] il
Wyglad fragmentu

arkusza z rozwiqzaniem
¢wiczenia 15.2

maksimum lokalne funkcji
fx)= w® - Bsin®y —2x - 3
a T C

x=| 0,0000000 0,4699938 1,0000000 0,0100000 |
fi)=|__3,0000000 38793230 3,0000000

maksimum lokalne |

Cwiczenie 15.3. —=23 »

Wyznacz minimum lokalne funkcji fix)=x"—9sin’x—2x=3, przyjmujqc, ze w punkcie X,
Jjest minimum, z dopuszczalnym bledem #0,001.

Sposoh rozwiazania

Minimum wyznaczymy w ten sam sposob, w jaki wyznaczylisSmy maksimum. Réznica
polegac bedzie oczywiscie tylko na tym, ze tym razem szukaé bgdziemy wartosci naj-
mniejszej. Zadana jest wicksza doktadnos¢, wigc obliczenia przeprowadzimy w wierszach
arkusza (zabrakloby nam kolumn przy tak duzej wymaganej doktadnosci).

1. Sporzadz wykres funkcji (na jego podstawie oszacujemy przedziaty, w ktorych
znajduje si¢ minimum).

Rysunek 15.6.
Rysunek pomocniczy
do éwiczenia 15.3

-20

30 ;

funkcja posiada minimum

- lokalne w przedziale <1; 2=

Na podstawie rysunku mozemy przyjaé, ze minimum lezy miedzy 1 a 2.

2. Utworz w kolumnie pierwszej arkusza arytmetyczny ciag liczbowy, wypelniajac

tabelg iksow.

W nowym, pustym skoroszycie do komoérki 47 wpisz liczbg 1. Nastepnie,
wypetniajac serig danych, wprowadz do sasiednich komoérek ciag liczbowy o kroku
0,001 i wartosci koncowej 2.

3. W kolumnie drugiej wpisz formulg¢ obliczajaca wartosci funkcji dla poszczegdlnych
punktéow z pierwszej kolumny.

Do komorki B7 wpisz formute =A1%2-9*(SIN(A1))*3-2*A1-3. Nastgpnie przekopiuj
ja do komorek sasiednich drugiej kolumny (az do komdrki o adresie B1001).
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4. 7Znajdz miejsca, w ktérych funkcja osiaga warto$¢ najmniejsza.

Rysunek 15.1.

Wyglad fragmentu
arkusza z rozwiqzaniem
Cwiczenia 15.3

1,529 -12 B9E599

675

126

minirnum funkcji
)= - Bairfx -2 - 3

1534 -12 B965E
1,535 -12 B96489
1536 -12B9637

- -

Cwiczenie 15.4. —= 23 «

Napisz makropolecenie wyznaczajqce minimum lokalne funkcji f(x)=x"—9sin’x—2x-3,
przyjmujqc, ze w punkcie X, jest minimum, z dopuszczalnym bledem +0,001.

Rozwiazanie to nie bedzie sie rdéznito od tego, jakie przedstawiliSmy w przypadku szu-
kania maksimum lokalnego. W przedstawionym tam algorytmie nalezy jedynie wziaé
pod uwage (i zmienié), ze teraz szukamy wartosci najmniejszej, jaka przyjmuje funkcja
w zadanym przedziale liczbowym <a; b> (patrz ¢wiczenie 15.2).

1. Rozmies¢ w arkuszu elementy tekstowe.

Wprowadz do nowego skoroszytu dane tekstowe zgodnie z rysunkiem 15.8.

Rysunek 15.8. [ D i F G s
Rysunek pomocniczy
do ¢wiczenia 15.4

poczgtek przedz. rmin koniec przedz. krak
3= |
flxj=

2. Utworz nowe makropolecenie.

Nacisnij klawisze 4/t+F§. Nastepnie w polu nazwa makra wpisz minimum_lokalne,
po czym kliknij przycisk Utworz.

3. Wpisz makro minimum_lokalne.

Uzupetnij procedur¢ kodem, zgodnie z ponizszym tekstem.

Sub minimum_Tokalne()

Dima, b, ¢, y, z, min As Single
= Range("d5").Value
Range("d6").Value

c = Range("g5").Value

b = Range("f5").Value

min = a

< o
[
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min = min + ¢
Range("e5") .Value = min
z = Range("e6") .Value
If y <z Then
Exit Sub
End If
y =1z
Loop While min <= b
End Sub
4. Zamknij edytor Visual Basica i powrd¢ do Arkuszal Excela.
Uzyj klawiszy Alt+Q.
9. Wstaw do arkusza przycisk polecenia i przypisz do niego napisane makropolecenie.
Z paska narzedziowego Formularze wybierz Przycisk i umies¢ go na srodku
arkusza. Nastepnie, gdy otworzy si¢ okno z lista dostepnych makropolecen, wskaz
kliknigciem makro minimum_lokalne i zaakceptuj wybor przyciskiem OK.
6. Zmien domyslny tekst umieszczony na przycisku.
Ustaw kursor na przycisku i nacisnij prawy przycisk myszy, nastgpnie wybierz opcje
Edytuj tekst i wpisz tekst minimum lokalne.
1. Oblicz minimum lokalne badanej funkcji.
Do komoérek D5, F5 i G5 wpisz kolejno: 1, 2 oraz 0, 001. Nastepnie do komérki D6
wpisz formute =D5"2-9*(SIN(D5))"3-2*D5-3 i przekopiuj jej zawartos¢ do obszaru
E6+F6. Na koniec uruchom makro, klikajac przycisk minimum lokalne.
Rysunek 15.9.
Rysunekpomocniczy poczgtek przedz. min koniec przedz. krok
L = 10 20 0,001)
(przed uruchomieniem f=] 932409728 3 5 766442502

makra) do ¢wiczenia 15.4

Rysunek 15.10. poczatek przedz. min koniec przedz. krok
Wyglad fragmentu x= 0 15320 20 0.001]
flxi=] | -8.362405129 -12 BI6E737E -5 7EG442502

arkusza z rozwiqzaniem

¢wiczenia 15.4

rrinimurmn lokalne

rrinimurm lokalne

Rozwigzanie za pomoca formut uzyskuje si¢, jak si¢ przekonali$my, bardzo szybko. Troche
wigcej czasu poswigci¢ potrzeba na napisanie makra. W obu zaproponowanych sposobach
nalezy rozpoczaé od okreslenia przedziatoéw, w ktérych znajduja si¢ szukane ekstrema.
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W pierwszych dwoch ¢wiczeniach mieliSmy do czynienia z wielomianem, wigc z tego
faktu oraz z wykresu funkcji w przedziale <0; 1> wynikato, Ze istnieje maksimum lokalne
w tym przedziale. Uzyskane rozwiazanie musi by¢ takie samo, jak przy zastosowaniu ra-
chunku pochodnych.

Obliczmy pierwsza pochodng i znajdzmy jej miejsca zerowe:

fx)=x"=5x* +4x+3;
f'(x) =3x> —10x + 4;
f(x)=0<3x"—10x+4=0.

I dale;j:

A=b>~4ac=10"-4-3-4=100-48 = 52.

Zatem:
.= —b+A _ 10++/52 2,87
2a 6
.- —b-A _10-+/52 = 0,46,
2a 6

W naszym przypadku interesuje nas x,. Obliczmy druga pochodng i znak drugiej po-
chodnej w punkcie x,:

71(x) = 6x-10;
£1'(x,) = £1(0,46) = 60,46 —10 = 2,76 —10 = 7,24 < 0.

Jak widaé, uzyskany droga algebraiczng wynik nie rézni si¢ od naszego rozwiazania
uzyskanego metoda przyblizona. Rozwigzanie uzyskaliSmy po prostych rachunkach,
jednak ta sama metoda algebraiczna w przypadku éwiczen 15.3 i 15.4 nie bedzie mogta
znalez¢ zastosowania. W tych éwiczeniach szukaliémy maksimum funkcji f(x)= x*—
9sin’x—2x—3. Znalezienie miejsc zerowych pierwszej pochodnej bedzie niemozliwe droga
rachunkowa!

Reasumujac, okazuje si¢, ze metoda przyblizona jest skuteczniejsza, jesli chodzi o fatwos¢
znalezienia rozwiazania.



Rozdziat 16.
Wvykres funkcji dwoch
zmiennych z=fix.y)

Funkcje dwoch zmiennych, ktorej wykres nietatwo jest sobie wyobrazié, wykona¢ mozna
takze w prosty sposob w arkuszu Excela. W jednym éwiczeniu z tego rozdziatu przygotu-
jemy taki arkusz, dzigki ktéremu mozna bedzie obserwowac, jak zmieniaé si¢ bedzie
ksztalt wykresu funkcji dwoch zmiennych w zaleznosci od zmian wartosci jej argumentow.
Arkusz ten przygotujemy, uzywajac formut, a dodatkowo wstawimy w nim paski prze-
wijania, by atwiej bylo obserwowac zmiany wykresu.

Cwiczenie 16.1. —= 23 -

Sporzqdz wykres funkcji fix,y)=sin(x/a)cos(y/b) dla x, y € <—r; 7>, dla nastepujqcych
wartoSci parametrow a i b:

1. a=1, b=1;
2. 2=10, b=1;
3. a=2, b=2.

Sposoh rozwiazania

Podobnie jak robili$§my to w przypadku wykresu funkcji jednej zmiennej, tak i tu potrzebne
bedzie tablicowanie funkcji.



