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37. FUNKCJA KWADRATOWA ]

Gdy we wzorze funkcji najwyisza potega jest x%, jest to funkcja
kwadratowa. Oprécz x? mogg by¢ w niej réwniez inne sktadniki.
Przyktady.

f(x)=2x% f(x)=3x>+2x, y=x®>+5x+1, f(x)=x*—4.

Wz6r funkcji kwadratowej ma postac:

[f(x)zax2+bx+c] lub[ y=ax2+bx+c]

Ta postac nazywa sie ogdlna.
Wkrétce poznasz jeszcze dwie, catkiem inne postacie funkcji kwadra-
towej (kanoniczng i iloczynowa).

Funkcja kwadratowa jest w programie I klasy szkoty $redniej i poznasz
ja jako nastepng po funkcji liniowej. Obie sg bardzo wazne i w duzej
mierze inne funkcje na nich sie opieraja. Zadania z zakresu liniowej
i kwadratowej zawsze sg na maturze.

Wspétczynniki a, b, ¢, to dowolne liczby, alea # 0, bo tylko wtedy
istnieje x2. Gdyby a byto zerem, znika Ci sktadnik x%i masz wzér
funkcji liniowej np. y = 3x + 1.

Zatem wspotczynniki b i ¢ mogg by¢ zerami, ale wspéiczynnik a nigdy.
Wspétczynnik a to liczba stojaca przy x?;

Wspéiczynnik b stoi zawsze przy x;

Wspéiczynnik ¢ to wyraz wolny, czyli sama liczba.

Przyktady. Tabela przedstawia wzory funkcji kwadratowych oraz
wspotczynniki a, b, ¢ w tych wzorach. Przeanalizuj je:

Wz6r funkgcji a b c
y=2x*+4x+5 2 | 4 5
y=3x*-7x—6 3 |-7| -6
y=%x2+6x—0,2 % 6 | -0,2
y=x%+5x 1|5 0
y=-2x*+3x -2 | 3 0
y=x*—-4 10| -4
y=-x2-6 -1] 0

—/6 y
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola (rys.) \T /

Narysujesz ja, gdy wyznaczysz np. w tabelce Kkilka jej x
punktéw, podobnie jak dla wykresu funkcji liniowe;j.
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ELEMENTARNE PARABOLE
1. Podstawowa parabola ma wzér y = x2.
Do tabelki podstawiasz za x kilka liczb i podnosisz je do kwadratu:

x | 0|1]-1|2]|=2 /
y=x> 0 |1] 1|4 4 ¢

: \ . Jor=e

Parabola y = —x* ma ten sam
ksztatt, ale rysuj ja w odbiciu
lustrzanym, symetrycznie do osi X.

2. Parabola y = 2x2. Najpierw x podnosisz do kwadratu, a potem mno-
zysz otrzymana liczbe przez 2.

y
x 0]1]-1 \ /
y=2x* | 0|22 \ /
d y = 2x?
Parabole y = —2x? narysujesz
symetrycznie do osi X. 1
_____________________________________________________ 2_____l_______________-_____X____________
3. Parabolay = %xz. Wykres rozszerza sie. y
x 0[1]-1 \\ ) //
1 1|1 5
=—x2 0| == :
y=2* 2 | 2
2. 1 2
=—x
Wykresy = —%xz narysujesz \ ! / Y=2
symetrycznie do osi X. N | ‘
2 1

Zauwaz, ze w parabolach y = ax? wierzchotek jest zawsze w $rodku
(0;0), a dwa pozostate punkty majg wspétrzedne: (1; a) i (—1; a).
Inne wykresy np.y = x% +2x+3, y =2x* +4x, y = %xz + 3 maja te

2

sama rozpietoé¢ co powyzsze y = x2,y = 2x%, y = %x , ale sa potozo-

ne w innym miejscu na uktadzie wspéirzednych. To potoZenie zalezy od
umiejscowienia wierzchotka paraboli. [ o tym napisze Ci teraz.
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WIERZCHOLEK PARABOLI
Wierzchotek to najnizszy lub najwyzszy punkt na paraboli. Jego wspoét-
rzedne oznaczasz jako W = (x,,; y,, ) lub W = (p; q).
Aby obliczy¢ wierzchotek, nalezy wspétczynniki a, b, ¢, podstawi¢ do

WZOrow: [pz;} i [qz;—ﬂ i [A:b2—4ac]

Ten maty trojkacik A to grecka litera delta.

Przyktad. Narysujemy parabole y = x? + 2x + 3.
Ma ona ten sam Ksztatt coy = x?, a jej miejsce na uktadzie wskaze Ci
punkt wierzchotka. Obliczasz p, q i A.
Wypisujesz wspétczynniki: a =1, b =2, ¢ = 3.
 -b_ -2 -2
P=2,"21- 2 1

9= 71 do q potrzebna jest delta: A = b? — 4ac

g=2="D_%_, A=22-4-1-3=4-12=-8
4a 4-1 4

Punkt wierzchotka paraboli, czyli W = (—1; 2) juz masz.

Drugi punkt paraboli ustalisz wiedzac, Ze w pierwotnejy = x? od
wierzchotka jest 1 jednostka w prawo i 1 w gore. Otrzymasz (0; 3).
Trzeci punkt to 1 jednostka wlewo i 1 w gore, wiec masz (— 2; 3).

y
\ ) / Wzoruj sie na ksztattach paraboli
y=x% y=2x%y= %xz itd.

y=x"+2x+3

WELASNOSCI FUNKCJI KWADRATOWE]
Wszystkie wtasnosci, ktore wyttumaczytam Ci dla funkcji liniowej, maja
swoje odniesienie rowniez dla funkcji kwadratowe;j.

1. Dziedzina. Dziedzing D funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczy-
wistych. Bo cokolwiek wstawisz do wzoru funkcji za x,to zawsze
obliczysz warto$¢ y. Zatem D = R.

2. Zbidr wartosci. ZW odczytujesz z osi Y, czyli od jakiego y zaczyna sie
wierzchotek paraboli i dokad zmierzajg jej ramiona (do o czy do —o0).
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w

\.
] T

IW = (—1; + ) IW = (—oo;2)

3. Miejsca zerowe. To punkty przeciecia paraboli z osig X. Wykres moze
mie¢ dwa punkty na osi X, jeden punkt lub nie mie¢ ich wcale.

\ VoI
\ . To od delty zalezy, ile wykres
\ ma miejsc zerowych.

.0 tym napisze Ci wkrotce.

W

LN

/ \
4, Monotoniczno$¢. Badasz, kiedy funkcja jest rosngca i malejgca.
a) do x = 1 funkcja maleje b) do x = 0 funkcja rosnie
od x = 1 funkcja rosnie od x = 0 funkcja maleje

! y

\\ - / |
85/ 0

s , e o

5. Wartosci dodatnie i ujemne. Dodatnie sg nad osig X, a ujemne pod X.

P

~z

wartos$ci dodatnie \‘ "' wartos$ci dodatnie
sa nad osig X "‘ ',' sa nad osig X
2 -1 1 7 8 9 10
-1 _
-2 wartos$ci ujemne
-3 sg pod osig X
-4

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/s_00o2_ebook

205

6. Warto$¢ y najwieksza lub najmniejsza. Decyduje o niej wierzchotek.
maksimum y,, 4, = 2 minimum Y, = —1

y Yy

e \ i

Zauwaz, zZe Ymax 1ub Ymin to liczba q z wierzchotka paraboli.

*7. Parzystos¢. Tylko ta funkcja kwadratowa jest parzysta, gdy wykres
przebiega symetrycznie wzgledem osi Y;
a) ta jest parzysta b) ta nie jest parzysta

*8. Nieparzystos¢. Funkcja kwadratowa nie jest nieparzysta, bo niemo-
zliwe jest, aby parabola byta symetryczna wzgledem srodka (0;0).

*9. Réznowartosciowos$¢. Funkcja kwadratowa nie jest roznowartoscio-
wa. Bytaby, gdyby dla réznych x4 # x, byty rézne wartosci y, # y,.
Jednak w kazdej funkcji kwadratowej dla réznych x sg te same y.

W przypadku ponizszej paraboli x; = =2, x, = 2, zaS§y, =y, = 3.

\_ I/
3 x1¢x2

2 Y1=Y2

G 5 2 1 iz 3 4

*10. Okresowos¢. Nie jest okresowa. Nie badasz tej wiasnosci w funkcji
kwadratowe;j.

Komentarz. Wkroétce, na wzorze funkcji, po¢wiczymy te wtasnosci.
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TRZY SZCZEGOLNE PUNKTY NA PARABOLI
Kazda parabole mozna narysowac znajac jej 3 punkty:

1. Wierzchotek (p; q), wzory: p = ;—: ;q= ;—2 ; A=Db?-4ac

2. Miejsca zerowe X1 i X5, czyli punkty przeciecia paraboli z osig X.
-b—VA . —-b+VA
1 X =
2a 2a

WPLYW DELTY NA LICZBE MIEJSC ZEROWYCH
Jesli chcemy zbadag, ile miejsc zerowych ma parabola, obliczamy delte:
1. Gdy jest dodatnia, A > 0, parabola ma 2 punkty wspdlne z osig X,
czyli dwa, ré6zne miejsca zerowe x4 i x5.
2. Gdy delta jest zerowa, A = 0, parabola ma 1 punkt wspdlny z osig X,
czyli jedno miejsce zerowe i wtedy x; = x5.
3. Gdy delta jest ujemna, A < 0, parabola nie ma miejsc zerowych.

Miejsca zerowe obliczasz z wzoréw: x; =

1. Dwa m. zerowe 2.Jedno m. zerowe 3. Brak miejsc zerowych

y y Y

X X
2 \/ 2 3 -2 -1 1 2 3 -2 -1 1 2 3
N 1 1

Jesli liczba jest miejscem zerowym, to wstawiona za x do wzoru funkcji,
daje wynik zerowy. Np. 1 jest miejscem zerowym f(x) = x* + 2x — 3.
fA)=12+2-1-3=1+2-3=0
ROLA WSPOLCZYNNIKA a i c.
Gdy wspétczynnik a jest dodatni, ramiona paraboli kierujg sie do gory.
Gdy wspoétczynnik a jest ujemny, ramiona sg skierowane w doét.
a>0 a<0

\ J/ J
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Wspétczynnik ¢ - wyraz wolny, wskazuje miejsce przeciecia paraboli
z osig Y. Zatem jest to punkt o wspoéirzednych (0; c).
Parabolay = x> — 2x + 1 przecina o$ Y w punkcie (0; 1).
Parabolay = x% + x — 3 przecina 0§ Y w punkcie (0; —3).
Przyktad. Narysujemy wykres f(x) = x? — 4x i wypiszemy wlasnosci.
Masz wspotczynniki:a =1, b = -4, ¢ = 0.
Do wyznaczenia trzech, najwazniejszych punktéw paraboli, czyli
wierzchotka W = (p ; q) oraz miejsc zerowych xq i x,, potrzebna jest
delta, wiec od niej zacznij obliczenia:
A=b*—4ac=(-4)?-4-1-0=16—-0=16

Wyznaczasz wspotrzedne wierzchotka W = (p; q).

-b _ —(-4) _ 4

P=7a 2:1 2 wierzchotek paraboli:
4a 41 4

Delta jest dodatnia, wiec sg 2 punkty przeciecia paraboli z osig X.

A=16 wiec VA=4

—hVA_44_0_ — bV _ave 8 _
X1= g T30 b xp=—rm=oT=s=4
Otrzymane trzy punkty: W = (2,—4), x4 = 0 i x, = 4 zaznaczasz na

uktadzie wspéirzednych:

2 WiasnoSci:
Wykresy = X" —4% 4 Diiedzina D = R
i 2. Zbiér wartosci ZW = (—4; + o)
\ 4 / 3. Miejsca zerowe: 0i 4
\ / 4. Monotoniczno$¢:
\ / a) funkcja malejaca, x € (—o0; 2 >

x b) funkcja rosnaca, x € < 2; x)
Jesli masz polecenie, aby poda¢ maksy-

2 -l

2 \ / malne przedziaty monotonicznosci, to dla
3 2 dasz nawiasy zamkniete. Wtedy do 2
4 W wiacznie funkcja maleje i od 2 wigcznie

funkcja rosnie.

Komentarz. Niestety, rzadko takie polecenie
jest podawane, a w ostatnim czasie i tak
piszecie nawiasy zamkniete. Tak tez i ja

w punktach a) i b) uczynitam.

5. Wartosci dodatnie i ujemne.
Dodatnie s3 nad osig X, a ujemne pod osia X. Zapisujesz przedziaty:

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/s_00o2_ebook

208

f(x)>0,gdy x € (—o0; 0) U (4; )
\1T).. miedzy zbiorami dajesz znasz U sumy;
g f(x)<0,gdy x€(0; 4)

IS w s o

6. Warto$¢ minimalna, minimum:
Vmin= —4dlax = 2.

A b e

*7. Parzysta nie jest, bo 0$ Y nie jest osig symetrii tej paraboli.

*8. R6znowartos$ciowa nie jest, bo dla réznych x jest ta sama wartos¢ y.
Praca domowa:

1. Oblicz wierzchotek (p; q) paraboli:

a)y=3x*4+2x—1 b)y=4x*—-x—-2 o) f(x)=—x*—x+2

2. Oblicz delte, pierwiastek z delty oraz miejsca zerowe xy, x,:
a)y=3x*—4x+1 b)f(x)=—4x*+2x+ 12

Odpowiedzi:

1 1 1 1 1 1
Lap=-5q=-13 ?)P—g:q =—2-— Op=-5q9=2;
2.2)A=4\VA=2;x, =-lubx, =1
b)A =196;VA = 14;x; = 2lubx, = 15

POSTAC KANONICZNA FUNKC]I KWADRATOWE]
Funkcja kwadratowa oprécz postaci ogdlnej y = ax? + bx + ¢, moze
przyja¢ posta¢ kanoniczng. Ja ja takze nazywam wierzchotkowg lub
wektorowa, bo we wzorze kanonicznym sg wpisane wspo6trzedne wie-
rzchotka (p; q) paraboli i zarazem wspoétrzedne wektora [p; q].

Posta¢ kanoniczna ma wzér [y =a(x—p)*+ q]

Jesli masz zamieni¢ posta¢ og6lng na kanoniczng, obliczasz wierzcho-
tek paraboli i wpotrzedne (p; q) wstawiasz do wzoru kanonicznego.

Przyktad. Zamienimy posta¢ ogélng y = 3x% — 2x + 1 na kanoniczna.

Wypisujesz wspoétczynniki:a =3, b= -2, c¢=1.
Obliczasz wierzchotek:

_-h_-(2)_2_1 _A_-(-®_8 _2
P=.=723 573 " 4a 4-3 12 3
A = b? — 4ac

A=(-2)2—-4-3-1=4—-12=-8
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. . 1 2 o .
Wspotrzedne wierzchotka (5; §) wpisujesz do wzoru kanonicznego:
y = a(x — p)* + q przed nawiasem wstawiasz wspétczynnik a = 3,
w nawiasie obok x piszesz p ze zmienionym znakiem, wiec (— 5),

. . , - 2
nawias podnosisz do kwadratu, a na koncu dopisujesz q = 3

2
y=3 (x — %) + ; to jest postac¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;j.

Przyktady. Majac posta¢ kanoniczng, odczytamy wspoétczynnik a oraz
wspoétrzedne p i q wierzchotka paraboli.
a)y=-2(x+6)*>+7

— wspotczynnik a jest przed nawiasem, wiec a = —2;
— wspotrzedna p wierzchotka ma w nawiasie przeciwny znak, wiec
p = —6; wspdlrzedna q wierzchotka jest za nawiasem, to q = 7;

Gdy nie wszystkie liczby wida¢ we wzorze, mozesz jego zapis uzupeinic
zerem i tatwo wtedy odczytasz wierzchotek.
)y =3(x —4)?* nakoncu dopiszesz zero;
y=3(x—-4)%+0 wieca=3, p=4,q=0
dy= 4x% 4+ 2 nie ma tu nawiasu, ale mozna go wpisac z zerem;
y =4(x + 0)% + 2 teraz latwiej Ci odczyta¢ wierzchotek;
a=4,p=0,q=2
Przyktad. Zamienimy posta¢ kanoniczng y = 2(x — 4)% + 3 na ogélna.
Postac¢ ogdlna otrzymasz, gdy w tym wzorze wyliczysz dziatania.
Dla nawiasu zastosuj wzor skréconego mnozenia:
y=2-(x2-2-x"4+4%)+3 (a — b)? = a%? — 2ab + b?
y=2-(x*—8x+16)+3
y = 2x% — 16x + 32 + 3 redukujesz wyrazy podobne;
y = 2x? — 16x + 35 gotowa postac ogélna.
Praca domowa:
1. Odczytaj wspoétczynnik a oraz wierzchotek paraboli:
a)y=(x+1)?%+3 Ay=2(x—-12? ey=2x*+2
b)y=2x—-4)?+5 dy=4x+2)?* Hy=x*-1

2. Zamien postac kanoniczng na og6lna:
a) y=2(x+3)2—4 b)y=3(x—2)>+1
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Odpowiedzi:

lL.La)a=1,W=(-13) 0)a=2,W=(1,0) e)a=2,
b)a=2W= (45 da=4W=(-20) DHa=1,

2.2)y=2x*+12x+14 b)y=3x%2—-12x+ 13

PARABOLA PRZESUNIETA O WEKTOR

We wzorze kanonicznym y = a(x — p)? + q liczby p i q to wspétrzedne

wierzchotka W = (p; q), ale tez wektora w = [p; q] o jaki zostata prze-

sunieta parabola y = ax?.

Przyklad. Parabole y = 2 (x — 4)% — 3 otrzymasz, kiedy o w = [4; —3]
przesuniesz elementarng parabole, czyli y = 2x2.

Jesli chcesz narysowac ten wykres, to parabole y = 2x2 umie$¢ w punk-
cie wierzchotka, czyli w (4; —3).

To tak jak przesuwa¢ punkty paraboli y = 2x? o wektor w = [4; —3].

w

)’=2x2\ y / \\ y’=2(x—4)2—3
[

\ |
[

2 - 1 Z 4 g €

N

5N
—

(=Y

N

w

ZAD. 40. Wyznacz wzdér paraboli f(x) = 3x? w przesunieciu o wektor:
a)w=1[1;2] b)w=[-2;-3] o)w=][-4;3]

® Na poczatku wzoru kanonicznego wpiszesz wspotczynnik a; potem

w nawiasie pierwsza wspoOtrzedng wektora, czyli p z przeciwnym

znakiem, a drugg wspotrzedna q wpisujesz bez zmian:

a)f(x)=3x* a=3, w=/[1;2], wzér f(x) =a(x—p)*+q
otrzymasz posta¢ kanoniczng f(x) = 3(x — 1)% + 2;

b) f(x) =3x* W=[-2;-3] imaszf(x) =3(x+2)>-3

o) f(x) =3x* wW=[-43] imaszf(x)=3(x+4)*+3
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Komentarz. Majac posta¢ kanoniczng tatwo narysujesz parabole. Nalezy
wtedy elementarng parabole np. f(x) = x?%, f(x) = 2x? itd. umiesci¢
w odczytanym z wzoru wierzchotku lub jg przesuna¢ o wektor.

Przyktady.
a) aby narysowaé¢ wykres y = (x — 1)? + 3, nalezy parabole y = x2,
majgcg wierzchotek w (0; 0) umiesci¢ w wierzchotku W = (1; 3).
b) aby narysowaé¢ wykres y = 2(x — 3)% — 1, nalezy parabole y = 2x?
majgca wierzchotek w (0; 0) umiesci¢ w wierzchotku W = (3; —1).

a) b)

X \ \
\\ \\f /5/ \ . \V/ |
N \ A /
\

(64}

\ \

-
S~

N
N

2 -1 1 2 3 4 2 ] ‘z\j/zx

W
c) aby narysowa¢ wykres y = —(x + 2)2 + 4, nalezy parabole y = —x?,
ktéra ma ramiona w dot i wierzchotek w (0; 0) umiesci¢ w wierzchotku
W= (-2;4);

d) aby narysowa¢ wykres y = —2(x — 3)% + 2, parabole y = —2x?,

ktéra ma ramiona w doét, nalezy umiesci¢ w wierzchotku W = (3; 2).
Ponizej ilustracja graficzna dla paraboli ¢) i d).

C) d)

w

w
w

T~
—
N
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POSTAC ILOCZYNOWA FUNKCJI KWADRATOWE]
Funkcje kwadratowa mozna tez wyrazi¢ w postaci iloczynowe;j.
Otrzymasz jg, gdy wspdiczynnik a i miejsca zerowe x4 i x, wstawisz do
wzoru [y = a(x — x1)(x — x,) |

Zauwaz, Ze miejsca zerowe sg w nim wpisane z przeciwnymi znakami.
Gdy masz zapisy = 2(x —1)(x —4) to x; = 11 x, = 4.
Do postaci iloczynowej sg potrzebne x4 i x,. Majg one wzory:

—-b—VA -b+VA | .
= oraz |x; = i A=b%*-4ac
2a 2a

Réznig sie one tylko znakiem przy pierwiastku z delty, czyli VA .

X1

Podsumowanie.
Teraz juz wiesz, ze funkcja kwadratowa moze by¢ zapisywana w 3
réznych postaciach, czyli:
- og6lnej: y = ax®? + bx+c¢ np.y =2x?>+4x+1,
- kanonicznej: y = a(x —p)? +q np.y =3(x —1)? — 4,
- iloczynowej: y = a(x —x1)(x —x3) np.y =4(x —2)(x + 1).
Przyktad. Zamienimy posta¢ ogélng y = 2x% — 3x + 1 na iloczynowa.
Wypisujesz wspotczynniki: a =2, b=-3, ¢ =1.
Obliczasz delte i VA, sa one potrzebne do wzoréw na x; i x,;
A=b?>—-4ac=(-3)>—-4-2-1=9-8=1 wiecVA=+V/1=1
Obliczasz miejsca zerowe:

_-b—VA _ —(-3)-1 _3-1_2_1 _ _ _
XM=, T 7,2 T2 T3z obieteliczby wstawiasz do
_ThVa _ -3+ _3+1_4_ 4 wzoruiloczynowego;
27 2a T 22 T a4 a4

Wzér: y = a(x — x1)(x — x,) wiec po podstawieniu masz:
1
y=2(x—5)(x—1)
Przyktad. Zamienimy tréjmian y = x> — 6x + 9 na postac iloczynowa.
Wspétczynniki:a =1, b = -6, ¢ = 9.
Obliczasz A, VA oraz x41i x.
A=b?>—-4ac=(-6)>—-4-1-9=36-36=0 +JA=+/0=0

-b—VA _—(=e-0 _ 3 lub x, = -b+VA _ —(=e)+0 _ 3
2a 21 2a 2-1

Wzér: y = a(x — x1)(x — x;) miejsca zerowe sg te same, x; = X,

to:y = (x —3)(x — 3) lubkrécej: y = (x — 3)?
Zauwaz, ze we wzorach na xq i x, jest dodawane i odejmowane zero,
ktére nie ma wptywu na wynik. Zatem:

X1 =
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gdy VA = 0, to x4i x, s3 rbwne i mozna je obliczy¢ z wzoru bez VA,

czyli: x—_—b
yi: 2a

Przyktad. Zamienimy posta¢ ogélng y = x* + 9 na iloczynowa.
Obliczasz A, VA oraz x; i x,.

Wspétczynniki:a =1,b =0, c =9
A=b*—4ac=0*-4-1-9=-36

Nie istnieje pierwiastek kwadratowy z liczby ujemnej, a to oznacza, ze
nie masz co wstawi¢ w miejsce VA do wzoréw na X11X5.

Odp. Funkcja nie ma postaci iloczynowe;.

Przyktad. Zamienimy postac¢ iloczynowa y = 3(x + 6)(x — 2) na ogdlna.
Aby do postaci og6lnej dojs¢, nalezy wykona¢ wszystkie mnozenia.

y = 3(x + 6)(x — 2) wymnazasz oba nawiasy;

y = 3(x? — 2x + 6x — 12) mnozysz 3 przez kazdy sktadnik;

y = 3x? — 6x + 18x — 36 redukujesz wyrazy podobne;

y = 3x% + 12x — 36 gotowa posta¢ ogélna.

Praca domowa:

1. Zamien posta¢ ogélng y = 4x2 + 5x — 9 na iloczynowa.

2. Zamien postac iloczynowa y = —2(x + 3)(x — 4) na ogdlna.
3. Oblicz miejsca zerowe x4, x, funkcji kwadratowych:
a)y=—-2x*+3x—1 b)y=6x>+2x—8 c¢)y=x*+2x—8

4. Wykres funkgji f(x) = 2x? przesunieto o wektor w = [3;4]. W ten
spos6b otrzymano wykres funkcji h(x). Wyznacz wzoér h(x).

5. Zamien posta¢ kanoniczng na ogélna:
a)y=3(x-2)2+5 b)y=—-(x—-4)?%2+10
Odpowiedzi:
1
1.y=4(x+22)(x—1)
2.y = —=2x% +2x + 24
3.a)x; =1, x2=% b)x1=—1§, x, =1 O)x1=-—4 x,=2
4. h(x) =2(x—3)%2 +4
5.a)y=3x2—-12x+17 b)y=—-x2+8x—6
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. *WZORY VIETE'A, CZYLI , MINUS BACA” |

Frangois Viéte
Francuski matematyk i astronom,
ktory zyt w XVI wieku.

Jego wzory pomagajg okresli¢ znaki
miejsc zerowych x; i x,.

Wzory Viete'a: [¥1 + X2 =

Oba wzory tatwo zapamietac czytajac te utamki w pionie: ,,minus baca”.
Na ich podstawie mozesz bez obliczania x; i x, zbada¢, jakich one s3
znakoéw: czy oba s3 dodatnie (+;+), czy ujemne (—; —), czy roéznych
znakow (+; —). Wtedy wstawiasz wspotczynniki a, b, ¢, do powyzszych
utamkéw i badasz znak obu wynikow.

Wzory Viete’a stuza tez do obliczania wartos$ci réznych wyrazen, w kto-
rych wystepuja miejsca zerowe x; i x5.

Przyktad.

Nie obliczajac miejsc zerowych funkcji y = x? + 3x — 4 ustalimy,
jakich znakéw s3 x;i x,.

Wypisujesz wspoétczynniki:a =1, b = 3, ¢ = —4.

Najpierw obliczasz delte, aby sprawdzi¢, czy miejsca zerowe sg, bo tylko
wtedy wzory Viete’a majg sens.
A=b?’—4ac=9-4-1-(-4)=9+16=25

A jest dodatnia, wiec funkcja ma 2 miejsca zerowe x;1i x5.

Podstawiasz wspotczynniki b i a do pierwszego wzoru Viete'a:
X1+ xy = _—: = —Ts = —3 ten wynik jest ujemny.
Z trzech opcji (+; +), (—; —), (+; —) wykluczasz (+;+), bo suma dwoch

liczb dodatnich nie moze by¢ liczba ujemna.

Zostaty Ci opcje: (—; —) i (+; —). Wstawiasz a i ¢ do drugiego wzoru:

X1 Xy = 2 = _T4 = —4 tojestliczba ujemna.

Wynik ujemny w mnozeniu dajg tylko dwie liczby o réznych znakach,
wiec odrzucasz opcje (—; —) i pozostaje Ci wariant (+; —).

Odp. Miejsca zerowe x; i x, funkcji y = x? + 3x — 4 majq rézne znaki.
Komentarz. Szybciej obliczy¢ x; i x, z wzoréw na x; i x,, by sprawdzic,
jakich sg znakow. Ale wzory Viete’a tez w ten sposdb ¢wiczysz.
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*ZAD. 41. Majac funkcje y = 5x2 + 2x — 1 oblicz warto$¢ 9(x; + x5).
® Obliczasz delte, aby zbada¢, czy sq miejsca zerowe.
a=5 b=2c=-1, A=b?>—4ac=4—-4-5-(-1)=24
Delta jest dodatnia, sg 2 miejsca zerowe, mozna stosowac wzory Viete’a.
X1+ xy = _—: = _—52 te liczbe wstawisz do wyrazenia:
-18

-2 3
9(x1+x2):9'—5=—5=—3g

Odp. Wartos¢ wyrazenia 9(x; + x,) wynosi ( —3 %).

Komentarz. Jesli w tym lub podobnym zadaniu chcesz poming¢ wzory
Viete’a i wyliczy¢ miejsca zerowe tradycyjnym sposobem z wzoréw na
—2- 2\/_ lub x 2+2‘/_ . Wtedy trud-

niejsze okaze sie obliczenie wyraZema 9(x1 + xz)

X411 x5, to powyzej otrzymasz: x; =

Wzory Viete’a stuzg takze do obliczania wartoSci innych wyrazen,
w ktorych wystepuja miejsca zerowe x; i x4 np.:

a) x;2 +x,2 b) i + i ) x13+x,3
Takie wyrazenia nalezy najpierw przeksztatci¢, aby wzory Viete’a byty
w nich widoczne i dopiero potem podstawia¢ wspoétczynniki a, b, c.

*ZAD. 42. Dla f(x) = x* + 5x — 6 oblicz warto$¢ wyrazenia x;% + x,2.

® Upewnij sie, czy miejsca zerowe ta funkcja ma. Obliczasz A.
A=b*—4ac=25-4-1-(—6) =25+ 24 = 49 s3 miejsca zerowe.
Teraz nalezy przeksztalci¢ wyrazenie x;2 + x,2, aby byty w nim wido-
czne wzory Viete’a. Pomoze Ci w tym wzor na kwadrat sumy.

(a + b)?> = a® + 2ab + b? i po obliczeniu masz:

(X1 + x2)2% = x1% + 2x,x, + 1,2

Jest tu Twoje x1% + x,2, lecz sktadnika 2x, x, nalezy sie pozby¢.
Usuniesz go, bo kwadrat sumy ma trzy sktadniki i gdy za nimi dopiszesz
(—2x1x5), to wtedy 2x, x, sie skrdci, jak tutaj:

x12 + 252 = (x1 + x2)% — 2x1x,

W tym przekszta%conym wyrazeniu juz widoczne sg wzory Viete'a:

x1% + x3% = (x4 + x)% — 2x,x, wstawiasz wspétczynniki a, b, c;
T w

a a

=(‘—:)2—2-§=(‘—15)2—2-‘—16:25+12=37

Odp. Warto$¢ wyrazenia x,2 + x,2 wynosi 37.
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*ZAD. 43, Dla funkgji f(x) = x? + x — 3 oblicz warto$¢ wyrazen:

1.1 3,.. 3
a) x1 +x2 b) X1 +x2

.11 L
® a) wyrazenie — + — to suma odwrotnosci x¢i x;.
X1 X2

Sprowadzisz utamki do wspo6lnego mianownika i dodasz je:

b
1 1 x1+x o -b . ’ s
—+—=21""2—_¢ — — podstawiasz wspétczynniki a, b, c:
X1 X2 X1 X2 @ c

1 1 -b -1 1

f— _|_ —_—=— = — = —

X1 X2 c -3 3

b) wyrazenie x;3+x,3 to suma sze$cianéw x; i x.
Zastosuj wzor skréconego mnozenia:
x13+x,3 = (21 + x3) (212 — x1X5 + x,%) zmien kolejnosé;
= (x; + %) [x12+x3% — x1x,] rozpiszesz x,%+x,>
= (x1 + ) [ (21 + 22)% — 2x1%5 — X1X5]
= (x; + x)[(x1 + x2)? — 3x1x,] podstaw wzory Viete’a;

_ N2
x3+x,3 = (Tb) (—b) -3 ‘—Cl] wstaw wspoétczynniki a, b, ¢;

| a
-1 [
x3+x,3 = (—) :

ROWNANIA KWADRATOWE ]

Réwnania kwadratowe to bardzo wazny temat i czesto sg na maturze.
Réwnania kwadratowe moga by¢ petne lub niepelne.

W réwnaniu pelnym np. 7x* — 3x — 8 = 0 widzisz jak na dtoni wspét-
czynniki a, b, ¢, bo sg rézne od zera.

W réwnaniu niepelnym liczby b lub ¢ sg zerami i masz wtedy dwa
sktaddniki np. 2x% — 4x = 0 czy x* — 4 = 0, a nawet jeden np. 4x2? = 0.

Aby rozwigza¢ réwnanie pelne obliczasz najpierw A, Zzeby sie dowie-
dzie¢, czy sg xqix;.JeSliA =01lubA > 0,a wiec nie jest ujemna, to
obliczasz VA, a potem x4 i x5, ktére sg rozwigzaniem réwnania.

Réwnania niepetne rozwigzujesz krétszymi sposobami niz przy pomocy
delty i o tym napisze Ci za chwile.

Liczby x4 i x, majg trzy, stosowane okreslenia:

. miejsca zerowe
X11Xxy to épierwiastki réwnania
rozwigzanie réwnania
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Liczba rozwigzan roéwnania zalezy od delty: gdy jest ona dodatnia, to s3
2 rozwigzania, gdy zerowa to 1, gdy jest ujemna, to nie ma rozwigzania.

ROWNANIA PEELNE
Przyktad. Rozwigzemy réwnanie —2x% + 3x = 4 — 3x.
Najpierw nalezy réwnanie uporzadkowac tak, aby wszystkie liczby
znalazty sie z lewej strony, a po prawej piszesz zero. Sktadniki z prawe;j
strony przenosisz na lewg strone ze zmienionym znakiem.
—2x% + 3x — 4 + 3x = 0 uktadasz od najwiekszej potegi;
—2x% + 6x —4 = 0 réwnanie jest juz uporzadkowane.
Wypisujesz wspotczynniki: a = =2, b = 6, ¢ = —4.
Obliczasz delte, aby wiedziec¢ sie, czy sa miejsca zerowe x; i x,;
A=b*—4ac=6>—-4-(-2)(-4)=36—-(4-2-4)=36—-32=4
Sa 2 miejsca zerowe. Potrzebny Ci jeszcze VA = V4 = 2
Obliczasz x41i x,:
R AT e
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby x; = 2 lub x, = 1.
Gdy podstawisz jeden lub drugi wynik do ré6wnania, to L = P.

Przyktad. Rozwiazemy réwnanie 2x? + 6x + 10 = 0.

Roéwnanie jest juz uporzadkowane, wypisujesz wspotczynniki a, b, c;
a=2, b=6, c =10 obliczasz delte potrzebna do wzoréow;

A = b?> — 4ac = 36 — 80 = —44 delta jest ujemna, to nie ma v—44 .
Odp. Réwnanie nie ma rozwigzania.

Przyktad. Rozwigzemy réwnanie 6x% — 2x — 1 = 0.
A=b?>—4ac=(-2)>-4-6-(-1)=4+24=28

Nie ma wymiernego pierwiastka z 28. Nalezy liczbe 28 roztozy¢:

VA =28=+4-7=2J7 gotowe, obliczasz x; i x,;

_ -b—VA _2-2V7 17

Xy =—- > p skracasz sktadniki utamka przez 2;
-b+VA _ 242V7 _ 1+V7 o
e skracasz sktadniki utamka przez 2.

Odp. Rozwigzaniem réwnania s3 liczby %7 lub 1+6ﬁ.

Przyktad. Rozwigzemy réwnanie x + 4x + 4 = 0.
A=b*—4ac=16-4-1-4=16—-16=0 to x; = x,
VE=V0=0 x;=x,=2="=_2

Odp. Rozwigzaniem réwnania jest (—2). To pierwiastek dwukrotny.
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Przyktad. Jesli w réwnaniu s dziatania np.2x* + 7(x + 1) = 10 — x,
to najpierw je wykonaj, potem réwnanie uporzadkuj, a nastepnie oblicz
delte, pierwiastek z delty i miejsca zerowe.

2x24+7(x+1)=10—x

2x2+7x+7=10—x A = b? — 4ac
2x2+7x+7—-10+x=0 A=64—4-2-(-3)=88
2x2+8x-3=0 V88 =422 = 2+/22

_ —b—VA _ -8-2v22 _ -8-2v22 _ -2—22
- N )

X1 =— 3 " wynik po skrdceniu przez 2;
_ —b+VA _ —8+2v22 _ -8+2V22 _ -2+V22
27 2a T 22 T 4 T 2
Odp. Rozwigzaniem réwnania s liczby —2—2\/5 lub _sz.
ROWNANIA NIEPEENE

W nich zobaczysz tylko dwa sktadniki lub jeden np.:

x* —3x =0 tu wspolczynnik ¢ = 0,

x*+4 =0 tuwspdbtczynnik b = 0,

3x% = 0 tu wspétczynnik b = 0,c = 0.

Réwnanie niepeine mozesz rozwigzac przy pomocy delty, ale trzeba by¢
wtedy czujnym, zeby nie pomyli¢ wspétczynnikéw a, b, c.

Polecam Ci prostsze i krotsze sposoby.

1. Spos6b - wylaczanie x przed nawias.

Ten sposdb stosujesz do rownania majgcego x w obu sktadnikach.

a) x%2 + 3x = 0 zkazdego sktadnika zabierasz x przed nawias;
x'(x+3) =0 skoro wynik z mnozenia jest zerem, to znaczy, ze

jeden z czynnikéw: x lub (x + 3) jest zerem; na tej podstawie mozna

rozdzieli¢ to mnozenie na 2 rownania i kazde przyréwnac do zera;

x'(x+3)=0
x=0 lub x+3 =0 zkazdego rownania obliczasz x;
x=-3
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby x; = 0 lub x, = —3.

Komentarz. Ta metoda jest tatwa i szybka.
b) 2x% + 8x = 0 wylgczasz x przed nawias;
x'(2x+8) =0 rozdzielasz ten iloczyn na 2 osobne rownania;
x=0 lub 2x+ 8 =0 rozwigzujesz drugie rownanie;
2x =—8 /:2 pozbywaszsie 2 przy x;
x=—4
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby x; = 0 lub x, = —4.
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c) x* = 5x porzadkujesz, przenosisz 5x na lewa strone;

x> —5x = 0 wylaczasz x przed nawias;

x-(x—5) =0 rozdzielasz ten iloczyn na 2 réwnania;

x=0 lub x—5=0 obliczasz x z drugiego réwnania;

x=5

Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby x; = 0 lub x, = 5.
2. Sposéb - zastosowanie wzoru na réznice kwadratéw.
Stosujesz go, gdy masz x? i wyraz wolny np. x> — 9 = 0.
Te réznice, zgodnie z wzorem a? — b? = (a — b) - (a + b) nalezy zapi-
sa¢ w postaci dwéch nawiaséw:
a)x>2—9=0

(x—3)"(x+3) =0 skorowynik z mnozenia jest zerowy, to znaczy,
ze jeden z czynnikOw jest zerem; na tej podstawie rozdzielasz iloczyn
na 2 oddzielne réwnania:
x—3=0 lub x+3 =0 zkazdego réwnania obliczasz x;
x=23 lub x=-3
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby x; = 3 lub x, = —3.
b) x> = 25 przenosisz 25 na lewa strone;

x*> — 25 = 0 rozpisujesz te réznice na 2 nawiasy;
(x—5) - (x+5) = 0 rozdzielasz iloczyn na 2 oddzielne réwnania;
x—5=0 lub x+5 =0 zkazdego rownania obliczasz x;
x=5 lub x = -5
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby 5 lub (-5).
) 2x?> — 8 = 0 zanim skorzystasz z wzoru, podziel przez 2;

2x2-8=0 /:2

x> —4 =0 rozktadasz te ré6znice kwadratéw na 2 nawiasy;

(x—2)+(x+2) =0 rozdzielasz na 2 r6wnania;
x—2=0 lub x+2 =0 zkazdego rownania obliczasz x;
x=2 lub x = -2
Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby 2 lub (—2).
d) x* —3 =0 nie ma doktadnego wyniku pierwiastka z 3, to zapisz
liczbe 3 pod pierwiastkiem i bedzie najdoktadniej;
(x - \/5) (x + \/5) = 0 rozdzielasz iloczyn na 2 réwnania;
x—vV3=0 lub x+vV3 =02z kazdego rownania obliczasz x;

x=+v3 lub x=-3
Odp. Rozwigzaniem réwnania sa liczby v/3 lub (—/3).
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e) 4x?> —3 = 0 tego rodzaju réwnanie mozna rozwiaza¢ bez stosowa-
nia wzoru skréoconego mnozenia zwtaszcza, gdy trudniej go rozpisac.
4x*> —3 = 0 wiadoma (—3) przenosisz na prawg strone;
4x*> =3 /:4 pozbywasz sie 4 przy x?;

x% = Z /\/_ obie strony pierwiastkujesz;

X = \E ale pamietaj (1), Ze sg 2 rozwigzania: dodatnie i ujemne;

K] __\3
x—;lubx— 2

Odp. Rozwigzaniem réwnania sg liczby ? lub (— ? )

Hx2+9=0

W tym réwnaniu jest dodawanie, ale nie istnieje wzoér na sume
kwadratéw, czyli a® + b?.

Przeniesiesz 9 na drugg strone rownania i zobaczysz, co to da:

x% = —9 to falsz, bo kazda liczba podniesiona do kwadratu daje zawsze
wynik dodatni lub zerowy; tu masz ujemny, wiec rOwnanie nie ma
rozwigzania.

Odp. Rozwigzaniem réwnania jest zbiér pusty, x € @.

Komentarz. Mozesz rownanie f) rozwigzac przy pomocy delty i wtedy
przekonasz sie, ze tez nie ma rozwigzania. Delta wyjdzie Ci ujemna,
a pierwiastka kwadratowego z ujemnej liczby nie ma, to brak takze
X1 1X5.

Przyklad. Gdy masz niepetne réwnanie np. 3x* = 0, to rozwiazujesz je
w tatwy sposob.

Dzielisz obie strony przez 3 i masz x* = 0, a potem pierwiastkujesz,
otrzymujesz x = 0 i to jest rozwigzanie ro6wnania.

Praca domowa:

1. Rozwigz rownania:

a)3x2=16—2x b)4(x*+3)=16x c)5x>+2x=-3

2. Rozwigz réwnania stosujac wzdr skréconego mnozenia:
a)x2—-49=0 0)x?—16=0 e)x?2—7=0

b)x2—1=0 d)x*-81=0 H2x2-8=0
3. Rozwiaz réwnania wytaczajac x przed nawias:
a)2x?+6x=0 €)3x2+2x=0

b) 6x —x2 =0 d) 10x2 = 2x
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Odpowiedzi:
1.2) (-25) lub2 b)1lub3 ) A< 0, brakxi x,.

2.2)7lub (=7) ) 4lub(—4) e)V7lub (—V7)

b) 11lub (—1) d)91lub (—=9) f)21lub(-2)
3.2)0lub(—=3) b)0lub6 ) 0lub(—3) d)Olub

ROWNANIA ILOCZYNOWE

S3 to rownania zapisane jako iloczyn nawiaséw przyréwnany do zera.
Przyktady.
a)2x—4)3x+9) =0
Skoro wynik jest zerowy, to jeden z czynnikow: (2x — 4) lub (3x + 9)
jest zerem. Na tej podstawie kazdy z nawiaséw mozna przyréwnac do
zera, tak jak to robiliSmy wczes$niej:
(2x—4)(3x+9) =0 rozdzielasz iloczyn na dwa réwnania;

2x—4=0 lub 3x+9 =0 zkazdego réwnania obliczasz x;
2x=4 /:2 3x=-9 /:3

x=2 lub x=-3
Odp. Pierwiastkami rownania sg liczby: 2 lub (—3).
b) (x + 3)? = 0 wyktadnik 2 nie jest zerem, to zerem jest (x + 3), wiec
chcac wyliczy(¢ x, nalezy nawias przyréwnac do zera;
(x+3)=0

x=-3

Odp. Rozwigzaniem réwnania jest liczba (—3).

Praca domowa:

1. RozwiaZ rownania iloczynowe przyréwnujac czynniki do zera:
A(x—4)(x—-1)=0 ) (4x—1)2x—-6)=0

b) (x =5)(x+2)=0 dBx—2)(x+8)=0

2. Rozwiaz rownania petne:
a)2x?+6x—20=0 b)x?—4x+3=0 c)—x?>+5x=2

Odpowiedzi:
1l.a)41lub1 b) 5lub (-2) «¢) % lub 3 d) % lub (—8)

2.2) (=5)lub2 b) 1lub3 0 2 b =T
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ROWNANIA DWUKWADRATOWE |

Réwnania dwukwadratowe rozwigzujesz w oparciu o rownania kwa-
dratowe petne.
Przyktadowe rownania dwukwadratowe:

a)xt+3x*-4=0 sp6jrz na wyktadniki potegi, jeden jest dwa razy

b) 2x® —7x>+5=10 wiekszy od drugiego.

A)x—6Vx+5=0

Aby rozwigza¢ réwnanie dwukwadratowe, wprowadzasz w miejsce x
z mniejszym wyktadnikiem pomocnicza niewiadoma np. . Dzieki temu
powstanie znajome Ci r6wnanie kwadratowe. Ono pomoze rozwigzac to
trudniejsze rownanie dwukwadratowe.

Przyklad. Rozwigzemy réwnanie x* — 25x2 + 144 = 0.

Za x* podstawiasz t, zatem x? =1t i wtedy x* = ¢?

Wstawiasz t do réwnania i masz juz kwadratowe:
x*—25x>+144=0

t?—25t+144=0 a=1, b=-25 c=144

Obliczasz delte, pierwiastek z delty oraz tq1i t,;
A=Db%*—4ac=(-25?%—-4-1-144=625-576=49 JA=7

t1=—b—\/Z=25—7=§=9 lub t2=_b+\/z=25+7=£=16
2a 2 2 2a 2 2
Niewiadomg jest jednak x, dlatego powracasz do podstawienia:
2
x“ =t

W miejsce t wstawiasz wyliczone liczby 9 i 16;
x>=9 lub x%* =16 pierwiastkujesz oba réwnania;
x2=9 /N lub x2=16/N
x=+9 lub x =+16
x=3lubx=-3 lubx=41lubx=-4
Odp. Réwnanie dwukwadratowe x* — 25x2 + 144 = 0 ma cztery roz-
wigzania: 3, —3, 4, —4.

Przyklad. Rozwigzemy réwnanie x — 6+/x + 5 = 0.

Dla czytelnego obrazu mozesz je zapisa¢ x! — 6x% +5=0.
Pomocnicze t wstawiasz za czynnik, ktdry ma mniejszy wyktadnik;
wtedy Vx=1¢t i x=1t>

Otrzymasz réwnanie kwadratowe t> — 6t + 5 = 0.
A;=b?>—4ac=(-6)2—4-1-5=36-20=16 A, =4
Obliczasz miejsca zerowe t4 i t5;
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-b—VA _6-4 2 -b+VvA _ 6+4 10
t1: :—:—:1 lub t2: :—:—:5
2a 2 2 2a 2 2

Aby obliczy¢ x, powracasz do podstawienia: vVx = t

Za t wstawiasz wynik loraz 5;
Vx=1 lub +/x =5 obie strony podnosisz do kwadratu;
Vik=1/2  Jx=5 )2
x=1 lub x=25
Odp. Rozwigzaniem réwnania x — 6v/x + 5 = 0 sg liczby 1 lub 25.

NIEROWNOSCI KWADRATOWE |

Réznica miedzy réwnaniem kwadratowym a nieréwnoscig jest taka,
Ze w rOwnaniu x4i x, to wyniki koncowe. W nier6wnosci nalezy jeszcze
narysowaé na osi parabole, zaznaczy¢ na niej przedzial speiniajacy
warunek zadania i to on jest rozwigzaniem nieréwnosci.

Nieréwnosci kwadratowe, tak jak rownania, moga by¢ peine i niepeine.

1. W nier6wnosci pelnej, tak samo jak w réwnaniu petnym, wspoét-
czynniki a, b, ¢, sa rézne od zera np.2x%> —8x + 6 > 0 i wtedy trady-
cyjnie obliczasz A, VA, x4 i x,.

2. Nier6wno$¢ niepelna, tak samo jak réwnanie niepetne, ma dwa
sktadniki np. x — 3x < 0 czy x> — 4 > 0 lub jeden 5x? < 0 i stosujesz
te same sposoby, co dla niepetnych réwnan kwadratowych. A wiec
wylaczasz x przed nawias, a gdy masz rdznice, to rozpisujesz nierow-
noé¢ wedtug wzoru: a? — b? = (a — b)(a + b).

NIEROWNOSCI PELNE
Przyklad. Rozwigzemy nieréwnos$é — x% + 6x < 5.
Wszystkie sktadniki, tak jak w réwnaniu kwadratowym, musza by¢
z lewej strony, a z prawej zero. Przenosisz liczbe 5 na lewg strone
z przeciwnym znakiem i masz teraz:
—x*+6x—-5<0 a=-1,b=6c=-5
Obliczasz A, VA, x4, x5;
A=b%?—4ac=36—-4-(-1)-(-5)=36—-4-1-5=16 JVA=4
-b—JA _ -6-4 _ -10 -b+VA _ -6+4 -2

2 - 2 o0 Wbm=—m=—mr=a=1

Miejsca zerowe 5 i 1 zaznaczasz na osi X.
Wspéiczynnik a jest ujemny (—1), to parabole rysujesz ramionami
w dét.

X1 =
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W nieréwno$ci masz zwrot < 0, to interesujq Cie warto$ci na osi X
i pod osiag X.

[y

al

3 | ’ -

N tu sa wartosci > 0

N
——— tu sg warto$ci =0
j ’!’ ’ -
—§ tu sg wartosci <0
=3+
—— =

Zapisujesz rozwiazanie: x € (—o0; 1) U (5; o).

Komentarz. 0§ Y nie ma wptywu na wynik; mozesz Y pomija¢ i rysowac
parabole bez tej osi. Nad osig X zawsze sg wartosci dodatnie, pod X s3
warto$ci ujemne, a na osi X sg wartosci zerowe, czyli miejsca zerowe.
Tak wiec 0§ Y bedziemy pomija¢ w kolejnych zadaniach.

Przyktad. Rozwigzemy nieréwnoéé (x — 4)? < 5x + 4.

Najpierw wyliczasz dziatanie (x — 4)? stosujagc wzér skréconego mno-
zenia (a — b)?. Mozesz tez rozpisa¢ na (x — 4)(x — 4) i pomnozy¢ na-
wias przez nawias.

Otrzymasz:

x> —2:x-4+ 4% <5x+4 obliczasz dziatania;

x%—8x + 16 <5x + 4 przenosisz sktadniki na lewg strone;
x2—-13x+12<0 tradycyjnie obliczasz A, VA, X1, X3.

a=1, b=-13, c =12
A=b?>—4ac=(-13)?-4-1-12=169-48=121 +A=11
—b—VA _ 13-11 _ 2 _ 1 lub x, = —b+VA _ 13411 _ 24 _ 12

2a 2-1 2 2a 2-1 2
Zaznaczasz na osi oba miejsca zerowe. Wspotczynnik a jest dodatni,
wiec parabola kieruje sie ramionami w gore.
Znak mniejszosci w nieréwnoéci x2 — 13x + 12 < 0 oznacza, ze nalezy
wzig¢ pod uwage tylko czes¢ paraboli pod osig:

A A

1\\\ \ ///);-2
< tusg wartosci < 0
Rozwigzanie: x € (1;12).

X1 =
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Przyktad. Rozwigzemy nieréwno$é —x? + 4x — 3 > 0.
Nier6wnosc¢ jest juz uporzagdkowana i z prawej strony ma zero.
Wypisujesz wspétczynniki a, b, ¢, obliczasz A, VA , x4 i x;.
a=-1,b=4 c=-3
A=b?>—4ac=4*-4-(-1)-(-3)=16-12=4 JA=2
—b—\/K: =42 _ 26 _ 3 |ub Xy :—b+\/K: —H2 _ 24
2a 2 (-1) -2 2a 2(-1) -2

Miejsca zerowe x i x,zaznaczasz na osi i rysujesz parabole skierowa-
ng ramionami w dét. Zwrot nieréwnosci > 0 moéwi, Ze nalezy zaznaczy¢

wartos$ci dodatnie i zerowe, czyli nad osig i na osi:

X1 =

tu wartosci > 0

tu wartosci =0
1 3

Zapisujesz rozwigzanie: x € (1; 3).
NIEROWNOSCI NIEPELNE
Tak jak w réwnaniu kwadratowym niepeinym s3 te same 2 sposoby.
1. Spos6b - wylgczanie x przed nawias.
Rozwigzemy nieréwno$é x> — 5x > 0.
Oba sktadniki zawieraja x, wiec mozna x wytaczy¢ przed nawias:
x2—5x>0
x-(x—5)>0 kaZdy czynnik przyréwnujesz do zera

x=0 lub x— 5 =
x =
Zaznaczasz 0 i 5 na osi.
Zwrot jest >0, to interesuja Cie wartosci nad osia.
Zapisujesz rozwigzanie nier6wnosci: x € (—0; 0) U (5; ).

2. Sposob - stosowanie wzoru skréconego mnozenia
Rozwigzemy x% — 9 < 0. Stosujesz wzér a? — b? = (a — b)(a + b).
Zatemmasz (x —3)(x+3) <0
Przyrownujesz kazdy nawias do zera;
x—3=0 lub x+ 3 = 0 zkazdego réwnania wyliczasz x;
x=3 lub x=-3
Zaznaczasz te liczby na osi. Parabola ma ramiona skierowane do gory,
bo wspétczynnik a przy x? jest dodatni.

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/s_00o2_ebook

226

W nieréwnosci masz zwrot <0, to interesujg Cie warto$ci ujemne
i zerowe, a wiec pod osig X oraz na osi X.

» tuwartosci=0
_3 VALY 71\ 3 X

— tu wartosci < 0

Rozwigzanie nieréwnoéci: x € (—3; 3).

Komentarz. Analogicznie rozwigzesz x* — 4 < 0 czy x> > 25.

Pamietaj, wszystkie sktadniki majg by¢ po lewej stronie, a po prawej
zero. Zwracaj tez uwage na to, jak sg skierowane ramiona paraboli
oraz na ktore wartosci wskazuje Ci zwrot w nier6wnosci.

Wskazdéwka.

Nieréwnosé¢ x* — 2 < 0 rozpiszesz (x — \/f) (x + \/f) <0.

Przyktad. Przeanalizujemy nier6wnos¢, ktéra nie ma miejsc zerowych.
Rozwiazemy x* + 4 > 0.

Na wzor skr6conego mnozenia nie mozna rozpisac tego wyrazenia.

A gdyby policzy¢ A, to wyjdzie ujemna. Kiedy A < 0, to brak x4 i x5.

Ale kazda parabola istnieje i da sie wyznaczy¢ przedziat, ktory jest
rozwigzaniem tej nieréwnosci, chociaz nie ma miejsc zerowych.
Parabola x? + 4 jest skierowana w gére i nie przecina osi X.

Zwrot ma > 0, to szukasz wartos$ci nad osig X;

tu wartosci > 0

_ wszystkie x spetniajg nierd6wnos¢.
X
Rozwiazanie: x € (—o0; ) lub krétko x € R.

ZAD. 44. Rozwiaz nieréwno$¢ —x% — 9 > 0.

® Nie mozna zastosowac¢ wzoru skroconego mnozenia. Wprawdzie jest
w $rodku minus, ale na poczatku réwniez. Nawet, gdy pomnozysz obie
strony przez (—1), niewiele Ci to da. Spdjrz:
—x2-9>0 /- (-1

x>+ 9 < 0 rozpisa¢ tej sumy sie nie da; delta tez wyjdzie ujemna, to
nie ma X, i x,; jednak parabola istnieje zawsze.
Rysujesz ja ramionami w gére, bo wspétczynnik a przy x? jest dodatni.
Nieréwno$¢ ma zwrot < 0, to interesujg Cie warto$ci pod osig X:
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Nie ma punktéw paraboli

> pod osia.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbidr pusty, x € Q.

=

Komentarz. W obu powyzszych nieréwnos$ciach nie byto miejsc zero-
wych, a i tak w pierwszym przypadku rozwigzaniem byty wszystkie
liczby rzeczywiste, a w drugim zbiér pusty. Dlatego nie majgc miejsc
zerowych nie podejmuj od razu pochopnej decyzji, czy jest rozwiazanie
czy nie. Bo dopiero umieszczenie paraboli na osi wskaze Ci prawidtowa
odpowied?.

ZAD. 45. Rozwigz nieréwnos¢ 6x > x?.

® Przenosisz x* na lewa strone. Po prawej zawsze musi by¢ zero.
6x — x? > 0 wylaczasz x przed nawias;
x-(6 —x) >0 rozpisujesz na dwa oddzielne réwnania;
x=0 lub 6—x=0 obliczasz x;
—-x=—-6 to x=6
Zaznaczasz oba miejsca zerowe na osi, parabola jest w d6t, bo masz
(—x%). W nieréwnosci jest zwrot >0, to interesujg Cie wartosci nad
osig i na osi. Zakreskujesz ten obszar:

tu wartosci > 0

> tu wartosci =0

ZAD. 46. Rozwiaz nier6wno$¢ 3x < x2.

® Przenosisz x? na lewa strone i masz 3x — x% < 0.
Z obu sktadnikéw wytgczasz x przed nawias;
x+(3—x) <0 rozpisujesz ten iloczyn na dwa oddzielne rdwnania;
x=0 lub 3—x=0

—x =-3 /:(—1)

x =3 masz dwa miejsca zerowe: 0 oraz 3.

Zaznaczasz obie liczby na osi. Parabola idzie w dét, bo masz (—x?).
W nieréwnosci jest zwrot < 0, to szukasz warto$ci pod osia i na osi.
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Przyktady. Dla zbadania, jak odmienne sg wyniki w podobnych do siebie
nieréwnoSciach, rozwigzemy jeszcze takie:
a)3x2>0 b)3x*>0 0)3x><0 d)3x2<0

a) 3x%> > 0 najproéciej potraktowa¢ te nieréwnos$¢ jak réwnanie, bo
i tak miejsce zerowe jest to samo:
3x% = 0 /:3 pozbywasz sie liczby 3;

x2=0 /\/_ wiec x = 0 jestjedno miejsce zerowe.
Rysujesz parabole ramionami w gore z jednym miejscem zerowym:

Zwrot nier6wnosci jest >0, to potrzebne
sq wartosci tylko nad osig, zatem:
X € (—00; 0) U (0; oo).

0 "x

b) 3x%2 > 0 nadal masz to samo miejsce zerowe x = 0.
Rysujesz parabole w gore z jednym miejscem zerowym:

Zwrot nieré6wnosci > 0 podpowiada
wartosci nad osig oraz na osi, to:
R X € (—o0; o0) lub krocej x € R.
0 X

c) 3x% < 0 nadal masz to samo miejsce zerowe x = 0.

Zwrot nier6wnosci < 0 wskazuje na
wartosci pod osig, a takich nie ma, wiec:
X€EQ
0

v

X
d)3x2<0
Zwrot nieré6wnosci < 0 podpowiada
wartosci na osi i pod osig, wiec tylko:
=0
0 "
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Komentarz. Jak widzisz, powyzZej rozwigzaliSmy nieréwnosSci, ktore
réznitly sie tylko zwrotem i otrzymaliSmy cztery, ré6zne odpowiedzi.
Niech Cie w nier6wnos$ciach kwadratowych prowadza te dwa, naj-
wazniejsze drogowskazy:

1. Wsp6tczynnik a jest bardzo wazny, bo od niego zalezy, jak narysujesz
ramiona paraboli: w gore czy w dét.

2. Zwrot w nieré6wnosci jest bardzo wazny, on podpowiada Ci, czy masz
zapisa¢ do rozwigzania liczby znajdujace sie: nad osig, na osi, pod osig,
czy nad i na osi, czy pod i na osi.

Praca domowa:

1. Rozwiaz nieréwnosci petne:
aA)x*+9x—10>0 d)—x*+8x—-12<0
b)x?+3x—4=0 e)—x+x+6=0
Q)x?+2x—8<0 f)—x?+2x+8<0

2. Rozwiaz nier6wnosci niepetne:
a)x?—-25<0 d)x>?—1>0
b)x?—-36<0 e)x?2—49>0
A)x2+9<0 Hx?2+1>0
3. Rozwiaz nier6wnosci niepeine wytaczajac x przed nawias:
a)x2—8x>0 b)x?+7xr20 )x?+5x<0 d)—2x2<0
Odpowiedzi:
l.a) x € (—0; —10) U (1;0) d) x € (—0;2) U (6; )

b) x € (—0; —4) U (1;0) e)x €(—2;3)

) x € (—42) f) x € (—00; =2) U (4; =)
2.a) x € (—5;5) d) x € (—o0; —1) U (1; o)

b) x € (—6; 6) e) x € (—o0; —=7) U (7; )

C)x€ED f) x € (—o0; 4+00) lub krécej x € R
3.a)x € (—;0) U (8; o) c)xe(—%;o)

b) x € (—0; =7)U(0;0) d)x €ER
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FUNKCJA KWADRATOWA — ZADANIA TEKSTOWE |

Przykiad. Wyznacz wzér paraboli, ktorej wierzchotkiem jest punkt
(—4; 1) i przechodzi ona przez punkt (—3; 0).
Podpowiedz, jak rozpoczac¢ to zadanie, jest w informacji o wierzchotku.
Wierzchotek masz zapisany we wzorze kanonicznym, wiec zaczniesz od
postaci kanoniczne;j.
y = a(x — p)* + q wstawiasz p i q wierzchotka, p = —4,q = 1;
y = a(x + 4)? + 1 brakuje Ci jeszcze wspbétczynnika a;
Wiemy z tresci zadania, Ze ta parabola przechodzi przez punkt
(—3;0).Jesli jego wspodirzedne wstawisz za x i y do powyzszego zapisu,
to zobacz, co sie okaze:
0=a-(-3+4)>+1 obliczasz dziatania;
0=a-(1)2+1 dazysz do wyliczenia wspétczynnika a;
0=1a+1
0—-1=1a toa=-1
Gdy wstawisza = —1doy = a(x + 4)? + 1 masz juz kompletny wzér
kanoniczny: y = a(x + 4)? + 1

y =—1(x+4)% + 1 gotowy wzér paraboli.
Komentarz.
Gdyby w tresci zadania byto polecenie zapisania paraboli w postaci np.
ogolnej, to wyliczysz dziatania w tej kanonicznej i juz masz ogdlna. Dla
postaci iloczynowej skorzystasz z wzoru iloczynowego.

ZAD. 47. Napisz wzor funkcji kwadratowej wiedzac, Ze jej miejscami
zerowymi sg liczby 2 i 3, a parabola przechodzi przez punkt P = (7; 1).

® Skoro sg dane miejsca zerowe, to zastosuj wzor na postac iloczy-
nowa, w ktérej wystepuja xq i xy:
y=a(lx—x)(x—x3)
Podstawisz do tego wzoru x; = 2, x, = 3 oraz wspotrzedne punktu
P=(7;Dczyli x=7,y=1.
Otrzymasz: 1 = a(7 — 2)(7 — 3) obliczasz wspoéiczynnik a;
l1=a-'5"4
1 = 20a zamienisz strony prawa z lewg;
20a=1 /:20 to a=s
Wstawiasz a do wzoru iloczynowego i otrzymasz jego pelny zapis:
1
y=5,&—-2)x-3)
Odp. Funkcja kwadratowa ma wzor y = 2—10 (x—2)(x - 3).

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/s_00o2_ebook

231

ZAD. 48. Wyznacz wzoér funkcji kwadratowej wiedzac, ze jej wykres
przechodzi przez punkty: A = (0;3), B = (1;5), C = (2;9).

® Kazdy z tych trzech punktéow lezy na paraboli, wiec nalezy jego
wspotrzedne (x;y) wstawi¢ do wzoru ogdlnego y = ax? + bx + c.
DlaA = (0;3)otrzymasz 3=a-0°+b-0+c, to 3=c

x y
Dla B = (1;5) otrzymasz 5=a-1+b-1+c,to5=a+b+c

xy
Dla € = (2;9) otrzymasz 9=q-2°+b-2+c, to 9=4a+2b+c

x y
Te trzy réwnania spinasz klamrg i rozwigzujesz uktad rownan:
c=3

a+b+c=5 liczbe 3 wstawiasz za c¢ do Il i Il rownania;

4a+2b+c=9
c=3

a+b+3=5
4a+2b+3=9
{ a+b=2

4a+2b=6
Po rozwigzaniu masz: a = 1,b = 1, ¢ = 3, ktére wstawiasz do wzoru:
y=ax’*+bx+c zatem y=1x*+1x+3czyliy=x*+x+3
Odp. Funkcja kwadratowa ma wzér y = x? + x + 3.

rozwigzujesz uktad 2 rownan; czeka ¢ = 3

ZAD. 49. Oblicz najwiekszg i najmniejszg warto$¢ funkcji o wzorze
f(x) = —x* — 5x + 2 w przedziale x € (—4; 3).

® To zadanie jest prawie zawsze na sprawdzianie.
Nalezy podstawic obie liczby z danego przedziatu do wzoru funkgji.
Dlax=-4 f(-4)=—-(-4)?>-5-(-4)+2=-16+20+2=6
Dlax=3 f(3)=-3)?-53+2=-9-154+2=-22
Z obu wynikow mniejszy jest (—22), a wiekszy 6.
Ale to nie koniec zadania. Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy w podanym
przedziale (—4; 3) znajduje sie wierzchotek paraboli. Jesli jest, wtedy
jego q przebije liczbe (—22) lub 6, bo to w wierzchotku zawsze jest
warto$¢ najmniejsza lub najwieksza.
Obliczasz p i dowiesz sig, czy jest on w przedziale (- 4; 3).

-b _ —(=5) _ 5
P20~ =
Podstawiasz p = —2% do funkcji f(x) = —x% — 5x + 2.

(2= -5 () +2=-EeErans!

=-2 % ta liczba jest w przedziale (- 4; 3).
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Z otrzymanych trzech wynikéw wybierzesz najwiekszy i najmniejszy:
dax=-4 f(-4)=6

dlax =3 f(1) = =22 to jest warto$¢ najmniejsza.

dlax = —2% f (—2 %) = 8% to jest warto$¢ najwieksza.

Odp. Warto$cig najwieksza funkcji w przedziale (- 4; 3) jest liczba 8&,
a warto$cig najmniejszg (—22).

Komentarz.

Jesli w podobnej tresci zadaniu obliczysz p wierzchotka paraboli i on
nie nalezy do podanego przedziatu, wtedy pomijasz obliczanie f(p).
Wybierzesz warto$¢ najwieksza i najmniejszg tylko z dwoch wynikéw,
otrzymanych po wstawieniu do wzoru funkcji obu brzegowych liczb
z podanego przedzialu. Wprawdzie to w wierzchotku jest wartos¢
najwieksza lub najmniejsza, ale gdy znajduje sie on poza podanym
przedziatem, to nas w ogdle nie interesuje.

Praca domowa:

1. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej wiedzac, Ze miejscami zerowymi
sg liczby 11 2, a jej wykres przechodzi przez punkt P = (4; 12).

2. Do wykresu y = x? + 4x + ¢ nalezy punkt P = (2;5). Oblicz c.

3. Oblicz najwiekszg i najmniejszg warto$¢ dla funkcjiy = x? —2x + 5
w przedziale x € (—3; 6).

4. Zamien postac¢ ogélng na iloczynowa:

a)y=x*+7x—8 b)y=3x*+2x—16

5. Zamien posta¢ kanoniczng na ogélna:

a) y=2(x+4)?*-3 b)y=-2(x—5)>+6

Odpowiedzi:

1.f(x) =2(x—1)(x—2)

2.c=—7

3. Najwieksza 29, najmniejsza 4.
ta)y=@+8)@x-1 by=3(x+2%)@-2)
5.a)y =2x%+16x—29 b)y=—2x%+20x — 44

Kup ksigzke


http://ebookpoint.pl/page354U~rt/s_00o2_ebook

233

*PARAMETR W FUNKCJI KWADRATOWE] ]

Napisze Ci zestaw wszystkich zatozen i prze¢wiczymy je w zadaniach.
Inne zalozenia uktadasz dla réwnan, a inne dla nieréwnosci.

*ZAL.OZENIA DO ROWNAN Z PARAMETREM
Réwnanie z parametrem to np. (m — 1)x* + (m+ 7)x —m —3 = 0.
Obliczenia wykonujesz na wspétczynnikach a, b, c.
W powyzszym przyktadzie masz:

a=m-1, b=m+7, c=-m-—3

Zalozenia do réwnan dotycza pierwiastkdw (miejsc zerowych) x4i x,.
1. Rozpoczynasz od zatoZenia a # 0.To jest warunek konieczny, aby
funkcja byta kwadratowa. Pomijasz to zatozenie, gdy w miejscu wspét-
czynnika a nie ma parametru np. 2x% + 3x + m = 0.

2.]esli jest pytanie o liczbe pierwiastkdw (miejsc zerowych), to wybie-
rzesz jedno z tych zatozen:

a) dwa rézne pierwiastki,to A >0 c) jeden pierwiastek,toA = 0

b) dwa pierwiastki, to A > 0 d) brak pierwiastkéw, to A <0

3. Jesli masz zbadag, jakich znakdw sg pierwiastki (miejsca zerowe), to
skorzystasz z wzoréw Viete’a: x; + x5 = _—: i x1°x = 2
a) pierwiastki x;i x, sa dodatnie (+;+), gdy:
x1+x,>0 1 xq-x3 >0 czylisumaiiloczyn sg dodatnie;
b) pierwiastki sa ujemne (—; —), gdy:
x1+x,< 0 i xq-x >0 sumajestujemna, a iloczyn dodatni;
¢) pierwiastki sg jednakowych znakéw: (—; —) lub (+;+) gdy:
x1 ' x2 >0 wystarczy, ze iloczyn dodatni, to tylko ten warunek;
d) pierwiastki sg réznych znakéw: (+; —) gdy:
X1 * X <0 tylko ten warunek i wtedy zawsze A > 0.

Obliczasz parametr z konkretnych zatozen, czagstkowe wyniki dasz na o$
liczbowa, zaznaczasz przedziaty i podajesz ich wsp6lng czes¢.
Przyktad. Dla jakiej warto$ci parametru m, réwnanie:

(m—5)x* + 2x + 3 = 0 ma dwa, rézne pierwiastki.
Zatozenia:
1. a # 0 wtedy réwnanie na pewno jest kwadratowe;
2.A > 0 wtedy rownanie ma dwa, rozne pierwiastki x;i x,.

Wypisujesz wspdtczynniki a, b, c. Obliczasz osobno kazde zatozenie.
Adl.a+0

m—-5+0 m=#5
Wykluczasz liczbe 5.

wspotczynniki:
a=m-5 b=2 c¢c=3
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Ad.2. A>0

Obliczasz delte wstawiajac wspétczynniki a, b, c;

A = b%? — 4ac
A=22—-4-(m-5)3=4—-12-(m—5)=4—12m + 60
A =-12m+ 64

A > 0 delta jest wieksza od zera, gdy:

—12m + 64 > 0 obliczamy m;

—12m > —-64 /:(—12)

—64
m<_—112 SO—>
m<5§ 5% m

Réwnanie ma dwa, rézne pierwiastki, gdy m € (—00; 5 5).
Podsumowanie.

Masz z obu zatozen dwa wyniki:

1lm=+51i 2.me (—00;5§)

Zaznaczasz je na osimi zapisujesz przedziat, ktéry uwzglednia oba
warunKki:

O me(ss)

Odp. Réwnanie (m — 5)x? + 2x + 3 = 0 ma dwa, rézne miejsca zerowe,
1
gdym € (—00; 5 5) \ {5}.

*ZAD. 50. Dane jest réwnanie (m — 2)x? — (m + 1)x — m = 0.
Dla jakiej warto$ci parametru m, rownanie ma 2 pierwiastki ujemne?

® Wypisujesz zatozenia:

1. a # 0 warunek, aby r6wnanie byto kwadratowe;

2.A > 0 warunek na istnienie dwoch pierwiastkow;

3.x1+ x5 <01 x1° x5 >0 miejsca zerowe s ujemnych znakéow.

Masz wspétczynnikia =m—-2, b=—-(m+1), c=-m.
Obliczasz kazde ztoZzenie osobno, a gdy masz gotowe do nich odpowie-
dzi, to dajesz je na o$ i zapisujesz ich cze$¢ wspoélna.
Ad.1.a+0
m— 2 #0 wiec m # 2 wykluczasz liczbe 2.
Funkcja jest kwadratowa dla m # 2
Ad.2. A > 0. Wyliczasz delte A = b? — 4ac
A=[-(m+1)]*-4-(m-2)(-m)=m?+2m+1—-4(—m? +2m)
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A=m?+2m+1+4m?>—-8m=5m* —6m+1
A>0gdy 5m*>—6m+1 >0 terazobliczasz A,
An=b?>—4ac=(—-6)>—4-5-1=16 JAp,=4
Wyznaczasz miejsca zerowe m, i my;
hVB _64_2 _1 4 _ btV _ 6+4 _ 10 _

2a 25 10 5 MW M= =S T 0
Zaznaczasz te liczby na osi i rysujesz parabole. Szukasz wartos$ci na osi
i nad osig, bo zatozenie masz A > 0;

mq =

A0 gdym € (—o; £) U (1;0)

1 1 m
5 1
Réwnanie ma dwa pierwiastki dlam € (—oo; E) U (1; ).

Ad.3.x1+x2<Oi xl-x2>0

-b . c . , s

-~ <0 i - >0 wstawiasz wspétczynniki a, b, c;
m+1 . -m . . . .
— < 0 i — > 0 zamieniasz ilorazy na iloczyny;

m+1)(m-2)<0 i (—m)(m-2)>0
Kazdy z nawiasow przyréwnujesz do zera.
Po obliczeniu miejsc zerowych, rysujesz parabole dla kazdej z tych 2
nieré6wnosci i otrzymasz 2 przedziaty:
me(—1;2) i me(0;2)
Zaznaczasz oba przedzialy na jednej osi i zapisujesz czeS¢ wspdlna:

N |
OFALHLGHXEL—>  m € (0;2)
-1 0 2
Pierwiastki rownania majg ujemne znaki, gdy m € (0; 2).

Podsumowanie.
Czastkowe odpowiedzi z tych zatozen, czyli z Ad.1, Ad.2, Ad.3,
wprowadzasz na jedng o$ i zapisujesz ich wspdlng czes¢:

w ®
U ‘XN\U >
o ! 1 2
5
m e (0; £)U(1;2)

Odp. Réwnanie ma dwa, ujemne pierwiastki, gdy m € (0; %) U (1; 2).
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*ZALOZENIA DO NIEROWNOSCI Z PARAMETREM
Parametr w réwnaniu kwadratowym odnosit sie do miejsc zerowych
(pierwiastkéw), a w nieréwno$ci dotyczy wartosci.

W zaleznosci od zwrotu w nieréwnos$ci wybierasz opcje:

1. Wartosci dodatnie oblicza sie, gdy nier6wnos¢ ma zwrot > 0.

Wtedy cata parabola jest nad osig, ramiona ma do géry i nie ma miejsc
zerowych. Masz wtedy zatozenia:a >0 i A<O0.

2. Wartosci ujemne oblicza sie, gdy nier6wnos¢ ma zwrot < 0.
Wtedy cata parabola jest pod osig, ramiona ma w dét i nie ma miejsc
zerowych. Masz wtedy zatozenia:a <0 i A<O0.

3. Wartosci niedodatnie oblicza sie, gdy nieréwno$¢ ma zwrot < 0.
Wtedy parabola jest pod osig lub moze mie¢ wierzchotek na osi.
Masz wtedy zatozenia:a < 0 i A < 0.

4. Wartosci nieujemne oblicza sie, gdy nieré6wno$¢ ma zwrot >0.

Cata parabola jest nad osig, ramiona ma w goére lub ma wierzchotek na
osi. Zatem nie ma miejsc zerowych lub jest jedno miejsce zerowe.

Masz wtedy zatozenia:a >0 i A < 0.

Po wykonaniu obliczen do kazdego zatozenia, zaznaczasz wyniki na

jednej osi i podajesz wspolng czes¢.

Przyktad. Dla jakiej warto$ci parametru m, spetniona jest nier6wnos¢:
m-4x*+3x+m>0

Skoro jest zwrot > 0, to chodzi o warto$ci dodatnie. Cata parabola musi

by¢ nad osia.

Zatozenia:
&) &) 1.a > 0 ramiona paraboli w gore,
&) &) 2.A < 0 brak miejsc zerowych.

m

Wspbétczynniki:a =m—4, b=3, c =m.

Ad.1. a>0 podstawiasz wspétczynnik a = m — 4;
m—4>0 zatem m > 4 maszjuz pierwsza odpowiedz;

Ad.2. A< 0 obliczasz A = b? — 4ac
A=32-4-(m—-4) m=9—4m-(m—4)=—-4m? + 16m+9

A<0 gdy —4m?+16m +9<0
A,=400 /A,=20 tom; =45 lubm, =05
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Zaznaczasz na osi oba miejsca zerowe, rysujesz parabole w d6t, bo masz
(—4m?). Masz A < 0, to interesuja Cie warto$ci ujemne, czyli pod osig;

N,
P

A<0 gdy m € (—;0,5) U (4,5; o)

Podsumowanie.

Masz 2 czgstkowe odpowiedzi.

1lm>4

2.m € (—;0,5) U (4,5; o)

Zaznaczasz oba te zbiory na jednej osi. Wspdlna czes¢ to (4, 5; ).

Odp. Nieréwno$¢ (m — 4)x? + 3x + m > 0 jest spetniona dla kazdego x,
gdy parametr m nalezy do przedziatu (4,5; o).

Przyktad. Rozwigzemy nieréwnoéé¢ (m — 4)x?> + 3x + m <0.

Zwrot < 0 wskazuje Ci na warto$ci ujemne lub réwne zero.
Parabola z ramionami w dét musi by¢ pod osig lub mie¢ jedno miejsce
Zerowe na osi:

> —=() Zatozenia:

m
@ @ 1. a < 0 ramiona w dét
P\@ @ <0 2. A < 0 jedno miejsce zerowe

lub brak miejsca zerowego.

Obliczasz kazde zatozenie i obie czastkowe odpowiedzi zaznaczasz na
jednej osi. Rozwigzaniem jest wspdlna cze$¢ obu przedziatéw.
Komentarz.

Gdy zadanie z parametrem nie jest zapisane w postaci réwnania lub
nieréwnoéci, lecz odnosi sie do funkcji np. f(x) = x% + 2mx + m — 1,
to wczytaj sie dobrze w tres¢. W niej jest zawsze podpowiedz, czy
polecenie dotyczy:

— liczby miejsc zerowych (rozwiazan, pierwiastkow) i wtedy stosujesz
zatozenia do réwnan kwadratowych z parametrem;

— wartoSci ujemnych lub dodatnich lub nieujemnych lub niedodatnich
i wtedy stosujesz zalozenia do nier6wnosci kwadratowych z parame-
trem.
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