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FUNKCJA
KWADRATOWA

Inny typ wzrostu niz ax wystepuje na przyktad wowczas, gdy zmieniamy odle-

gtos¢ miedzy rzutnikiem a ekranem. Jesli odlegto$¢ podwoimy, to obraz (pole)

zwiekszy sie czterokrotnie, a jesli odlegtos¢ potroimy, to obraz (pole) zwiek-
szy sie dziewieciokrotnie, jesli z kolei odlegtos¢ zwiekszymy x razy, to obraz
zwiekszy sie x? razy. Funkcje postaci y=x? nazywamy funkcja kwadratowa.

Funkcja kwadratowa, podobnie jak funkcja liniowa, stuzy do zobrazowania
wielu zjawisk fizycznych i modelowania w technice.

Opisuje ona na przykfad zaleznos¢ wysokosci, na jakiej znajduje sie ciato,
od czasu w rzucie pionowym do géry lub tor lotu ciata w rzucie poziomym.
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Parabola

Parabole czesto spotykamy w zyciu codziennym. Wykresem funkcji postaci
f(x)=ax’+bx+c, gdzie a0, b i c sa statymi jest parabola. Nalezy pamietac,
ze nie kazda parabola jest wykresem funkcji kwadratowej. Definiujac parabole
mozemy napisac, ze jest to figura przystajaca do wykresu funkcji ax” dla a # 0.

Przyktady:
1. Tor rzutu 2. Anteny satelitarne 3. Mosty
/// N T

%/ \\ ._w ::

;}i ://”

Gdy rzucamy jakims$ Przekrojem kazdej anteny  Gdy lina podtrzymujaca
przedmiotem, porusza sie  satelitarnej jest parabola. most ma ksztatt paraboli,
on po paraboli (co prawda Sygnat jest odbijany od we- to naprezenie odcinkéw ta-

opor powietrza troche whnetrznej czesci parabo- czacych line z mostem jest
te krzywa znieksztatca) licznego talerza i skupiany  prawie jednakowe. Zapo-
— w ten spos6b powstaje  w gtowicy umieszczonej biega to odksztatceniu
krzywa balistyczna. w ognisku paraboli. samego mostu.
@Mﬂ Funkeje f(x)=ax’+bx+c dia a#0 nazywamy funkcja

kwadratowa lub inaczej tréjmianem kwadratowym.

174 Rozdziat 4. Funkcja kwadratowa
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4.1. Wykres funkcji y = ax?

3 Przyktad 1.

Pole¢ ksigzke

Naszkicujmy wykresy funkcji postaci y =ax® dla a>0 i xe R. W tym celu

sporzadzimy tabelke warto$ci funkcji.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
3x° 27 12 3 0 3 12 27
2x* 18 8 2 0 2 8 18
x? 9 4 1 0 1 4 9
L.
Ex 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5
Na podstawie wartosci z tabelki na- parabola
rysujmy wykres funkcji. Wykresem  ramiona yE=3x"
funkcji jest parabola. Punkt (0,0) paraboli y=2x
zwany jest wierzchotkiem paraboli y=x
dzieli t¢ parabole na dwie czesci HPiS
zwane ramionami paraboli. P Ex
Na podstawie wykreséw mozem >
pocs yRTCSOW Tmozemy o1 X @&D
zauwazy¢ pewne wlasnosci funkcji wierzchotek
y=ax" paraboli
1. Ramiona paraboli skierowane sg
do goéry. Ramiona s3 przystajace.

2. Punkt (0,0) jest wierzchotkiem
paraboli.
3. Wierzcholek paraboli jest punktem

minimum (wspdlrzedna y wierzchotka jest najmniejsza wartoscig funkeji ).
4. Warto$ci najwigkszej brak (nie ma maksimum).
5. Funkgja przyjmuje wartoéci dodatnie dla x #0.

6. W przedziale (—oo, 0> funkcja maleje, a w przedziale <0, +o0) funkcja rosnie.

7. O$ Oy jest osig symetrii paraboli.

Sporzadz tabelke wartosci i naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych

wykresy funkgji:

f(x) =x7 g(x) =%x2, h(x) =10x".

Matematyka
-;-Eumpejczyka

4.1. Wykres funkcji y = ax? = 175
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3 Przyktad 2.
Na podstawie wykresow funkcji z przykladu 1. naszkicuj w jednym ukladzie
wspotrzednych wykresy funkcji y=ax® dla a<0 i xe R.

Wykresy funkgji postaci y=ax’ dla a<0 ilustruja pewne wlasnosci tej
funkgji:
1. Ramiona paraboli skierowane sg
do dotu. .\ "
2. Punkt (0,0) jest wierzchotkiem
paraboli. \
3. Wierzchotek paraboli jest punktem W
maksymalnym (wspoétrzedna y wierz-
cholka jest najwieksza warto$cig funkgji ). i
4. Wartosci najmniejszej brak (nie ma /I Aﬁ’
|
.’

—
—
-
-

=

L —

minimum).
5. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne \ e
dla x#0. =

6. W przedziale (—oo, 0> funkcja roénie, a w przedziale <O, +eo) funkcja maleje.

—
—
T
]
|

____-———=54L
-

Il

|

jo

7. 0§ Oy jest osia symetrii paraboli.

_{Wskazéwka }— Sporzadz tabelke wartosci i naszkicuj w jednym ukfadzie wspétrzednych
kresy funkgji:
Daiedzing funkdikwa- . 2
dratowej jest zbiér fx) == g(x)==5x" h(x)=—10%".

li istych.
iczb rzeczywistyc —b& Wspétezynnik a (znajdujacy sie przy x*) decyduje o:

a) skierowaniu ramion — w gore, gdy a> 0, oraz w dét, gdy a<0;
b) rozpietosci ramion — im wieksza warto$¢ liczby |a|, tym mniejsze
rozchylenie ramion paraboli.

0 Majac dane funkje f, g, napisz wzory okreslajace funkcje: f-g, f?, g°
oraz narysuj wykres kazdej z tych funkeji.

1. fix—>2x g:x—>3x

2. fix—>-2x g:x—)%x
1
3. f(x)=4x g(x)zgx

4. f(x)=5x g(x):—%x

176 Rozdziat 4. Funkcja kwadratowa
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e Sporzadz wykresy funkeji:
a) f(x)=x", xeN b) f(x)=x", xeZ ¢) f(x)=x", xeR

o Ktéry z danych punktow nalezy do wykresu funkeji f(x)=2x"?

e o 0 (34) Gl

o Wyznacz brakujace wspolrzedne punktdw, aby punkty te nalezaly
do wykresu funkgji f:x — %xz.

(<17, (27, (V23 (29, (20)

o Ponizej zamieszczona jest czesciowa tabela funkeji f(x)=ax’.
Znajdz wspolczynnik a i uzupelnij tabele.

1 -0,2 1l 2 -1,5
2 3

f(x) o 05 | 0,08 2 0,98

o Napisz wzér okreslajacy funkcje kwadratowa, ktorej wykres ma wierz-
chotek w poczatku uktadu wspoélrzednych, jesli do wykresu nalezy tez punkt
(3,27).

o Oznacz dlugo$¢ boku kwadratu przez x, a pole tego kwadratu przez y.
Napisz wzor okreslajacy pole kwadratu jako funkcje diugosci jego boku. Jaka
jest dziedzina tej funkeji?

o Napisz wzor okreslajacy pole powierzchni calkowitej

Pole¢ ksigzke

sze$cianu jako funkcje przekatnej jego $ciany boczne;j. X
S, Y S
/
/
/
7/
ﬂitﬁ:i%ﬁ 4.1. Wykres funkcji y = ax? = 177
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o Uzasadnij, ze pole powierzchni calkowitej prostopadtoscianu, ktorego
krawedzie wychodzace z jednego wierzchotka majg diugosci, odpowiednio:
3x, 3x, 9x, opisuje wzor P(x) =126x.

@ Napisz wzor okreslajacy pole kota jako funkeje jego srednicy i podaj dzie-
dzine tej funkcji.

4.2. Przesuniecie wykresu funkcji y = ax?

wzdtuz osi uktadu wspoétrzednych

Jednokierunkowa droga o szerokos$ci 8 m
prowadzi przez tunel w Alpach. Tunel ma
ksztatt zblizony do tuku paraboli o réwna-

3
niu: f(x)= —gxz +6. Sprawdz, wykonu-

jac odpowiednie obliczenia, czy ciezaréwka
o szerokosci 2,6 m moze przejechac¢ tym
tunelem, jezeli najwyzszy punkt ciezaréwki
znajduje sie 4 m nad droga.

Narysujmy przekréj tego tunelu.

A
X
Aby ciezaréwka mogta przejecha¢ tunelem, musiataby
-+ jechac srodkiem drogi. Poniewaz ciezar6wka ma sze-
0l 1 x' rokos¢ 2,6 m, wiec musimy policzy¢ wartos¢ funkgji
w punkcie, w ktérym x =1,3. A zatem w odlegtosci
1,3 m od srodka tunel musi mie¢ ponad 4 m wysokosci.
3
£(1,3) =_§'(1’3)2 +6=537>4

Odp.: Ciezaréwka przejedzie tunelem.
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3

3 Przyktad 1. y=f(x)+2=24"k
Wykres funkcji  y=2x"+2

otrzymujemy, przesuwajac wy-
kres funkcji y =2x* 02 jednostki
w gore (wzdluz osi Oy), natomiast

| — =
—

wykres funkeji y =2x -3 otrzy- -

=

mujemy, przesuwajac wykres

Py
|
e

I
J.
S
I
W

funkcji y=2x" o 3 jednostki Y=

w doét (wzdluz osi Oy).

Naszkicuj wykres funkcji y = ixz, a nastepnie wykresy funkji:

1 1 1 1,
=—x’+— b)) y=—x"—= =—x’-3 =——x"+5
a) y e )y e o)y e d) y e

3 Przyktad 2. i
Wykres funkcji y =2(x— 3)2 otrzy-
mujemy, przesuwajac wykres funk- \\ |
cji y=2x" o0 3 jednostki w prawo ] \
(wzdtuz osi Ox), natomiast wykres y=f(x+2}30e
funkeji y=2(x+ 2)2 otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji y =2x"
02 jednostki wlewo (wzdtuz osi Ox).

—_—
——
|

=

Naszkicuj wykres funkeji y = %xz, a nastepnie wykresy funkgji:

a) y:l[x—lJ b) y:%[x+%) <) y:%(x—.%)z d) y=—%(x+5)2

Matematyka
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3 Przyktad 3.

Wykres funkcji y=2(x—3)2+2 ny x)=2x"
otrzymujemy, przesuwajac wy- Y

kres funkcji y=2x" o 3 jed- \

nostki w prawo (wzdtuz osi Ox) \

oraz 2 jednostki w gore (wzdluz Vb (eo3)r2=2(x-3) +2
osi Oy), natomiast wykres >
funkcji y=2(x+2) -3 otrzy-
mujemy, przesuwajac wykres —y=f(x+2)-3=R(x+2) 3
funkcji y=2x" o 2 jednostki
w lewo (wzdtuz osi Ox) oraz 3
jednostki w dot (wzdtuz osi Oy).

Naszkicuj wykres funkcji y = x*, a nastepnie wykresy funkeji:
2 2
1 1 1 2
a) y=|x——| +1 b) y=|x+—| —— c) y=—(x+5) -3
) ¥ ( ; ) )y (x ; J S 9 y=—(x+5)

—& Wykresem funkeji kwadratowej f(x)=a(x— p)z +q, gdzie a#0, jest
parabola, ktérej wierzchotkiem jest punkt o wspotrzednych (p, q). Osia
symetrii wykresu tej funkcji jest prosta x=p.

— Posta¢ kanoniczna funkeji kwadratowej wyglada nastepujaco:
f(x)=a(x- p)2 +q, gdzie a#0.

o Narysuj wykres funkeji fi g oraz napisz wzor otrzymanej funkeji g.

a) f(x)=x’, wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu
funkeji f o 2 jednostki w lewo.

b) f(x)=-x, wykres funkgji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu
funkgji f o 3 jednostki w prawo.

¢) f(x)==2x’, wykres funkcji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu
funkeji f o 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w dél.

d) f(x)= %xz , wykres funkgji g otrzymano w wyniku przesuniecia wykresu

funkeji f 0 0,5 jednostki w prawo i % jednostki w gore.

180 Rozdziat 4. Funkcja kwadratowa
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6 Naszkicuj wykres funkeji f, odczytaj z wykresu zbior wartosci funkeji
oraz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem.

a) f(x)z(x+1)2—2 o f(x )=—x -1 o) f(x)=3—2(x—4)2
2

b) £(x)= (x—;)2+4 &) f(x)=-22+6 ) f(x)=v2(x—4) 43

o Ponizsza tabela jest cze$ciowg tabela funkcji f :x — x* +b. Znajdz
wspotczynnik b i wpisz do tabeli brakujace liczby.

x 0 1 2 3 L5

f(x) -3 -2 1 6 )

o Naszkicuj wykres funkeji f:
a) f(x —|—x c)f()‘x1—2‘ e) f(x ‘12x 2)

b) f(x)= \(x 214 @ f(x)=

—x +1§‘ f) f(x):‘(x—4)2 —\/5‘

o Podaj przyktad funkeji kwadratowej, ktorej zbiorem wartosci jest przedziat:

a) (1, +eo) b) (-3,+e2) <) (—eo,-3) d) (—e,2)

4.3. Postac og6lna i kanoniczna

funkcji kwadratowej

Swobodny spadek przedmiotu oraz rzut pionowy
Zatézmy, ze obiekt taki jak pitka zostat rzucony prosto w gére (lub w dét) albo po prostu
spadt z poczatkowej wysokosci s,

Jesli rzucimy obiekt do gory z jakiegos miejsca o wysokosci s, nad ziemia, to wysokosc s(t),

na jakiej znajduje sie obiekt w danej chwili, mozemy obliczy¢ z modelu funkcji kwadratowej
e 1,

(w postaci ogolnej): s(t)= Egt + Ut +s,,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim (9,81 % ) v, to predkos¢ poczatkowa obiektu

(nadana predkos¢), a t jest czasem mierzonym w sekundach.

Matematyka
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3 Przyktad 1.
Jak naszkicowa¢ wykres funkcji o réw-
naniu y =2x> —8x+7?
Sprobujmy powyzsza posta¢ funkeji
przeksztalci¢ do znanej nam juz postaci:
y=2x" —8x+7=2(x" —4x+4-4)+7
y=2(x" —4x+4)-8+7
y=2(x-2) -1
Otrzymalis$my znang nam posta¢ kano-
niczna funkeji kwadratowej, ktorej wy-
kres przedstawiono na rysunku obok.

Pole¢ ksigzke

v =f(x)=2x¢""
A py=2(x=2) 1

ﬁﬁ —& Ogdlna postac funkcji kwadratowej wyglada nastepujaco:

f(x)=ax2 +bx +c, gdzie a # 0.

Przeksztalcenie funkeji zapisanej w postaci ogoélnej do zapisanej w postaci
kanonicznej mozemy przeprowadzi¢ nastepujaco:

f(x)=ax’+bx+c

kwadrat b
a

b b
< Z rachunku mamy a ~[— ]z -

¢ <« Kolorem zaznaczono sume 0.

4q 4a

Wyrazenie A=>b" —4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego.

— Czesto funkcje kwadratowa zapisujemy w postaci kanoniczne;:

2
a(x+i) _% , gdzie a#0. Wtedy widoczne sa wspotrzedne
a

2a

b
wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem tej funkeji: (—— —J

Zatem p=x =—, q=y, =—.
2a

4a

—A
2a’ 4a

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlne;j.

1

2 f(x){x_%jﬂe b /(x)=1(x-2)

2_1

c) f(x)=—3(x+4)2 -1
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Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne;j.

a) f(x )=—x —x+% b) f(x)=-12x"+4x-2

¢) f(x)=0,1x*+0,01x — 0,001

o Napisz tréjmian w postaci ogolnej.
a) f(x)=(x—4) -2 o f(x )=——(x+1) +2
b) f(x)=2(x+1+2 &) f(x)=2(x+1) +4B

o Podaj warto$ci wspotczynnikéw b i ¢, gdy kazde z ponizszych wyrazen
zostanie zapisane w postaci ax’ +bx +c.

9 (41 b (=4 o (x+1) (Ex 1)

o Dla jakich warto$ci parametru a podane wyrazenia mozna zapisa¢ w po-
staci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy?

1

a) x’ —6x+a e) x’ +10x+a i) x2—2x+a

2 2 N2, 7
b) x* +6x+a f) x"—5x+a j) x +§x+a

2 1 2 16 1
c) X~ +25+ax g) —x" +25+ax k) —x* +—+ax

16 25 4

d) 9x” +4+ax h) 0,01x> +81+ax 1) 2,25x* +225+ax

o Znajdz wartosci p, g i a:

a) 2x* +20x+50=2(x+p)’ d) 3% ~18x+20=3(x+p) +q
b) 2% +20x+60=2(x+p) +q e) 5x* +12x—6=a(x+p) +
<) 2x2+4x—1022(x+p)2+q f) 3x2—15x+25:a(x+p)2+

o Kazdy z ponizszych tréjmianéw przedstaw w postaci kanonicznej

a) f(x)=x2—6x+1 c) f(x)=x2—10x+6 e) f(x)=X2+%x+l

b) f(x)=x>+8x+5 d) f(x)=—x"—4x+3 f) f(x =x2—lx+z
4 4
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o Kazdy z ponizszych tréjmianéw przedstaw w postaci kanonicznej
a) f(x)=2x"+16x-1 ) f(x)=5x"+10x+6 e) f(x)=-2x"+4x+3

b) f(x )=—x +3x—4 d) f(x)=3x"+12x—4 f) f(x )=—x +4x -2

o Przyjmujac kolejno jako f(x):

a) x° —8x+5, b) x*-3x, c) 5—6x—9x7, d) 2x—=3+3x", ) x*+1+x
(i) napisz funkcje f w postaci kanonicznej,

(ii) podaj wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgji f,

(iii) naszkicuj wykres funkcji £,

(iv) napisz réwnanie osi symetrii.

e Wyznacz wspétczynniki m i n tak, aby do paraboli o réwnaniu postaci
y=x"+mx+n nalezaly punkty A i B.

a) A(L1), B(0,=5) o A(«/E,e), B(3\/5,18)
b) A(3,9), B(-1,9)  d) A(L0), B(2,0)

>> W ksiazce R.B. Waya i N.D. Greena Building with Steel (Budowanie mostéw ze stali) zamieszczone
sq szkice stynnych mostéw. Podane tam krzywe przypominaja wykresy funkcji kwadratowe;j.

Wladukt LangW|es w Szwajcarii. Przesto centralne Dtugie przesto Royal Tweed Bridge w Berwick:
ze zbrojonego betonu jest podobne do krzywej 2x2

25 y=1———o0d x=—4,3 do x=4,3.

o réwnaniu y =2———. 37

9

Dolna linia bocznego przesta Tower Bridge: 116 —21x°

y=—. 120

9x? Przesto mostu Victoria Falls: y =
80
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4.4. Miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j

3 Przyktad 1.
Na rysunku obok przedstawiamy wykres y
funkeji f(x)=x"—-4. Y
Stosujac wzor skréconego mnozenia

a’-b*=(a-b)(a+b),

mozemy uzyska¢ rozktad tréjmianu kwa-

dratowego na czynniki liniowe: >
0[1 X

F(x)=(x-2)(x+2). \Y

Zatem wykres funkgji f(x)=x"—4 ma

wierzchotek w punkcie (0, - 4) i prze-

cina 0§ Ox w punktach o odcietych

x, ==2, x,=2.

—& Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej wyglada nastepujaco:
f(x)=a(x—x,)(x—x,), gdzie a#0 oraz A >0.

Jezeli A>0, to z postaci ogélnej tréjmianu kwadratowego mozna uzyska¢
rozktad tréjmianu kwadratowego na czynniki liniowe.

f(x)=ax’ +bx+c=

b)Y A
=al|x+— | ——
2a 4q°

2a 2a

x_—b+x/Kj(x_—b—\/KJ

Przyjmujac x, = e ;a\/x » Xy = b ;a\/g , otrzymujemy rozktad funkcji kwa-

dratowej na czynniki liniowe ax’ +bx+c=a(x—x,)(x—x,) i stad wida¢,
ze funkcja kwadratowa ma pierwiastki x, i x,.
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Jesli to mozliwe, przedstaw funkcje kwadratowa w postaci iloczynowe;.
a) f(x)=x"-3x—4 b) f(x)=4x"-12x+9 ¢ f(x)=x"+4x+8
—& 1. Jezeli A>0, to funkcje kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci

iloczynowej:

f(x)=a(x—x,)(x—x,), gdzie a=0

i funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe x, i x, wyrazone wzorami:
_—b-+A L bt JA

2a 2a

1 2

Wierzcholek paraboli ma wspotrzedne (xl -;—xz 5 J ( = -;xz ]J
Wzdr na wspélrzedne wierzchotka paraboli jest prawdziwy dla wszystkich
takich x, i x, (nie muszg to by¢ pierwiastki), dla ktérych f(x1) = f(x; ).

2. Jezeli A=0, to funkcje kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci

—{Uwaga}———— iloczynowej:
2 .
Funkcja kwadratowa f(x)=a(x—x,), gdzie a0
ma co najwyzej dwa . . . . . —b
. A i funkcja ma jedno miejsce zerowe x, wyrazone wzorem x, =—.
rzeczywiste miejsca 2a
zerowe. Wierzchotek paraboli lezy na osi Ox i ma wspotrzedne (x,, 0).

3. Jezeli A<O0, to funkcji kwadratowej nie mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynowej i funkcja taka nie ma miejsc zerowych.

Znajdz miejsca zerowe funkgji:

a) f(x)=x"+4x-1 b) f(x)=9x"+30x+25 <) f(x)=x"+5x+10

° Naszkicuj wykresy funkeji:
aA)fx—=x"-9 bfx—o—x"+4 o)fx—x’
d) f:x > —x e)f x >x"+1

Odczytaj z wykreséw miejsca zerowe tych funkeji.
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0 Naszkicuj dowolny wykres funkeji kwadratowej, ktdra

a) ma dwa rézne miejsca zerowe bedace liczbami ujemnymi.

b) ma dwa rézne miejsca zerowe bedace liczbami o réznych znakach.

¢) nie ma miejsc zerowych i kazda jej warto$¢ jest liczba dodatnia.

d) ma dokladnie jedno miejsce zerowe, a jej warto$¢ dla x =—1 jest liczba
ujemna.

o Znajdz miejsca zerowe (o ile istnieja) funkeji kwadratowej i przedstaw ja
w postaci iloczynowej (jesli to mozliwe).

m) f(x)=x"+4x+4 n) f(x)=x"+4x+5 o) f(x)=6x"+5x+1

a) f(x)=2 b) f(x)=-3 o f(x)=2x"-3
d) f(x) 2x°+3 e) f(x)=—3x +5 f) f(x)=-3x"-5
f(x)=x"—4x+3 f(x)=x*—4x+4 i) f(x)=x"—4x+5
j) f(x)=x +5x+6 k) f(x) x*=5x-7 1) f(x)=x"+4x+3
(x)=
(

p) f(x)=6x"=5x+1 q) f(x)==2x"+x+1 1) f(x)=-3x"+2x+1
) f(x)=9x"—6x+1 ) f(x)=9x"+6x+1 u) f(x)=9x"—-6x+3
w) f(x)=9x"+6x-1 x) f(x)=3x"+6x+9 y) f(x)=-2x"+6x+20

4.5. Rownania kwadratowe

—& Rozwigzania rownania kwadratowego ax’ +bx+c=0, gdzie a#0,

to miejsca zerowe funkgji f(x)=ax’+bx+c (a#0).
Aby rozwiaza¢ réwnanie kwadratowe, przenosimy wszystkie wyrazy
na lewa strone réwnania i przyréwnujemy je do zera.

Réwnania kwadratowe typu ax2+bx+c=0

% Przyktad 1. —{ Wskazowka }

Rozwigzujemy réwnanie 2x° +3x =35.

Wykonujemy ta-

2x” +3x—35=0 < Przenosimy wszystkie wyrazy na lewg strone réwnania.  kie same obliczenia

A=3"-4-2-(-35)=9+280=289 jak przy wyzna-
czaniu miejsc ze-

VA =289 =17 rowych funkgji:

_3_ _ _ 2
= 3-17_=20_ X = 3+17 _14_7 f(x)=2x"+3x-35.
22 4 2:2 4 2
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Rozwiaz réwnania:
a) 6x*+7x=3 b) (x—l)(x—Z)zZO 19) x> =22x-16=0

Jezeli w réwnaniu kwadratowym wspdtczynnik b =0 lub ¢ =0, to mozna je
rozwigzaé szybciej jedna z dwoch ponizszych metod, nie obliczajac wyréznika.

{wskazéwka }—— ROwnania kwadratowe typu ax>+bx=o0dla a,b=0
Dla a.be R waru- x(ax+b)=0 <« Wyciagamy x przed nawias.

neka-b=0 zachodzi x=0 v ax+b=0 < Iloczyn dwdch czynnikéw réwna sie zero,
wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich réwny jest zero.

gdy a=0 lub b=0. ,_g xz_ﬁ

a

3 Przyktad 2.
Rozwigzujemy réwnanie 2x° —4x =0.
x(2x—4)=0,stad x=0 lub 2x—4=0, czyli x=2.

Cwiczenie 2.
Rozwiaz réwnania:

a) x°=5x=0 b) —%x2+3x=0 c) V2x? +3x =0

Rownania kwadratowe typu ax*+c=0dla a#0ic<o
Réwnania tego typu rozwigzujemy, korzystajac ze wzoru skroconego mnoze-
nia: m’ —n* =(m—n)(m+n).

3 Przyktad 3.
Rozwigzujemy réwnanie 4x” —16 =0. Otrzymujemy x° —4 =0.
(x—2)(x+2):0, stad x—2=01ub x+2=0, czyli x =—2lub x =2.

Cwiczenie 3D
Rozwiaz réwnania:

a) 2x>—16=0 b)%x2—3=0 ¢) x* =5
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3 Przyktad 4.

Réwnanie 4x° +1=0 nie ma rozwigzania. Wynika to z faktu, ze wyrazenie

4x* +1>0 dla wszystkich xe R.

o Rozwiaz réwnania:
a) x’ =64 b) x*’=81 ¢) —x*+36=0 d) x*’—121=0 e) x*—0,64=0

0 Wyznacz te rozwigzania réwnania, ktore naleza do zbioru liczb naturalnych.

a) x> =256 b) x> =1225 ¢) ¥’ —16=0 d) x*-196=0

o Rozwiaz réwnania:

a) x> =7x b) x> =-14x ¢) ¥ 4+29x=0 d) x*-17x=0

o Rozwigz réwnania:
2
a) (x-2)'=4 b (x—\/§)2:3 Q) (x+l) =i d) (x-7) —64=0

o Rozwiaz réwnania:

a) ¥’ —8x+15=0 f) (x—2)(x-3)=6 k) 4(x* 1) =4x-1

b) x*—12x+25=0 g) x22_6—x24_4=1 1) (x—3)(x—%)=0

) (3—\/E)x2—6x+3+\/gzo h) x(x—2)=3(x—2) m) (x+\/§)(x—\/§):0
d) —x* +7x-12=0 i) (x-4) =(x—4)(2x-1)  n)5x*=x-1

e) x* —24/2x-16=0 ) §x2—1,6x=1,2 0) x(x—-1)=16

° Znajdz pierwiastki réwnania z dokfadnoscia do 0,01. @ pﬁ

a) X’ =5x—=5=0 b) x> =5x+1=0 ¢) 3x*—8x+3=0 d) 3x*—6x+1=0

o Ul6z réwnanie kwadratowe, ktdrego pierwiastkami sa:

a)7i3 b)7i-3 €)-7i3 d)-7i-3
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o Ul6z réwnanie kwadratowe majace pierwiastki:

a)ziE C)\/?_)i\/?: e)lia
4 9 a
b) —%i% B2+ i2-V3 6 “;b i Jab

o Ul6z réwnanie kwadratowe, ktérego pierwiastki sa kwadratami pierwiast-
kéw réwnania x* +3x-10=0.

=]
ht‘

@ Szedcienna kostka lodu ma pole powierzchni réwne 24 cm®.
Jaka dlugo$¢ ma krawedz kostki lodu?

@ Pole kota wynosi 10,1736 m?*. Oblicz przyblizong dtugos¢ pro-

IW mienia tego kota.

*4.6. Rbwnania sprowadzalne

do rownan kwadratowych

3 Przyktad 1.
Rozwigzmy réwnanie x* —5x* +4=0.
Zauwazmy, ze podstawiajac zmienng pomocnicza x* =t, otrzymujemy
do rozwigzania réwnanie kwadratowe t* —5t +4=0.
A=(-5) —4-1.4=25-16=9, JA =9 =3

532 5+38
=Lt = =

212 U2 2
Wracamy do podstawienia: x” =1 lub x* =4.

Rozwigzaniem pierwszego réwnania jest x=—1 lub x =1, za$ drugiego
x=-2lub x=2.

Odp.: Réwnanie wyjsciowe ma cztery rozne pierwiastki:
x==2,x=-1L,x=1, x=2.

—b Réwnanie ax® +bx’ +¢c=0 nazywamy réwnaniem dwukwadratowym,
gdyz mozna je sprowadzi¢ do réwnania kwadratowego przez podsta-
wienie w miejsce x° zmiennej pomocniczej t. Woéwczas rozwigzujemy
réwnanie at® +bt +¢=0.

Aby wyjéciowe réwnanie dwukwadratowe mialo rozwiazanie, réwna-
nie kwadratowe ze wzgledu na t musi mie¢ rozwigzanie nieujemne.
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Rozwiaz réwnania:
a)x'+8x*+12=0  b) x* +6x*-7=0
c) x* —8x*+15=0 d) x* +18x* +56=0

% Przyktad 2. Dﬁ

Rozwigzmy réwnanie x°+19x° —216=0.

Zauwazmy, ze przez podstawienie x’ =t otrzymujemy réwnanie kwadratowe
t* +19t —216 =0, ktdre rozwigzujemy.

A=19* —4-1-(-216)=1225, VA =35

t,=-27,1 =8

Wracajac do podstawienia, otrzymujemy x* =27 oraz x° = 8.
Rozwigzaniami réwnan sg liczby x =—3 oraz x =2.

o Rozwigz réwnania:

a) x*—4=0 d) x'-5x*+4=0 g 2x'+5x°-7=0
b) x* —4x> =0 e) x'—4x’+4=0 h) x'—-x"+1=0

O x'=x*=2=0 ) x'+2x°=3=0 i) x' +42x° +6=0
o Rozwigz rownania:

a) x*-8=0 b) x*=27x’ =0 o) x*—x’-2=0

*4.7. Uktady rownan prowadzace

do rownan kwadratowych

3 Przyktad 1. 0
2 _ Jl
. .  Jy—x"=3
Dany jest uktad réwnan .
x+y=5 \ |
- - . . \ /
Rozwigz uktad graficznie i algebraicznie.
Sprawdz, czy dobrze odczytales rozwia-
zania uktadu.
X
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2
Sprowadzmy uklad do czytelnej postaci: {y svd .
y=—x+5
W jednym ukladzie wspétrzednych rysujemy parabole jako wykres funkcji
y=x"+3 oraz prostg jako wykres funkcji y =—x+5.
Odczytujac z rysunku punkty przeciecia si¢ obu wykreséw (liczac po krat-
kach), otrzymujemy rozwiazania:

{x:—Z {le
\%
y=7 y=4

2
-x =3
Rozwigzujemy uktad réwnan 7 algebraicznie.
x+y=5
y=x"+3 , A
. . ¢ Zpierwszego réwnania wyznaczamy y
x+x+3=5 i wstawiamy do réwnania drugiego.

x*+x-2=0 <« Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe.

A=1—41-(-2)=1+8=9, JA=9=3
—1- -1
xl=¥=_2’ x2: +3:1
2 2

Tak wyznaczone x wstawiamy do réwnania pierwszego.

y,=(=2) +3=4+3=7 y, =1 +3=1+3=4

x==2 x=1
v
y=7 y=4
—> Jezeli dany jest uktad dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi, z ktérych
jedno jest pierwszego, a drugie drugiego stopnia, to réwnanie pierwszego
stopnia mozna zawsze przedstawi¢ w postaci:
y=mx+n. (1)
Jezeli podstawimy w miejsce y w réwnaniu drugiego stopnia réwnanie
(1), to wraz z réwnaniem (1) otrzymamy nowy uklad réwnowazny da-
nemu (wyj$ciowemu) , ktory bedzie juz postaci:
y=mx+n
ax’ +bx+c=0

. . e
Lwiczenie 1.5

Rozwigz ukiady réwnan:

2 x’—y=—4 b) x*—y=0 o x*+y'=4
x—y=—4 3x—y-2=0 x=2=0
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3 Przyktad 2. cD

- o o XY=
Rozwigz algebraicznie ukltad réwnan 6
xy =

< Z pierwszego réwnania wyznaczamy na przykfad y

{ y=—x+5
i wstawiamy do réwnania drugiego.

x (—x + 5) =6
—x>+5x—6=0 < Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe.
A=25-4-(-1)-(-6)=25-24=1

Ja=+1=1

—-5-1
_ —5+1

X, = =2 « Tak wyznaczone x wstawiamy do réwnania pierwszego.

y,=-3+5=2, y,=-2+5=3
x=3 x=2

\Y%
y=2 y=3

Rozwigz ukiady réwnan:

x+y=2 x—y=8 xy=1
a) b) 9)
xy=-8 xy=-15 2x+y=1

o W jednym uktadzie wspotrzednych narysuj wykresy dwoch funkgji, a na-
stepnie odczytaj wspdtrzedne punktéw wspdlnych tych wykreséw. Oblicz, czy
dobrze odczytates wspolrzedne.

a) y=x"1iy=3x-2 b) y=x"-4iy=x—4

O y=—x"+21y=-x+2

o Rozwigz uktady réwnan:

2x-3y=0 4x+5y-22=0 x+y'=9
a 2 2 <) e) )
x"+y =13 xy=6 X' —y=0
2x+5y—-20=0 d x+y=15 ¢ xy=1
2x* =5xy=0 x*—y* =15 2x+y=1
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o Oblicz dlugos¢ bokéw $ciany murowanej, ktorg nalezy ociepli¢ styropia-
nem, majac jej pole S i obwdd p.

a) S=42m’ p=28m
b) $=24m’ p=20m

1
o Stosunek dwoch liczb jest rowny —, a suma ich kwadratéw réwna sie 180.
Znajdz te liczby. 2

o Dwoch robotnikéw, pracujac jednocze$nie, wykopatoby réw w czasie
12 dni. Ile dni kopalby ten réw kazdy z robotnikéw samodzielnie, jesli jeden
potrzebuje na to o 7 dni wiecej niz drugi?

o Dwaj bracia mieszkali w réznych
krajach Unii Europejskiej w miejsco-
wosciach odlegtych od siebie o0 480 km.
Pewnego dnia uméwili sie na spotkanie

w polowie drogi. Pierwszy z nich wyjechat
o godzine pdzniej niz drugi, bo wiedzial,
ze jezdzi ze $rednig szybkoscig o0 20 km/h
wigkszg niz jego brat. Z jaka srednig pred-
koscig jezdzi kazdy z nich, jesli na miejsce
spotkania przyjechali jednoczesnie?

o

4.8. Nierownosci kwadratowe

Wiemy juz, Ze rozwiazanie nieréwnosci polega na wyznaczeniu zbioru tych
wartosci x, dla ktérych nier6wno$¢ jest prawdziwa.

3 Przyktad 1.

W celu rozwigzania nierdwnosci y
x> —4<0 mozemy naszkicowaé wy-

kres funkcji f(x)=x’—4. Nastepnie

z wykresu odczytujemy zbidr rozwia-

zZan x € (—2, 2).
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Kup ksigzke

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe potozenia paraboli wzgledem osi Ox.

a>
A N
A ZU
\
\
/ >
XN_SX X

ax’ +bx+¢>0 & x€ (=0, x, ) U(x,, +00)

ax’ +bx+c20 & xe (—oo, x1>u<x2,+oo)

ax’ +bx+c<0 & xe(x,, x,)

ax’ +bx+c<0 & xe(x,x,)

\>U

=

[N —

Pole¢ ksigzke

ax’ +bx+c>0 & (oo, x, ) U(X,, +0)

ax’ +bx+c>20=xe R

ax’ +bx+c<0 & xed
ax’ +bx+c<0& x=x,

a> U\ a<
A0\ A N
A<0 A>0 "~
\
N’ LD
|| /™ 2\ A
> / \
2 ax’ +bx+c>0 & xe(x, x,)
ax*+bx+c>20s xe R X
2
ax’ +bx+c<0& xe ax’ +bx+c20 & xe(x, x,)
ax’ +bx+c<0 & xe (—oo, x, ) U(x,, +00)
ax2+bx+c£0<:>xe(—oo,xl>u<x2,+oo)
<0 a<
A=0 A<0
0
/, ‘\ ?7 /’>7
\ A / N\ 4
\ \
/ \ / \
/ \ / \
/ \
2 2
ax‘+bx+c>0=xed ax" +bx+c20 xed
2
ax’ +bx+c20 & x=x, ax’ +bx+c<0& xe R
ax’ +bx+c<0 & xe (—0, x, ) U(X,, +0)
ax* +bx+c<0= xe R
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3 Przyktad 2.
Rozwiaz ponizsze nierdwnosci.
a) x*>1
x*—1>0 <« Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone.
x*—1=0 <« Wyznaczamy pierwiastki réwnania.
(x—1)(x+1)=0,stad x=—1 v x=1
\ / f(x)=x*-1 <« Rozpatrujemy parabole wzgledem osi Ox.
>
—1\_/1 X Xe (—<>°, - 1) ) (1, + oo) « Odczytane rozwigzania.

b) —x* >2x

—x*—2x20 <« Przenosimy wszystkie wyrazy na jedna strone.
—x*—2x=0 <« Wyznaczamy pierwiastki réwnania.

—x(x+2)=0, stad x=0 v x=-2

P f(x)=—x*—-2x <« Rozpatrujemy parabole wzgledem osi Ox.
/ \ xe <—2, 0> < Odczytane rozwigzania.

, A/.ﬁ‘
Lwiczenie 1.
Rozwiaz nieréwnosci:

9
a) ¥’ <=2x+3 b)) 3x*+6x—-1<-1 ) x2—4x—z>0

3 Przyktad 3.
Rozwiaz ponizsze nierdwnosci.
L x*—x+1<0
x’—x+1=0 <« Wyznaczamy pierwiastki réwnania.
Poniewaz A=1-4=-3<0, to pierwiastkéw brak.

f(x)=x*-x+1 « Rozpatrujemy parabole wzgledem osi Ox.

-
X  xe@ <« Odczytane rozwigzania.

2. —x+x—-1<0

—x*+x—-1=0 <« Wyznaczamy pierwiastki réwnania.

x> Poniewaz A=1-4=-3<0, pierwiastkéw brak.
f(x)=-x*+x-1 « Rozpatrujemy parabole wzgledem osi Ox.

xe R <« Odczytane rozwigzania.

()0 Gviczenie 2>

Rozwiaz nieréwnos¢:
a) x’=3x+7>0 b) 2x’ —x+2<0
c) —x*—3x—6>0 d) —x*+x-1<0
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o Rozwigz nieréwnosci:

a) x(x—-2)>0 e) ¥’ =16>0 i) x’-2x—8>0

b) x(x+4)<0 f) x* <4 i) X’ +12x+24>0

o) (x=7)(x+6)=0 g) 8x*>24 k) x> +12x+24<0

d) 2x> —8x<0 h) 48 <«x’ D) x* <—4(x+1)

0 Zaznacz na osi liczbowej zbiory AU B, AN B. Dﬁ
1. A={xeR: x*-8x+15>0}, B={xeR: ¥ -8x+15>-1}

2. A={xeR: 2x(x-10)24(x-8)}, B={xeR: x(x+19)<3(18+5x)}

o Krople wody tryskajace z fontanny poruszajq sie po torze zblizonym do paraboli.
Jezeli wylot z fontanny, znajdujacy sie na poziomie wody, uznamy za start (zerowa
sekunda), to jak dlugo (w sekundach) krople znajduja si¢ nad powierzchnia wody
i w ktorej sekundzie znajda si¢ w wodzie, gdy tor lotu wyraza si¢ rownaniem:

a) f(t ):——t +t b) f(t)=-2t"+t ) f(t ):——t(t+3)

*4.9. Wzory Viéte’a

W przypadku gdy A >0, z poréwnania wspdtczynnikéw tréjmianu kwadra- —{Uwaga }
towego (w postaci ogdlnej i illoczynowej) mamy: Dwa tréjmiany sa
ax’ +bx+c=a(x—x,)(x—x,) rowne, gdy wspot-
czynniki przy ich
odpowiednich pote-
ax’ +bx+c=ax’ —a(x, +x,)x+axx, gach sa rowne.

)))Stwierdzenie zapisane w formie uwagi mozemy udowodni¢, wiedzac, ze dwa trojmiany sa rowne wtedy,

gdy dla dowolnej liczby maja te same wartosci.

Mamy dwa trejmiany: f(x)=a,x” +bx+c, oraz g(x)=a,x’ +b,x +c,.
Powyzsze trojmiany sa rowne, gdy dla kazdego X, maja taka sama wartos¢, czyli:
f(x)=ax!+bx, +c =g(x )=a,x; +b,x, +c,.

Stad a,x. +b,x, +¢, — (a X +b,x, +c )=

zatem (a, —a, )x} +(b, — bz) X, ( -¢,)=0

Wida¢ wiec, ze wyrazenie przyjmuje wartos¢ O dla dowolnego X, tylko wtedy, gdy g, =a, i bl = b2 i =c,

ax’ +bx+c=a(x2 — XX, —x1x+x1x2)

—~
mmw

S

Matematyka . o
;'.E;i"npej(tz);ka 4.9. Wzory Viete'a - 197




Kup ksigzke
—{ Uwaga }

Dla A<0 wzory
Viéte'a nie dzia-

taja w zbiorze liczb
rzeczywistych. Nie
mozna obliczac
sumy i iloczynu pier-
wiastkow, ktore nie
istnieja.

Pole¢ ksigzke

Otrzymujemy wzory:

b=—-a(x,+x,),stad x, +x, =—é;
a

— d — ¢
c=axx,, stad xx, =

b c
Wzory x, +x, =—— orazx -x =—
172
a a
nazywamy wzorami Viétea.

twecrdzente

—{ Uwaga }

Wzory Viete'a sg
prawdziwe row-
niezdla A<O0, ale
woéwczas mamy do
czynienia z pier-
wiastkami zespolo-
nymi, a to wykracza
poza zakres ma-
teriatu nauczania
szkoty ponadgimna-
zjalnej.

—{ Uwaga }

Wozory Viete'a
mozna wyprowadzi¢
nie tylko dla funk-
¢ji kwadratowej, ale
réowniez dla dowol-
nych wielomianéw.

b c
Jezeli x, +x, =—— i x,x, =—, to x, i x, s3 pierwiastkami tréjmianu
a a

kwadratowego ax’ +bx +c.

Wyprowadz postaé wzoréw Viete'a w przypadku, gdy A=0.
3 Przyktad 1.

Nie obliczajac pierwiastkéow tréjmianu kwadratowego, umiemy obliczy¢

ich sume i iloczyn, np. dla x* —8x+12=0 mamy x, +x, = e 8 oraz

X, "X, N =12.

3 Przyktad 2.
Sprawdz, jaki znak majg rozwigzania réwnania 3x° —7x +2=0.
Oczywiscie mozemy rozwigza¢ réwnanie i sprawdzic, ale czgsto szybszym
i mniej czasochlonnym sposobem okazuje si¢ zastosowanie wzoréw Viétea:

7 2

x +x,=—>0 X x,==>0

Whioski: Tloczyn jest dodatni, zatem oba pierwiastki sg tego samego znaku
(dodatnie lub ujemne).

Gdyby oba pierwiastki byly ujemne, to ich suma tez bylaby ujemna; gdy oba
pierwiastki sa dodatnie, to ich suma tez jest dodatnia.

Odp.: Oba pierwiastki s dodatnie.

— Badanie znaku pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego.
Jezeli iloczyn x, - x, <0, to pierwiastki maja rézne znaki.
Jezeli iloczyn x, -x, >0, to pierwiastki maja jednakowe znaki,
przy czym obowiazuje wtedy nastepujaca zasada:
jezeli x, +x, >0, to oba s3 dodatnie,

jezeli x, +x, <0, to oba sg ujemne.

198

Rozdziat 4. Funkcja kwadratowa
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Sprawdz, czy réwnanie ma pierwiastki rzeczywiste. Jedli tak, to okresl ich znaki.

a) x°=5x—=5=0 b) x> —10x+8=0
c) x> —378x—5722=0  d) 11x* +24x-9=0

3 Przyktad 3.
Bardzo czesto w zadaniach wykorzystywane sa wzory skroconego mnozenia:
(a+ la)2 =a’ +2ab+b’, po przeksztalceniach: a* +b* =(a+ b)z —2ab.
Znajdzmy zatem sume kwadratéw pierwiastkow réwnania x* —9x+18=0.

2 2 2 . . L.
X, +x, = (x1 +x, ) —2x,x, <« Napodstawie wzoru skréconego mnozenia.

2
b c . .
(— —2-— < Na podstawie wzordéw Viéte'a.

a a
2
J —2-§:81—36:45
1 1

Nie obliczajac pierwiastkéw danego réwnania, wyznacz sume ich kwadratéw.

a) 2x*+3x+1=0 b) x*=5=0 ¢) 2x*—8x+7=0 d) —x"+4x—-4=0

o Nie obliczajac pierwiastkdw réwnania, znajdz ich sume i iloczyn.
1 1
a) X’ —5x+4=0 ) Exz—x+Z:0 e) 3x> —25x+6

b) 2x* +5x—7=0  d) 3,5x*—=2,5x—-3,1=0 ) —7x*—49x+1=0

0 Przeksztal¢ wyrazenie dla pierwiastkéw x, i x, pewnego tréjmianu kwa-
dratowego, aby mozna bylo zastosowaé wzory Viétea (aby w wyrazeniu wy-
stapity tylko sumy i iloczyny pierwiastkdw).

1

1
a) X\ +x3 b) x_+x_ o) (xl—xz)2
1 2

0 Danych jest pie¢ roéwnar:

5x* —3x+428=0, 28x> +47x+15=0, 28x> —47x+15=0,
21x* —x—10=0, 21x* +x—10=0
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Pole¢ ksigzke

Nie rozwigzujac ich, odpowiedz na ponizsze pytania dotyczace kazdego z nich.
a) Czy réwnanie ma pierwiastki?

b)Jezeli ma, to czy sg jednakowego znaku, czy tez przeciwnego?

c) Jezeli sa jednakowego znaku, to jakiego?

d)Jezeli sa przeciwnego znaku, to jaki znak stoi przy liczbie o wigkszej war-
tosci bezwzglednej?

Sprawdz udzielone odpowiedzi, rozwigzujac te réwnania.

o Wiadomo, ze x, i x, sa pierwiastkami réwnania —10x” —10x—1=0

i x, <x,. Oblicz wartosci wyrazen:

1 1
a) X, + X, ) x, —x, e) x, —x, g) —+—
xl 'x2
2 2 3 3 1 1 2
b) x; —x; d) x] +x; f) —+— h) (x,—x,)
X X

*4.10. Rownania kwadratowe

Z parametrem

Czasami spotykamy sie z zagadnieniami
polegajacymi na przykltad na przedysku-
towaniu liczby rozwigzan badz polozenia
w uktadzie wspotrzednych w zalezno$ci od
parametru.

Rozpatrzmy rodzing parabol o réwnaniu

1 . .
y= Exz + k. Co mozemy zaobserwowac?

Zaobserwujemy, ze w zaleznosci od liczby
k parabola ma jakie§ konkretne potozenie
w uktadzie wspélrzednych. Mianowicie albo
przecina o$ Ox, albo nie. Mozemy zatem

powiedzie¢, ze w zaleznos$ci od liczby k parabola o réwnaniu y :%xz +k

ma dwa punkty przecigcia z osig Ox albo jeden punkt przecigcia z osig Ox,
albo nie ma punktéw przeciecia z osia Ox. Liczbe k nazywamy parametrem. Mo-
zemy powiedzie¢, ze dla ke (—oo, O) parabola o réwnaniu y = %xz +k madwa

punkty przecigcia z osig Ox, dla k=0 jeden punkt przecigcia, a dla k>0 nie
ma punktéw przeciecia z osig Ox.
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3 Przyktad 1.
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie mx’ +2(m—1)x+m—3=0:
a) ma dokladnie jedno rozwigzanie?
Zauwazmy, ze — w zaleznosci od m — mamy do czynienia z réwnaniem
liniowym badz kwadratowym. Rozpatrzmy te przypadki.

1. Réwnanie liniowe, czyli m=0. | 2. Réwnanie kwadratowe; m#0.
Woéweczas réwnanie przyjmuje postaé | Wowczas, aby réwnanie miato do-
—2x-3=0. kfadnie jedno rozwigzanie, warunek
Stad otrzymujemy jedno rozwigza- A =0 musi by¢ spelniony.
nie: x=—>. A=4(m—1)2—4m(m—3):
2 =4m’ —8m+4—4m’ +12m=
=4m+4=0
Stad m=-1.

Odp.: Réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie, gdy m=0 lub m=-1.
b) ma dwa rézne rozwigzania?

Réwnanie ma dwa rézne rozwigzania, gdy A>0Am #0.

Stad A=4m+4>0, czyli m>-1Am=#0.

Pole¢ ksigzke

—& Wyréznik tréjmianu kwadratowego informuje o liczbie rozwigzan —{ywaga }

réwnania kwadratowego:

jezeli A>0, to réwnanie posiada dwa rézne rozwigzania rzeczywiste,
jezeli A=0, to réwnanie posiada dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste,
jezeli A<0, to réwnanie nie posiada rozwigzan rzeczywistych.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie?
a) X’ +mx—1=0 b) X’ +x—m=0

) mx’+x-1=0 d) (m—1)x’+mx—1=0

Jezeli wspotczyn-
niki tréjmianu
kwadratowego
y=ax’+bx+c
zalezg od parametru,
to nalezy pamietac,
ze w szczegdlnym
przypadku mozemy
mie¢ do czynienia

z funkgja liniowa,
gdy a=0, lub nawet
funkgcja stata, gdy

¥ Przyktad 2. . a=01ib=0.
Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie (m—1)x* —(m+1)x + Z(m +1)=0
ma dwa pierwiastki réznych znakow?
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—{ Wskazoéwka }

Iloraz jest zawsze
tego samego znaku
co iloczyn licznika

i mianownika.

%<0(:>a~b<0

%>0<:>a~b>0

—{ Uwaga }

Znak pierwiast-
kow tréjmianu kwa-
dratowego zalezy
od znaku ich ilo-
czynu i sumy
(wzory Viete'a).

Pole¢ ksigzke

Spelnione musza by¢ warunki:

1. a#0 (aby pierwiastki byty réznych znakéw, musza by¢ dwa pierwiastki
— sytuacje liniowa odrzucamy).

2. A>0 (aby pierwiastki byly roznych znakéw, musza by¢ dwa rozne).

3. x,x, <0 (iloczyn liczb o przeciwnych znakach jest ujemny).

Rozpatrujemy kolejne warunki:
1. m—1#0,stad m#1.

2. A=(—(m+1))2—4(m—1)~i(m+1)=m2+2m+1—(m2—1)=2m+2>0,

stad m>—1.
Lm+1)
c_4
3. xx,=—= <0, stad <0.
a m— m—
Zatem (m+1)(m—1)<0 \ / >
me (-1,1) SN/ X

Wyznaczamy cze$¢ wspolng rozwigzan warunkow 1., 2.1 3.:
m#lAam>—-1Ame (—1,1).
Odp.: me (—1, 1).

Dla jakich wartoéci parametru m pierwiastki rOwnania maja rézne znaki?
b) X’ +x—m=0
d) (m—l)x2 +mx—1=0

a) ¥’ +mx—1=0

c) mx+x-1=0

Réwnanie dwukwadratowe z parametrem
Réwnanie

(1) ax* +bx* +¢c=0

rozwigzujemy przez podstawienie x° =t irozwigzanie réwnania
(2) at> +bt+c=0.

— Liczba rozwigzan rzeczywistych rownania dwukwadratowego

Réwnanie (1) moze:

1) mie¢ cztery rézne rozwigzania, gdy réwnanie (2) ma dwa rézne roz-
wigzania dodatnie;

2) miec trzy rézne rozwiazania, gdy rdwnanie (2) ma jedno rozwigzanie
dodatnie, a jedno zerowe;

3) mie¢ dwa rdzne rozwigzania, gdy réwnanie (2) ma jedno rozwigzanie dodat-
nie, a drugie ujemne lub gdy drugiego (ré6znego od pierwszego) nie ma;

4) mie¢ jedno rozwigzanie, gdy réwnanie (2) ma doktadnie jedno roz-
wigzanie i to rozwigzanie jest zerem;

5) nie mie¢ rozwigzan, gdy réwnanie (2) nie ma rozwiazan lub ma roz-
wigzania, ale wszystkie sa ujemne.
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Cwiczenie 3.
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x* +x’ —m=0 nie ma rozwig-
zan, a dla jakich ma:

a) cztery rozne rozwigzania? ¢) dwa rézne rozwigzania?
b) trzy rézne rozwigzania? d) jedno rozwigzanie?

o Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie

a) x> =m b) x*+4=m ¢) ¥’ +m=4
(i) ma dokladnie jedno rozwigzanie?

(ii) ma dwa rozne rozwigzania?

(iii) nie ma rozwigzan?

° Jaki warunek spetnia parametr m, jesli funkcja f(x)=mx’ +2x+2 pﬁ

a) ma dwa rézne miejsca zerowe?
b) ma jedno miejsce zerowe?
¢) nie ma miejsc zerowych?

o Przy jakich warto$ciach k podane ponizej tréjmiany nie maja pierwiast-
koéw, przy jakich maja jeden, a przy jakich majg dwa?

a) X +k f) 2x* —4x—k
b) x* —k g) x* —2kx+3
c) k—x’ h) x> +kx+3

d) k—2x* i) —x* —2kx+5

e) x* —6x+k j) —2x* —4kx—7

o Zbadaj liczbe rozwiazan réwnania w zalezno$ci od parametru m.
a) X +mx+1=0 ) x2—2mx+(m2—1)=0

b) 2x’ —(3m+2)x+12=0  d) (2+m)x* +2(1-m)x+(m+2)=0

° Wykaz, ze réwnanie 3x” +mx —4=0 ma dwa rézne rozwigzania
dla kazdego me R.

o Wykaz, ze réwnanie 3x% +mx + 4(m2 + 1) =0 nie ma rozwigzania dla
kazdego rzeczywistego m.

o Wyznacz wartosci parametru p, dla ktérych réwnanie x* +(p+1)x+(p+3) =0
ma oba pierwiastki dodatnie.

Matematyka
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o Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (m—2)x* —(m+1)x—m=0
ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

o Dla jakich wartosci parametru k rownanie x* +(k—3)x+k—5=0
ma dwa pierwiastki réznych znakow?

@ Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie
(m - 2)x4 - Z(m + 3)x2 +m+1=0 ma cztery rozne pierwiastki.

@ Zbadaj, dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
(m - 2)x4 - 2(m + 3>)x2 +m+1=0 ma trzy rézne pierwiastki.

*4.11. Nierownosci kwadratowe

Z parametrem

3 Przyktad 1.
Dla jakich warto$ci parametru k nieréwnos$¢ kx’ +4>0 jest spetniona dla
wszystkich x € R? Zadanie sprowadza sie do pytania, dla jakich k funkcja po-
staci f(x)=kx’ +4 przyjmuje wartoéci dodatnie dla kazdego xe€ R.
Rozpatrzmy nastepujace sytuacje:

1. Dla k=0 mamy f(x)=4>0. Jest to funkcja stala, zawsze przyjmujaca
warto$¢ dodatnia réwna 4.

a>0
lub A<0
2. Jezeli k#0, to mamy do czynienia z funkeja
kwadratowg. Aby spelniata warunki zadania, jej >

wykres musi by¢ potozony tak jak na rysunku. X
Spelnione maja by¢ jednoczesnie dwa warunki:k >0 i A=0>—-4k-4<0,
stad k> 0.

Alternatywa warunkoéw 1.1 2. jest ke <O, +00).

3 Przyktad 2.

Dla jakich wartoéci parametru k funkcja f(x)=(k—1)x* +(k—1)x -1 przyj-
muje warto$ci ujemne dla wszystkich x rzeczywistych?

204 Rozdziat 4. Funkcja kwadratowa




Kup ksigzke Pole¢ ksigzke

A rosnaca, 98-100, 121, 140
roznowarto$ciowa, 121
stala, 99, 100, 140, 201

funkgje trygonometryczne, 238, 240-243, 245,

argument funkgji, 90, 91, 93-95, 98, 99, 121, 123
algorytm Euklidesa, 26

250, 308, 309
B
blad G
i -
wzgledny, 64
I
C iloczyn zbioréw, 18, 19
cosinus, 239, 242, 249, 250, 309
J
D jedynka trygonometryczna, 243

Diofantos z Aleksandrii, 83, 84
dopelnienie zbioru, 19 K
dziedzina funkcji, 90, 93, 94, 104, 106, 159, 176
kat, 140, 226, 227, 229, 232, 237-242, 249-252,
254,257
F depresji, 260

elewacji, 260
kwantyfikator, 12

ogolny, 12, 13

figury podobne, 235-237
funkcja 87-91, 93-95, 97-100
kwadratowa, 173, 174, 176, 180, 182, 184-187,
206-212
posta¢ iloczynowa, 185, 186

szczegolowy, 12, 13

posta¢ kanoniczna, 180, 182 L
posta¢ ogolna, 182
liniowa, 137-140, 147, 158, 159, 201, 307 lemat, 232
malejaca, 98- 100, 121, 139, 140 liczba pierwsza, 24, 25
monotoniczna, 97-101 liczby
nieparzysta, 122, 123 blizniacze, 24
odwrotna, 124 zlozone, 24
okresowa, 123 logarytm, 66-69, 307
parzysta, 122, 123 potegi, 68, 307
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M R
macierz, 162 rozklad na czynniki, 24- 26, 38, 185
metoda podstawiania, 155 rozwigzanie
metoda przeciwnych wspolczynnikow, 156 nieréwnosci, 148, 151, 194
miejsca zerowe funkcji, 95, 147, 186, 187, 202, 308 réwnania, 147, 187, 189, 201, 202

monotoniczno$¢ funkgji liniowej, 97, 100, 101, 139 réwnania réwnowazne, 105, 106
rownanie, 105, 106, 138, 139, 147, 150, 190
dwukwadratowe, 190, 202
N kwadratowe, 187, 188, 190-192, 200, 201, 212
nieoznaczone, 147
oznaczone, 147
sprzeczne, 147

najmniejsza wspolna wielokrotnos¢, 25
najwiekszy wspolny dzielnik, 25, 26
nieréwnosci kwadratowe, 194-196, 204

nieréwnoéé, 105, 146, 148, 150-152, 194, 204 réwnos¢ zbior6w, 18
mocna, 105 réznica zbioréw, 19
staba, 105
trojkata, 35, 228
S
o sinus, 239, 246, 249, 308, 309
spojniki zdaniowe, 9, 11
okres rozwiniecia, 38 suma zbioréw, 18
o$ symetrii wykresu funkgji, 115, 116, 175,
176, 180 .
S
p $rodkowa trojkata, 228

parabola, 174-176, 180, 182, 184, 186, 195,

200, 207, 209, 217 T
pierwiastkowanie, 49
podobienstwo trojkatow, 231, 237 tal?gens’ 239
podstawa trojkata, 226, 228, 229, 232, 246 trojkat, 226-229, 232, 237, 245, 246, 249, 250
podzbior, 18, 19 ostrokatny, 229
pitagorejski, 230

otega o wyktadniku naturalnym, 45, 54
po £ga s wy Y prostokatny, 229, 230, 239, 240, 242

prawo Hookea, 161

procent, 56-59, 61 rozwartokgtny, 229

prosty, 159 réwnoboczny, 228, 229

sktadany, 307 réwnoramienny, 228, 229
przeciwdziedzina funkcji, 90, 93 trojmian kwadratowy, 174, 182, 185, 197, 198,
przedziat, 32, 33, 100 201, 202

domkniety, 32, 100, 208 twierdzenie 75, 76

otwarty, 32 cosinus6w, 249-251, 312
przyblizenie odwrotne do twierdzenia Talesa, 233

z nadmiarem, 63 Pitagorasa 27, 29

z niedomiarem, 63 sinusow, 249-251, 312
punkt procentowy, 59 Talesa, 231-234, 312
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U

uklad réwnan
liniowych, 155, 156, 162
kwadratowych, 191, 192
ulamek
dziesietny 37, 38
okresowy 37, 38

W
warto$é
beZWZglqdna, 34, 35,119, 143, 144, 152,
153, 307

funkcji, 90, 93, 94, 207, 240, 241
najmniejsza funkcji, 103, 104, 207
najwieksza funkgji, 103, 104, 207
wierzchotek
paraboli, 175, 176, 182, 186, 207
trojkata, 228
wspotczynnik kierunkowy, 139, 159
wykres funkgji, 91, 110-119
kwadratowej, 175, 176, 178-182, 184
liniowej, 138-140, 143-145
wyrdznik tréjmianu kwadratowego, 182, 201
wysokos¢ trojkata, 228, 246
wyznacznik, 162, 163
wzory Viete’a, 197, 198, 202, 308

y4

zamiana podstawy logarytmu, 69
zbior, 17
iloczyn, 19
liczb catkowitych, 26
liczb naturalnych, 23
liczb niewymiernych, 28
liczb rzeczywistych, 29
liczb wymiernych, 27
liczbowy, 23
réznica, 19
wartosci funkgji, 93
zdanie, 10
zmienna
niezalezna, 93, 143, 144
zalezna, 93

Pole¢ ksigzke
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