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19,

— Zabieram ci¢ na wystawe obrazéw generowanych komputerowo, ktérej tytul
brzmi Zbiory Julii — oznajmil uroczyscie Jachu zdziwionemu niecodziennym po-
mystem przyjacielowi.

— Dzi$ na wystawe jest wstep wolny, a poza tym co jakis czas trzeba mie¢ kontakt
ze sztuka, chocby i tworzong przez komputer.

Krzychu poddat si¢ milczaco rozporzadzeniu Jacha i po krétkim marszu, dla zdro-
wia i zaoszczedzenia pieniedzy za przejazd, byli juz na wystawie. Po obejrzeniu
pierwszych obrazéw Krzychu nie kryl swojego rozczarowania.

g
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— Sadzac po nazwie, spodziewalem si¢ tu zobaczy¢ obrazy kobiety, jakie$ portre-
ty, surrealistyczne pejzaze, a tymczasem plamy jakie$ widz¢. Moze to i tadne jest,
ale co ma do tego Julia?

— Julia [wym. Zulia] byt francuskim matematykiem, ktéry odkryt te plamy i po-
kazal, jak je otrzymywac jeszcze w erze przedkomputerowej. Ich powtérne odkry-
cie zawdzigczamy niezyjacemu juz matematykowi. Benoit Mandelbrot byt twérca
pojecia fraktala — wymadrzal si¢ Jachu, korzystajac z tresci wczedniej przeczyta-
nej ulotki, ktéra dostat przy wejsciu na wystawe.

— Jak komputery moga tworzy¢ te obrazy? — zastanawial si¢ Krzychu juz w nie-
co lepszym humorze, bo cho¢ to nie byty obrazy, ktérych si¢ spodziewat, to wérdéd
licznie przybytych na wystawe znalazl obiekty pigknie wyrzezbione przez nature,
ktérym mogt sie diugo przygladac, tak byly pochloniete podziwianiem rozwie-
szonych wszedzie czarno-biatych eksponatow.

— Patrz na t¢ w rogu po przeciwnej stronie sali — szepnat do Jacha, ktéry zastana-
wial sie, czy jego przyjaciel ma na mysli obraz przypominajacy delikatng koronke,
czy blondynke o zamyslonej twarzy wpatrujaca sie¢ w ten obraz. — Niezla figura.

Jachu jednak powoli przestawial si¢ na odbiér generowanych przez komputer ob-
raz6w i probowal sobie wyobrazi¢ proces ich tworzenia. Przypominaty mu chmu-
ry, bajkowe stwory, wzory tworzone na szybach przez mroz.

Komentarz

Sprébujemy wyjasnic, jak komputer moze generowac obrazy, ktore bezsprzecznie
maja walory artystyczne. Poniewaz méwimy tu o obrazach tworzonych na plasz-
czyznie, wiec zajmijmy sie na poczatek plaszczyzng. Zacznijmy od tego, ze po
umieszczeniu na plaszczyznie dwoch osi wspétrzednych potozenie kazdego punk-
tu mozemy okresli¢ za pomocg dwoéch liczb, podobnie jak na osi liczbowej za po-
mocg jednej — jego odleglosci od punktu 0 wzigtej ze znakiem plus albo minus
w zaleznosci od potozenia punktu wzgledem zera. Podobnie tez jak na liczbach
mozemy rachowa¢ na parach liczb — mozemy je dodawa¢, odejmowa¢, mnozy¢
i dzieli¢. Zeby wszystkie te dziatania byty podobne do dziatan na liczbach rzeczy-
wistych, wyrazone sg one za pomocg ponizszych wzoréw:

(a, b)+(c, d):(a+c, b+d)
(a, b)—(c, d):(a—c, b—d)

120

Kup ksigzke Pole¢ ksigzke



Zbiory Julii

(a, b)-(c, d)=(a-c—b-d, a-d+b-c)

(a, b)/(c, d):(a;:::zz.d, b;;z;d}opr(’)czprzypadku,gdy
(e d)=(. 0)

Wyjasnijmy kroétko, co oznacza to podobienstwo. Wiemy ze szkoty, ze cztery pod-
stawowe dziatania na liczbach rzeczywistych majg pewne wlasnoéci. Dodawanie
i mnozenie sg faczne. Istnieja dla nich tak zwane elementy neutralne, dla dodawa-
nia 0, dla mnozenia 1, takie ze a+0=0+a=a oraza-1=1-a =a dla kazdej liczby
rzeczywistej a. Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje tez element przeciwny —a,

1 1
taki, ze a +(—a) =0, a dla kazdej liczby a # 0 element odwrotny " taki, ze a-—=1.
a

Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Czytelnik moze spraw-
dzi¢, ze wszystkie okreslone przez nas dzialania na parach liczbowych maja te
wiasnosci.

Mozemy zatem stwierdzi¢, Ze daje si¢ rachowa¢ na punktach plaszczyzny jak na
liczbach, a wynikiem tych dzialan jest rowniez punkt na plaszczyznie, zawsze jesli
tylko nie bedziemy dzieli¢ przez (0, O). Mozemy zatem réwniez podnosi¢ punk-
ty do drugiej potegi, jak w ponizszych przyktadach, i przygladac si¢ ruchowi, jaki
wykonal punkt w wyniku tego dziatania (zob. rysunek 19.1).

(2, 1):(2 1)=(22-1'; 2:1+1-2)=(3; 4)

(0,5 0,4)-(0,5 0,4)=(0,5-0,5-0,4:0,4; 0,5:0,4+0,4-0,5)=

=(0,09 0,4)

L3 (1 M3 (11 V343 143 B31) (1 V3

Y 2|2 2|2 e e T | Y
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Rysunek 19.1. Jak zmienity swoje potoZenie punkty podniesione do kwadratu

Zauwazmy, ze pierwszy punkt po podniesieniu do kwadratu zwiekszyt swoja od-
legto$¢ od poczatku uktadu, drugi zmniejszyl, a trzeci zmienil polozenie, ale odle-
glo$¢ od poczatku ukladu nie zmienita sie. Mozna zada¢ pytanie, co by sie dzialo,
gdybysmy wielokrotnie powtarzali podnoszenie do kwadratu, wykonujac je znéw
na otrzymanym punkcie. Zauwazmy, ze wszystkie punkty bedace w wigkszej niz 1
odlegtosci od poczatku uktadu ,,uciekng” w wyniku takiego dziatania do nieskon-
czonosci. Funkcja wyraza zmiany, jakie zachodzg dla punktéw z chwili na chwi-
le, kiedy dokonujemy kolejnych iteracji, czyli podstawiamy do funkcji warto$é
otrzymang z poprzedniego obliczenia i dokonujemy obliczenia wartosci jeszcze
raz. Wybierajac dowolny punkt plaszczyzny, mozemy $ledzi¢, co bedzie sie z nim
dzialo w wyniku dzialania funkcji. Taka dwdjke (C, f ) gdzie C oznacza u nas
zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny, a f pewna funkcje okreslona na tym zbio-
rze i majaca w nim swoje warto$ci, nazywamy uktadem dynamicznym. Po wybra-

2e
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niu dowolnego punktu z, € C, czyli punktu nalezacego do plaszczyzny, i po doko-
naniu na nim nieskoficzenie wielu iteracji z uzyciem funkgjif (z,,, = f (2, )) otrzy-

mamy nieskonczony cigg punktéw plaszczyzny, niekoniecznie réznych, ktéry na-
zywamy trajektorig punktu 2, i ktéry mozemy symbolicznie zapisa¢ tak:

Zp5 % :f(Z0)5 Z, :f(f(zo>); Z3 :f(f(f(zo)));

W przypadku funkgji f(z)=2* zauwazyli$my trzy rozne zachowania sie punk-
tow w wyniku nieskonczonej iteracji funkeji: punkty wnetrza kofa o promieniu 1
i srodku w poczatku uktadu wspolrzednych zbiegaja do punktu (0; 0), punkty
znajdujace si¢ poza kotem uciekaja do nieskonczonosci, a punkty lezace na brze-
gu kota pozostaja na nim. Okrag jednostkowy jest wlasnie zbiorem Julii dla funk-
cji f (z) =z" i stanowi granice rozdzielajaca punkty zbiegajace do poczatku uktadu
od tych uciekajacych do nieskonczonosci. Mozna przypuszczaé, ze rdzne funkcje
maja rézne zbiory Julii i wlasnie to dato tworcom wystawy, ktora odwiedzili Jachu
i Krzychu, mozliwo$¢ tworzenia pigkna przy uzyciu komputera. Tu opiszemy spo-
sob, w jaki mozemy odrdzni¢ od siebie punkty uciekajace do nieskonczonosci (na-
zwijmy je ,,uciekinierami”) od tych, ktore nie uciekajg (nazwijmy je ,wiezniami”).

Zrobimy to na przykladzie funkcji nieco bardziej skomplikowanych od naszej
funkcji kwadratowej uzytej do wyjasnienia pojecia zbioru Julii, a mianowicie
funkcji f (z)=2" +c¢, gdzie ce C bedzie pewnym ustalonym dla danej funkcji
punktem plaszczyzny ¢ =(x,,y, ). Biorac dowolny punkt z =(x, y) i chcac obli-
czy¢ f(z) = (x Yy ), mozemy postuzy¢ si¢ wzorami:

Xp=X-X=y-y+x,

Yp=2xyty.

Obliczamy w ten sposéb kolejne potozenia punktu i jesli ucieka on do nieskon-
czonosci, zaznaczamy punkt, od ktérego zaczelismy obliczenia, na bialo na two-
rzonym obrazku, jesli za$ nie ucieka, zaznaczamy go na czarno. W ten sposdb po-
wstaje wygenerowany komputerowo obraz. Poniewaz jednak trajektoria punk-
tu ma nieskonczenie wiele elementéw, powstaje pytanie, jak stwierdzi¢, czy dany
punkt ucieknie do nieskonczonosci, czy nie. Otdz stwierdzono, ze jedli w pew-
nym momencie wartos¢ |z| =/x* + y* przekroczy warto$¢ R = max( , 2), wte-
dy punkt ucieka do nieskoniczonosci. Trzeba zatem wykona¢ pewna liczbe itera-

9

cji, aby sie o tym przekonac. Im jest ona wieksza, tym wigkszg mamy pewnos¢, ze
punkt ucieka.
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Na rysunkach 19.2, 19.3 i 19.4 Czytelnik znajdzie kilka wygenerowanych przez
komputer obrazkéw. Pod nimi umieszczono informacje, dla jakiej wartosci ¢ zo-

staly wykonane obliczenia.

Rysunek 19.2. Zbiér wiezniéw dla c= (-0,745429; 0,113008)

Rysunek 19.3. Zbiér wiezniéw dla c=(-0,12256117; 0,74486177)

Jrads
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Rysunek 19.4. Zbiér wiezniéw dla c=-1; 0)

Jesli za$ zechcemy przyjrzec si¢ z bliska wybranym fragmentom naszych rysun-
koéw, to tez jest to mozliwe i moze przynie$¢ nam wiele niespodziewanych doznan
estetycznych. Spdjrzcie tylko na rysunek 19.5.

3
[P, £

Rysunek 19.5. Powiekszony fragment rysunku 19.2

25
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tworzenie klucza jawnego, 110, 111
tworzenie klucza tajnego, 110, 111
wykorzystanie, 112
ryby, oszacowanie liczby, 77
rysowanie
figury bez odrywania otéwka,
41, 42
otwartej koperty, 41
zamknietej koperty, 41
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S

sala kinowa, rozmieszczenie
widzow, 31, 33
Sale, A.H.J., 150
Shamir, 110
spadochroniarz
dzialajgce sily, 145
predkos¢ spadania, 144, 145,
146, 147
spigot, algorytm, 150
dla liczby e, 152, 153
dla liczby Eugeniusza, 161
program, 153
statystyczna, estymacja, 77
symetryczne, szyfry, 110
system mierzenia katow, 27
szachownica, ulozenie kostek
domina, 31, 32, 33
szostka w Lotto, szansa trafienia, 11
szyfrowanie
klucz jawny, 110
Kklucz tajny, 110
RSA, 110, 111, 112
szyfry symetryczne, 110
szyfry asymetryczne, 110
szyfry
asymetryczne, 110
RSA, 110, 111, 112
symetryczne, 110
Szyki, gra, 47, 48
bicie, 50
cel gry, 53
niespdjne uktady pionkdow, 49
programy, 53
remis, 50, 51
spojne ukltady pionkow, 48, 49
zasady poruszania si¢ pionkow,
49, 50

T

Talesa, twierdzenie, 22
Totalizator Sportowy

kwoty przeznaczone na wygrana, 44
regulamin, 44
szansa trafienia szdstki, 11
wplywy, 45
tratwa z pitek, 57, 59
liczba potrzebnych pitek, 58, 60
masa elementow, 58
objeto$¢ zanurzonej czesci
pitek, 58
szkic, 57
twierdzenie Talesa, 22
tysieczne, jednostka, 27
tysiecznych, wzor, 27, 28

U

uklad dynamiczny, 122

w

widzowie, rozmieszczenie
w kinie, 31, 33

wielokaty, pole, 62, 63

Winands, Mark, 53

wymierne liczby, ktérych kwadrat
jest réwny 7, 31, 32

wysokos¢
drzewa, 22, 23, 24
niedostepnego przedmiotu, 24, 25

wzory
na dzien tygodnia, 36, 37
objetos¢ pétkuli, 59
Picka, 62, 63, 64, 65, 66
tysiecznych, 27, 28

y 4

zamknieta koperta, rysowanie, 41

zbiory Julii, 119, 123

zegar, kat prosty tworzony przez
wskazowki, 18, 19, 20
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