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Algebra to jeden z najstarszych dziatdw matematyki - przez wiele 0s6b znienawidzony.
Réwnania, nierdwnosci, parabole, wielomiany to te zagadnienia, ktore spedzaja sen

z oczu niejednego adepta krélowej nauk. Opisane na niezliczonych stronach (w szalenie
monotonny sposdb) zniechecaja do nauki. Dlaczego? Przeciez wystarczytaby szczypta
humoru, zabawna ilustracja oraz przyktad praktycznego zastosowania - i juz algebra
stataby sie porywajaca oraz atrakcyjng dziedzina matematyki!

Oto podrecznik, ktory potozy kres koszmarowi nauki algebry! Napisany zostat w oparciu
0 najnowsze, niezwykle przyjazne techniki szybkiego przyswajania wiedzy, dzieki czemu
szybko i bezbolesnie zrozumiesz wszystkie zagadnienia. Opanujesz migdzy innymi
potegowanie, kartezjanski uktad wspotrzednych, réwnania, nierdwnosci, uktady rdwnan,
funkcje i operacje na utamkach. Dzieki praktycznym przyktadom nauczysz sie takze
efektywnie stosowac zdobyta wiedze w praktyce. Ksigzka ta jest zatem Swietng pozycja
dla uczniow wszystkich rodzajow szkot, bez wzgledu na wiek i stopien matematycznych
umiejetno$ci. Nowoczesna metodyka, duzo humoru, $wietne przyktady - to wszystko
sprawia, ze trzymasz w reku najprawdopodobniej jeden z najlepszych podrecznikow do
nauki algebry!

* Czym jest algebra - poszukiwania niewiadomych
¢ Reguty postepowania z liczbami

* Potegowanie

o Wykresy, kartezjanski uktad wspétrzednych
* Réwnania i nierwnosci

 Uktady rownan

¢ Rozwinigcia dwumiandw

* Rozktad na czynniki pierwsze

* Rownania kwadratowe i ich zastosowanie

¢ Funkcje

* Praktyczne zastosowania algebry

* Operacje na utamkach

Szybko opanuj algebre i zdaj kazdy egzamin!
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Wprowadzenie

Poszukiwanie niewiadomych: czym jest algebra?

Algebra w podrozy: (Bardziej) skomplikowane rownania

Postepuj zgodnie z regutami: regufy operacji z liczbami

Podcasty, ktére rozprzestrzeniaja si¢ jak epidemia: potegowanie
Obraz jest wart tyle, co 1000 stow: wykresy

Czy nie mozna dostac tyle, ile si¢ potrzebuje: nieréwnosci

Wiedzie¢, czego si¢ nie wie: uktady rownan

Zrywanie ze soba jest trudne: rozwiniecia dwumianow i rozktad na czynniki pierwsze
Wychodzimy poza lini¢: réwnania kwadratowe

Kazdy ma jakie$ ograniczenia: funkcje

Rozwigzywanie problemoéw §wiata: algebra w praktyce

Pie¢ najwazniejszych tematéw (ktérych nie poruszyliémy): pozostatosci

Buduj na solidnych podstawach: przeglad zagadnier z algebry elementarnej

Spis tresci (na serio)

Wprowadzenie
Co mysli Twéj mézg o algebrze? Probujesz sie czego$ nauczyé, a Twoj mozg oddaje Ci
przystuge, probujac robic wszystko, aby proces nauki si¢ nie kleit. Twéj mézg mysli sobie:

,»,Lepiej zostaw miejsce na wazniejsze sprawy, jak na przyktad, ktorych dzikich zwierzat
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nalezy unikac i dlaczego jezdzenie nago na snowboardzie to zly pomyst”. A zatem w jaki
sposob naktoni¢c mézg do tego, by zaczal myslec, ze zycie zalezy od znajomosci algebry?

Dla kogo jest ta ksigzka?

Wiemy, co sobie myslisz

Metapoznanie: myslenie o mySleniu

Oto co zrobiliSmy

Oto, co mozesz zrobi¢, aby zmusi¢ mézg do postuszefistwa
Przeczytaj koniecznie

Zespot recenzentéw technicznych

Podzigkowania
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| Stuchawki
| z mikrofonem.

| Zestaw stuchawek

| 2 mikrofonem idealny
| dogier online

| (HS-AL1-867)

| -

Sy
spegjaina
cena
E Wielki m
zbior gier.

Czym jest algebra?

Poszukiwanie niewiadomych...
Czy kiedykolwiek chciales wiedzie¢ wiecej, niz wiesz? W tym wlasnie lezy
sedno algebry: przemiana niewiadomych w wiadome. Kiedy przeczytasz ten rozdziat,

z pewnoscia uswiadomisz sobie, Ze X to znacznie wigcej niz oznaczenie miejsca,
w ktérym zakopano skarb.

Wszystko zaczelo si¢ od wielkiej promoc;ji konsoli do gier

Konsola do gier
KillerX 2.0.
Nowa konsola do gier
KillerX 2.0 to doskonate
urzadzenie do zabawy.
Jeden dzojstik w zestawie.
(KILLX-112)

Ile naprawde kosztuje konsola?

Algebra polega na szukaniu niewiadomych
ows 6
wnp i

Julia ma znacznie wigcej niewiadomych

T o
3 oM 2y
6

Gifg

X oznacza niewiadoma

» specjalna
cena

Roéwnania to zdania w matematyce
Teraz znajdziemy niewiadoma
Jakie dziatania wykonujesz i kiedy?

Rozne gry
~ dla konsoli KillerX
. (HD-I5H-5309)

Dziatania odwrotne

Cwiczenia w rozwigzywaniu réwnan

(Bardziej) skomplikowane réwnania

Ruszamy z algebra

Wyobraz sobie Swiat, w ktérym jest wiecej niz JEDNA rzecz, ktérej nie wiesz.
Nie tylko istnieja problemy z wiecej niz jedna niewiadoma, ale czasami ta sama
niewiadoma wystepuje wiele razy w tym samym réwnaniu! Nie ma si¢ jednak czego
obawiac... dzigki narzedziom, ktére poznasz w tym rozdziale, bedziesz rozwiazywaé
bardziej skomplikowane problemy zupetnie bez wysitku.

Zawsze zaczynaj od tego, co wiesz

Z kazdym uczestnikiem sa zwigzane koszty
Zastap stowa liczbami

Obliczamy c... krok po kroku

Jesli bedziesz postepowaé wedhug zasad,
zawsze uzyskasz prawidtowy wynik

Z liczbami catkowitymi zwykle tatwiej si¢ pracuje
Zmienna moze wystapi¢ w réwnaniu wiecej niz jeden raz
Sprawdzenie pracy potwierdza wynik

Wyraz to fragment réwnania algebraicznego
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Requty operacji z liczbami

Postepuj zgodnie z regutami

Czasami po prostu musisz postepowac zgodnie z niewygodnymi regutami. Jesli
jednak chodzi o algebre, reguly to dobra rzecz. Reguly chronia Ci¢ przed uzyskiwaniem
nieprawidlowych odpowiedzi. Czesto si¢ zdarza, ze reguly pomagaja znalezé
niewiadoma bez wigckszego naktadu dodatkowej pracy. Na czas lektury tego rozdziatu
odldz na bok swdj kapelusik z balu maskowego. Znajdziesz tu kilka przydatnych zasad,
ktdére pozwola Ci osiagnaé¢ doskonate wyniki.

Kolejnos¢ wykonywania dziatan Obowiazuje kolejnos¢ wykonywania dziataf 104

© ruvinsy Roéwnania mozna przeksztatcaé 112

© rocconanic Wrhasnosci dziatafi bez tajemnic 119

© Muoienic i dziclenie fo b.ardz.o v.vaz'na run(.ia. - L L . . 120

Wyciagnigcie wartosci przed nawias nie zmienia warto$ci wyrazenia 124

© Dodavanic  odcimovanie Stata reprezentuje liczbe 128
Potegowanie

Podcasty, ktére rozprzestrzeniaja si¢ jak epidemia

Czy mozna pomnozyc¢ to jeszcze raz... i jeszcze raz? Istnieje inny sposob
przedstawienia mnozenia tych samych liczb oprécz powtarzania czynnikéw. Potegowanie to
sposob na powtarzanie mnozenia. Potggowanie jest jednak bardziej ztozone, jesli dotyczy
liczb mniejszych niz zwykle (i nie mamy tu na mysli utamkéw). W tym rozdziale bedziemy
mowili o podstawach, stopniach i pierwiastkach.

runda 2 Anka prowadzi podcast 136

1=3 Zmobilizujmy stuchaczy Anki 137

N runda 2 Czy Anka i Olek uzyskaja wystarczajaca liczbe wej$c? 141

runda 1 rynda 2 Olek zawodzi swoja siostre 144

runda 2 Zawsze s czarne owce... 148

§ runda 177 Zgodnie z kolejnoscia dziataf najpierw wykonuje si¢ potegowanie 152
ql : " Anka— \k runda 2 Pierwiastkowanie to dzialanie odwrotne do potegowania 154

\ runda 2
runda 1

‘- . runda 2
\ . )
\ T, runda 2
S
runda 2

dziet 2= 3
razy 3=
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Wykresy

Rysunek jest wart tyle, co 1000 siéw

Czasami réwnanie zaciemnia problem. Czy kiedykolwiek zdarzyto Ci sie,

Ze spojrzate§ na réwnanie i pomyslates: ,,Ale co u licha to moze zraczyé?”. W takich
sytuacjach moze Ci by¢ potrzebna wizualna reprezentacja réwnania. Do tego wlasnie
stuza wykresy. Dzieki nim mozna oglgda¢ réwnania, a nie tylko je czytaé. Na wykresie

mozna dostrzec istotne punkty. Na przykiad kiedy zabraknie Ci pienigdzy lub ile czasu

zajmie Ci zaoszczedzenie sumy potrzebnej na nowy samochdd. W rzeczywistoSci dzigki

wykresom mozna wykorzysta¢ réwnania do podejmowania inteligentnych decyzji.

VIO Ustogi Strzyzenia TrawniKGW s

Firma Edka potrzebuje pomocy...

Dlaczego po prostu nie pokazecie mi odpowiedzi?

Wykres przeptywu gotéwki w firmie Edka

Wykresy pokazuja cata relacje

Narysujmy réwnanie Edka na ukladzie wspotrzednych
Edek oblicza NACHYLENIE trawnikéw

Roéwnanie prostej przechodzacej przez punkt

W jaki spos6b na podstawie punktu i nachylenia mozna wyznaczy¢ lini¢?
Skorzystajmy z réwnania prostej przechodzacej przez punkt
Roéwnania maja réwniez postaé ogdlna

Postaé kierunkowa jest tatwa do wykreSlenia

Dom jest na Vel
Y wysokosSci 4
| metréw nad
af-ulicq:
Ulica jest na 3 h
. to 4
poziomie O 2 ?nZT )ejalej.
metréw n.p.rm . Y
5 -4 3 -2 -1 1 2 3 4 5
1
2
2 Nachylenie = 1
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Nieréwnosci
Czy nie mozna dostac tyle, ile si¢ potrzebuje?

Czasami wystarczajgco oznacza wystarczajgco... a czasami nie. Czy
kiedykolwiek pomy§lates: ,,Potrzebuje nieco wigcej”? Co jednak, jesli kto§ dat Ci wiecej
niz tylko troche wiecej? Wtedy miatby$ wiecej, niz potrzebujesz... ale zycie pomimo to
mogtoby by¢ doé¢ przyjemne. W tym rozdziale pokazemy, w jaki sposob jezyk algebry
pozwala powiedzie¢: ,,Daj mi troche wiece;... i jeszcze troszke!”. Dzigki nier6wnos$ciom
mozemy wyjS¢ poza dwie wartosci i pozwoli€ sobie na otrzymywanie wiecej lub mniej.

Karolina bardzo lubi futbol 226
Koszty dla wszystkich graczy nie moga przekroczyé¢ 1 000 000 € 227
NieréwnoSci to poréwnania 230

_ Nieréwnosci wykorzystujace operacje na liczbach ujemnych wymagaja
e specjalnego traktowania 234
Liga Futbolu Amerykanckiego Fantazja Nieréwnosci z liczbami ujemnymi dziataja w przeciwnym kierunku 235

Zmiana znaku nieréwnoSci poprzez mnozenie badz dzielenie

Strona gtéwna Wiesci ze $wiata i Aktualnosci Obu str()n nleréwnoéci prZeZ liCZbQ ujemnq 236
Pozycja Nazwisko Pensja . . . . I 4o
Eer— Kiedy wykpnm esz d21a%aq1a z nierownoscig '
Biegacz oraz mnozeniem badZ dzieleniem przez liczbe ujemna... 237
Skrzydiowy ., . . . R - .
Kopacz Zbidr rozwiazah mozesz zobrazowaé na osi liczbowej 243
Rozgrywajacy . 2 s . 2 . .
Rozem W nieréwnoSciach moga wystgpowac dwie zmienne 247
Korzystaj z wykresu w celu wizualizacji rozwigzan nieréwnosci 251
Odpowiedzi tworza obszar zacieniowany 252
Czy jestescie gotowi na troch¢ futbolu? 257
Biegacze

Nazwisko Koszt

Formacje defensywne

Michat 197 000 € Nazwisko Koszt
Abramowicz Benedykt 195 289

Bogdan 202187 € Trawiriski €
Horbaczewski

Edmund Fredrg m
Ryszard Tomczak | 185 200 € Roman
1
Jankowsk; 85200€

Edward Babinicz | 209 115 €

Marek
Martynjuk

Nazwisko

Jerzy Amanowski

Ryszard Wolanski m

Koszt

183 500 €

Nazwisko Koszt

Tomasz Jagielski 208 200 €
Pawet Bromskj 199950 €
Daniel Drzycimski 202 400 €

n
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Uktady réwnan
Wiedzieé, czego si¢ nie wie

Réwnania z dwiema niewiadomymi mozna przedstawi¢ na wykresie, ale czy
mozna je faktycznie rozwigzac? Niedawno tworzylismy wykresy dla bardzo r6znych
wyrazeh: G it, x iy oraz innych. Co jednak zrobié, aby rozwigzac¢ réwnania z dwiema
niewiadomymi? W takim przypadku nalezy wykorzysta¢ wiecej niz jedno réwnanie.
Moéwiac doktadniej, potrzebujemy réwnania dla kazdej niewiadomej, ktéra probujemy
znaleZ¢. Co dalej? Kilka podstawien, pare linii i przeciecie — to wszystko,

co jest potrzebne do rozwiazania réwnan z dwiema niewiadomymi.

Nie mozesz uzy¢ -1 litra cieczy! 267
W jaki spos6b dziata réwnanie do obliczania nasycenia CO, w ponczu? 269
Punkt przecigcia linii wyznacza rozwiazanie obu réwnan liniowych 273
Rozwiazywanie réwnan z wieloma niewiadomymi

za pomocg uktadéw réwnan 274
Dwa rodzaje naczyf... oto dwie niewiadome 276
Rozwiazujemy problem naczyn 2717
Zamiast wykresu mozna zastosowa¢ metode podstawiania 278
Obliczenie w nie przysporzylo zadnych probleméw 286
Przeksztatcanie réwnan w celu przygotowania

do eliminowania zmiennych 289
Ukfady réwnan — podsumowanie 293
Prywatka u Zbyszka! 294
Czasami dwa réwnania nie oznaczaja dwoch linii 302
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Rozwiniecia dwumiandw i rozkfad na czynniki pierwsze

Zrywanie ze sobj jest trudne

Czasami wystarczy, ze ktos czegos$ nie zrozumie, aby Cie zirytowa€. Do tej pory
mieliSmy do czynienia z takimi zmiennymi, jak x i y. Co jednak si¢ stanie, jeSli x w naszych
réwnaniach zostanie podniesione do kwadratu? Nadszedt czas, aby sie tego dowiedzied.

Teraz mamy juz wszystkie narzedzia potrzebne do rozwiazania takich probleméw!
Pamigtasz o regule rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania? W tym rozdziale

nauczymy Cie, w jaki sposob skorzystac z rozdzielnosci oraz specjalnej techniki PZWO

w celu rozwiazywania nowego rodzaju réwnan: dwumianéw. Przygotuj sic — nadszedt
czas, by nauczy¢ si¢ upraszczac naprawde trudne réwnania.

Liczy¢ czy nie liczy¢ — finaly rejonowe
Kto ma racje?

Dwumian to grupa dwoch wyrazen algebraicznych
Wracamy do wlasnosci rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania

Upraszczanie dwumianéw dzigki whasnosci
G rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania

Co zrobié, jesli znaki sa takie same?
e Czasami nie mozna znaleZ¢ wzoru...
Metoda PZWO zawsze si¢ sprawdza

Rozktad na czynniki to inaczej faktoryzacja

Faktoryzacja polega na odwrdceniu efektéw mnozenia
Faktoryzacja poprzez znalezienie wsp6lnego czynnika
Faktoryzacja — podsumowanie

Zero pomnozone przez dowolna liczbe daje 0

x2—4

x—|—5<\ \ /Zx—?)

Wiszystkie
dwumiany.

.,

308
309
311
312

313
319
321
322
327
328
329
330
334
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Réwnania kwadratowe

Wychodzimy poza lini¢

Nie wszystko w zyciu ma charakter liniowy. Ale sam fakt, ze réwnania nie da
sie wykresli¢ w postaci linii prostej, nie oznacza, ze jest niewazne. W rzeczywistosci
wiekszo$¢ z najwazniejszych niewiadomych, z ktérymi spotykamy sie w Zyciu, ma

charakter nieliniowy. Czasami musimy korzystaé z wyrazefi o wyktadnikach wiekszych

od 1. Réwnania zawierajace wyrazenia kwadratowe na wykresie tworza krzywe!
W jaki sposéb to dziata? Jest tylko jeden spos6b na to, by sie tego dowiedzied.

m WOJOWNICY-TO-MY
Katapulta

Drewniana katapulta
h = wysokos¢
rzutu

Maksymalnie 5 kg

Zasieg bazuje na réwnaniu:

—x*+10x + 75 = h

X = odlegtosé, na jakq
nalezy wystrzeli¢ balon

——

.
.
Kwatera ,/ ‘\

Teta Teta Pi /

Bractwo Head First U jest w stanie wojny!

Janek unowoczes$nia swoja technologi¢

Gdzie Janek umiesci katapulte?

Zawsze nalezy opracowac plan

Bractwo Pi Gamma Delta buduje mur!

9 metr6w to nie problem

Réwnanie kwadratowe

Co to jest wyr6znik delta?

Wojna bractw — cze$¢ druga

Jak nalezy wykresli¢ x*?

Wykresem réwnania kwadratowego jest parabola
Wykreslenie paraboli wymaga znajomosci wierzchotka
Praca z parabola — sposéb inteligentny
Wyréznik pomaga takze w tworzeniu wykreséw

S~ Kwatera Pi Gamma

~ Delta
\

! Janek chce strzela¢ A

! balonami z wodg nad
/ drzewem znajdujacym
| sig pomiedzy siedzibami

H dwéch bractw.

'

'

'

'

'

h (wysokos¢)

x (odlegtosé od czota
katapulty)

3

)
Y
’

? metréw ? metréw

14

Gdzie powinien

%/ ¢ wylqdowa¢ balon

z wodg?

R Prze

Wodnicz,
Pi Gammg D%C/zzb’ actwq

342
343
347
348
352
360
361
368
372
374
378
379
383
384
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Funkcje
Kazdy ma jakies ograniczenia

Niektore rownania sq jak sgsiedzi na przedmiesciv... ogrodzeni plotem.

Jak mozna si¢ przekonaé, w rzeczywistym §wiecie wiele rownaf ma ograniczenia.
Roéwnania sa dobre tylko dla niektérych wartosci. Na przyktad, nie mozna przejechaé
samochodem —10 kilometréw lub wykopa¢ dotu o wysokosci 4 metréow w gore. W takich
przypadkach nalezy okre§li¢ ograniczenia dla réwnan. A do okreslania ograniczen dla
réwnan nie ma niczego lepszego od funkgeji. Funkcja? Co to jest, u licha? Otworz na
wlasciwej stronie i dowiedz si¢ — tak jak na ekranie reality show.

Zesp6t Smier¢ Pizamy w telewizji 395
Réwnania maja ograniczenia (w wigkszosci przypadkow) 397
Ograniczenia argumentéw wyznaczaja dziedzine funkcji 398
Funkcje moga mie¢ minimalng i maksymalna warto$¢ 401
Algebra dotyczy relacji 404
Relacje, réwnania i funkcje sa ze soba powigzane 409
Funkcje — podsumowanie 410
Wykresy funkcji maja ograniczenia 413
Przed drugim odcinkiem programu telewizyjnego

z udziatem zespotu Smier¢ Pizamy... 417
Wykres pokazuje charakter relacji 418
Funkcje przechodza test linii pionowej 419
Ale... co z reszta biletow? 423
Wykorzystaj te czes¢ funkcji, ktorej potrzebujesz 424
Mamy wszystkie dane... i co z tego wynika? 427

Program telewizyjny z udziatem zespotu Smier¢ Pizamy okazat si¢ hitem! 429

15
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EDYT Samock

1ODONY — FormyLany

Algebra w praktyce
Rozwiazywanie probleméw swiata

Swiat ma wielkie problemy... Ty masz wielkie odpowiedzi. Kilkasct stron wiedzy
matematycznej i co z tego masz? Pek iksow i igrekdw oraz parametréw a i b? Nieprawda...
masz umiejetnosci znajdowania niewiadomych. Nawet w najtrudniejszych sytuacjach.
Do czego to moze stuzy¢? Ten rozdzial w catosci bedzie poswiecony realnym problemom:
wykorzystasz swoja wiedze z algebry do rozwiqzywania praktycznych probleméw. Kiedy to
Ci si¢ uda, bedziesz mie¢ wielu przyjaciot, zna¢ wptywowych ludzi i zaoszczedzisz mndstwo

pieniedzy. Jestes zainteresowany? A wigc do dzieta.

Obliczanie odsetek na podstawie stopy procentowej
oraz pozyczonej kwoty kapitatu

Marek jeszcze nie jest whadcicielem tego samochodu...
Dzigki algebrze nie musisz bawi¢ si¢ w ZGADYWANIE
Marek chee Ci placic za to, bys stat sie jego planistg finansowym

Pozostatosci
Pig¢ najwazniejszych tematow (ktérych nie poruszylismy)

Niewgtpliwie wiele nauczyles sie z tej ksigzki, tymczasem algebra moze
zaoferowac Ci jeszcze wiecej. Nie bdj sie. To juz prawie koniec! Przedtem jednak
musimy wypetnic jeszcze kilka luk. Nastepnie bedziesz mogt zaczaé poznawac algebre
zaawansowana, ale to juz zupelnie oddzielna ksiazka.

Numer 1. Potegi o wyktadnikach ujemnych
Numer 2. Tabela wartoSci do tworzenia wykreséw
Numer 3. Réwnania z warto$cia bezwzgledna
Numer 4. Kalkulatory

x Numer 5. Dodatkowe ¢wiczenia — zwlaszcza w rozktadaniu
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Spis fresci

Przeglad zagadnien z algebry elementarnej

Budowa na solidnych podstawach

Czy kiedykolwiek miales wrazenie, ze nie wiesz, od czego zaczgc€? Algebra

jest doskonata, ale jeSli cheesz si¢ jej uczy¢, musisz dobrze znac reguly rzadzace liczbami.
Przypusémy, ze zdales sobie sprawe z tego, ze zapomniates, jak mnozy si¢ liczby catkowite,
dodaje ulamki zwykte lub dzieli utamki dziesietne. W takim razie trafile§ w odpowiednie
miejsce! W tym dodatku umie$cimy wszystkie wiadomosci z algebry elementarnej, ktore
powinienes$ zna¢ — w telegraficznym skrocie.

¢ 5\ Algebra zaczyna si¢ od liczb 468
3' /4 kﬁ?ﬁlne \ ‘\\ W jaki sposdb pracuje si¢ z liczbami ujemnymi? 469
»l! .23 .} - Dodawanie i odejmowanie liczb catkowitych 471
Mnozenie i dzielenie liczb catkowitych 472
Wartos¢ bezwzgledna 475
Zbiory liczbowe — wszystkie razem 480
Dodawanie i odejmowanie utamkéw dziesi¢tnych 484
Mnozenie utamkéw dziesi¢tnych 487
Dzielenie utamkdéw dziesigtnych 488
Specjalne utamki dziesi¢tne 490
Dziatania na procentach 494
Utamki 497
Mnozenie utamkow 498
Utamki niewlasciwe 501
92 Wigcej informacji na temat utamkéw niewlasciwych 502
2 /N Wyznaczanie odwrotnosci utamkow 505
/ Dodawanie i odejmowanie utamkéw 507
2 23 Aby poréwnywac utamki, trzeba sprowadzi¢ je

do wspdlnego mianownika 508

Wyznaczanie najmniejszego wspdlnego mianownika
w operacji dodawania 509
Dzielenie przez jeden nie zmienia wartosci 513
Skracanie utamkdéw poprzez dzielenie przez 1 514

Drzewa rozktadu na czynniki pozwalaja

na wyeliminowanie wielu drobnych krokéw 515
Upraszczanie ulamkdéw za pomoca drzewa rozktadu na czynniki 516
Podsumowanie — utamki 518
Przeksztatcanie utamkow dziesigtnych na zwykte 522
Dzielenie przez zero jest niedozwolone 525
Czasami mnozenie zajmuje wieczno$¢! 526
Skorowidz 527
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11. Algebra w praktyce *
* *

Rozwiqzywanie problemow swiata

Wzietam pod uwage to, jak bardzo
mnie kochasz, uwzglednitam cene
tego samochodu i tak... masz racje.
Zdecydowanie jestes mezczyzna dla mnie.
Zostanmy razem!

Swiat ma wielkie problemy... Ty masz wielkie odpowiedzi. Kilkaset
stron wiedzy matematycznej i co z tego mamy? Pek iksow i igrekéw oraz parametrow
ai b? Nieprawda.. masz umiejetnosci znajdowania niewiadomych. Nawet

w najtrudniejszych sytuacjach. Do czego to moze stuzy¢? Ten rozdziat w catosci
bedzie powiecony praktycznym problemom: wykorzystamy umiejetnosci z algebry
do rozwiqzywania praktycznych probleméw. Kiedy to Ci sie uda, bedziesz mie¢
wielu przyjaciét, zna¢ wptywowych ludzi i zaoszczedzisz mnéstwo pieniedzy. Jestes
zainteresowany? A wiec do dziefa.

to jest nowy rozdziat » 435



Kupowanie samochodu z pomocg algebry

Zaoszczedzitem troche forsy
i mam zamiar postaraé sie o dobra
prace, kiedy za 9 miesiecy ukoicze szkote.
Z cata pewnoscia przydatyby mi sie cztery
kétka... Potrzebuje dobrego kredytu na takich
warunkach, ktérym mégtbym sprostac.

Finanse? M4j przyjacielu,
przyszedtes we wtasciwe miejsce. Zobacz,
co moge zrobi¢, abys juz dzi§ mégt jeidzié
tym wézkiem. Mozemy ci zaoferowaé raty zero
procent, bez odsetek, na dtugi okres sptaty...
powiedz, czego chcesz, a my sprawimy, ze
stanie sie to rzeczywistoscia. Budzet? Nie ma
obawy. Staé cie na wiecej samochodéw,
niz ci sie wydawato.

i iesiecy
Marek za kilka mie
mz dostaé nowad prace.
trzebuje fajnego
I::Jamochodu, ktéry pasozatby
do jego nowego statusu.

&,?

¥ |

Méwites cos o handlarzu
uzywanymi samochodami?
Lepiej awazaj na tego
goscia...

Obiekt marzen
moforyzacyjnych Marka
— samochdéd sportowy
za 25 000 €.




Algebra w praktyce

% 7 :
. Z3ostrz otéwek
%\

N Marek musi wiele przemysle¢, aby zdoby¢ samochdd swoich marzen. Ponizej zamieszczono
kilka dokumentéw, ktore Marek musi wzigé pod uwage... zapisz kilka informadji, ktore
pomoga Markowi ruszy¢ z miejsca.

Z jakimi algebraicznymi niewiadomymi bedziemy mieli do CZYNIENIA? ............cccoviiviiiieciceee e

FORMULARZ DANYCH VIN

SAMOCHODU

THFACALG4UISCOOL

INFORMACJE O CENIE
INE BEZ DODATKOWYCH OPLAT

................... 'gcle“ia ZCZEGOLNIONO Z PRAWEJ STRONY: STANDARDOWA CENA POJAZDU €18540.00
K Ha‘gki - Ubezp! + PRZYCIEMNIANE SZYBY PhEOSARENE PRI WA A7
)an 0 + ELEKTRONICZNE RADIO STEREO SZYBKQSCIOMIERZ OSAZENIANR 4560
DU N
- SAMOCHO . FLEKTRYCENE Sz IONA W SKORE DODATKOWY BIEG QVERDRIVE 198:68
‘ECZEN TNTERWAL OWE S YERACZKI MODUL Os2CZEDNOSCI PALIWA P233/H323F4778 W CENIE
UBEZP P_Et_rruAEcapoRNz‘g?Ez'?now;\le RRZEDNI PANEL DO MOCOWANIA TABLICY 198.00
- TERMOMETR 8- e b0
B L R, et seozi F
ank Kl'ed AKUMULATORA OBGIONALNA BLOKADA MECHANIZMU '
1 ytOWO-OsZ . a KLIMATYZACIA YeSa06
Tmie inalesko czeanSCIOWy ﬁR 7684.08
.00
Adres: KREDYT SAMOCHODOWY E RAZEM POJAZD+WYPQSAZENIE OPC.
- sto, wojew ORMU]_ARZ KOSZTY SPROWADZEN A | DOSTANY 28328:88 ‘
Mi | Marka ’WT;SA RAZEM PRZED UDZIELENIEM RABATOW  28670.00. [l
~maill Samochody;:
Adres € u:
\
Te\efon domf _ \\ 1t the dealer. ‘
‘ \
Czas: Bank Kredytowo-Oszczednosciowy ‘
. 1234 SQL St. PO Box 10
yrs . ox 1000
Wynajmoy Dataville DV 26849 YCIAG BANKOWY e ‘
v STRONA 1z 1
NiP: TN |
. Okres Numer rachunk
. arz 2009 chunku
Jeszcze 9 miesiecy Kalend 009-03-31 00004-323-3477-8 |
\
: \
PLATY WPLATY SALDO -
erazoo = B € 2500000 M
,164.00 ‘
ez Sereh 2009 oo WM iy
3 _ Sierpien 2355
Czerwiec 2009 SLE“"ECS = W T o F s €7,074.00 5 ”I W ”””IHI |
—e s Fow s . €500.00 €7,574.00 27358
Y TR s e 1 s M _
CPELY sras® €7,374.00 |
saw s ® ;} x €7,264.00
» = 2008 € 36.00 € 7,300.00
Grudzief
pdziernik 2009 Listopad 2009 == ——
Wrzesien 2009 Eazénf e oWt L
PwS‘DP|S“ ) ; , 3 a4 8 8 1“ \5\ 'JS
1.2 = s 6 7 5 8 s @ m uw Aanwn
;w9 3 W 1w w oo oWon PR
;‘\ !.‘J “‘ nom s WA
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Co sie sktada na cene samochodu?

QV .
7 a0strz otdwek:

x Rozwi qzanie Twoim zadaniem byto wynotowanie elementow, ktdre Marek musi wzigé pod uwage
h przy zakupie samochodu. Oto co napisalismy:

(

Czat IM: Koszty zwigzane z zakupem samochodu

Jest wiele rzeczy, ktére sktadajg sie na koszty samochodu. Wiekszos¢
z nich zalezy od tego, jaka jest jego cena wyjsciowa. Zgadza sig?

[Tak, a to jeszcze zalezy od tego, ile Marek moze zaptaci¢ gotowka. L

Krystyna Wiekszos¢ dileréw zada zaptacenia co najmniej 1000 €.

do szkoty, zanim dostanie prace!

E jNie zapominajcie o tym, ze Marek musi jeszcze przez 9 miesiecy chodzié} a

Hm... to nie jest tatwa sytuacja. Poniewaz nie ma pracy, optata gotowkg
Jola i raty miesieczne bedg musiaty w tym okresie pochodzi¢ z oszczednosci.

To prawda. W porzadku. Zatem wysokos¢ oszczednosci Marka powinna wynosi¢ 9 razy

wysokos¢ ptatnosci miesiecznej plus wysokosc¢ optaty gotowka. Mozemy to zapisa¢ Janek
w formie réwnania, w nastepujacej postaci: oszczednosci = ptatnos¢ gotowka+9
r%‘ (rata miesieczna). Z tego réwnania mozna tatwo wyznaczy¢ ptatnos¢é miesieczna.
"

Kryst
sne Ptatnosci, co oczywiste, nie mogg by¢ ujemne. Zatem nie jest to tylko proste réwnanie.

Hm... jesli trzeba ograniczy¢ wartosci, to nalezy 3
wykorzysta¢ funkcje. Zgadza sie?
|\

Tak. Musimy zapisa¢ réwnanie w postaci funkcji i wprowadzi¢ ograniczenia dla
Krystyna dziedziny i przeciwdziedziny.

E IPoczekajcie! Jesli zapiszemy to w formie funkgji, bedziemy mogli] Q

[Céz, to jednak troche trudniejsze. Diler méwi, ze musimy wptaci¢ przynajmniej 1000 €.L

narysowac wykres. Tak?

Jola [Jasne! Dzieki temu zobaczymy zalezno$¢ wysokosci pierwszej wptaty od k a

wysokosci miesiecznych rat.

)

438 | | To naprawde bardzo pomoze. Zrébmy to...

N\




Algebra w praktyce
%

— & Zaostrz otéwek

N

Zapisz réwnanie Marka w postaci funkcji, znajdZ dziedzine oraz przeciwdziedzine i narysuj
wykres. Zatézmy, ze Marek zaoszczedzit 7300 €. Na jaka rate miesieczng za samochéd
bedzie sobie mdgt pozwoli¢?

Te wielkos¢

7300 € Oznaczmy to przez p(r). ovnaczymy przez r.

oszczednosci = pierwsza wplata+9 (rat miesiecznych) —

75001 p(r)
7000
6500 |

6000

5500
5000 |
4500 |

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500
r

4

-50 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
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Zaostrz oldwek: rozwigzanie

@sZaos’crz otéwek:

\ ROZWI%Z&I‘IIE Zapisz réwnanie Marka w postaci funkdji, znajdZ dziedzine oraz przeciwdziedzing i narysuj
- wykres. Zatézmy, ze Marek zaoszczedzit 7300 €. Na jaka rate miesieczng za samochdéd
bedzie sobie mogt pozwoli¢?

€ Te wielkos¢
73?110 Oznaczmy to przez p(r). ogna czymy przez .
oszezednosci = pierwsza wplata+9 (rat miesigeznych) Chcemy sig dowiedziec, jaka jest relacja pomiedzy

(r) a wysokosciq raty miesigcznej. w zwiq,gku z fy.m
gpro‘bujr#y wyizolowaé p(r) i traktowa¢ tg wielkos¢ jako
T e A USGROSE pIERWSZE] Wty

............................................................................................ Moina by ro’wr“'ez' odjqé qm Od obu stron cersrrerisaieraeans
réwnania, aby uzyska¢ sam wyraz p(r).

-1(_P(,-» = (-7300 + Ar)) - 1 Kazdy ze sposobdw jest dobry... wszystko
................................................................................................ zaleiy od Ciebie.

Mnoz'ymy przez

=1, aby uzyska¢ - -
o0t sugraz o). P T 7800 o O e

Dziedzina: 0¢rg700 Rata miesieczna  prgeciwdziedzina: ..1000 < p(r) < 7300
musi Wynosié o TR TRETIRERS et R e

lub wigce;. Pierwsza wptata musi wynosié

co najmniej 1000 € j.muiej. niz

W celu wyznaczenia gdrmej granicy — maksymainej ’kwofy, Eatkowita kivota oszcredneker
ktérq Marek bedzie miat do dyspozycji — nalezy odjq¢ od zebranych przez Marka.
sumy zgromadzonych oszczednosci (7300 €) kwotg minimalnej
pierwszej wptaty (1000 €). A zatem mamy 6300 €. Wartos¢ te
trzeba podzieli¢ przez 9 miesigcy. qus_ymalna wysokos¢ raty
miesigcznej wynosi wiec 700 € za miesiqc.

75007 p(r)

7000
5o Co_ten wykres naprawde
oznacza? Pokazuje, ze im
6000 Wyzsza pierwsza wptata, tym
sl Mizsza dostepna wysokose | =
is00 miesigcznej raty. pookoss ’
5000 : ‘ v |
4500 ’)
4000 | | . | | '
o . bedzie
Marek odtozy 1000 €, bedzi
0 S SIS VSN S SN SN S S NGRS SN SRS BN SO O ggsé;hdézdfo, ze na rate co miesiqc

To jest .
ktérq Marek moze
samochdd.

VR U VU WU WO SO SO S NG .. zostanie-mu.700 €.
maksyma!na kwota,

2500 wydaé co miesiqc nd
1500 e To"jest najwyzsza mozliwa f f

1000 S wysokoS¢ miesigcznej raty, —_— e

v L Jjaka moze zaptaci¢ Marek. : ’

1500 e ' : L ' ’
-50 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
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Algebra w praktyce
\

4 Czat IM: Kapitat i odsetki

JSwietnie! A wiec na rate mamy do dyspozycji 700 € miesiecznie. To catkiem nieZIe)
Poczekajcie. ZapomnieliSmy o ubezpieczeniu samochodu. Jest obowigzkowe.
' Telefonowatam w kilka miejsc. Powinnismy przyja¢ kwote 150 € miesiecznie.

Jesli odejmiemy 150 € miesiecznie od kwoty 700 €, to okaze sie, ze ptatnosc _
miesieczna bedzie mogta wynies¢ nie wiecej niz 550 €. .‘
-

/ To w dalszym ciggu catkiem duzo. Witaj, nowa bryczko! ]
Krystyna
1 I Spokojnie. Nie goraczkujcie sie. Nie mowiliSmy jeszcze nic o odsetkach. Wiemy,

Jola ile Marek moze zaptaci¢ co miesigc, ale nie wszystkie te pienigdze idg na sptate
samochodu... jesli chce pozyczy¢ pienigdze, musi zaptaci¢ odsetki bankowe. F

To prawda. Banki naliczajg odsetki od kapitatu — kwoty, ktorg pozyczymy.

Jola

A wiec Marek moze zapfaci¢ 550 € miesiecznie, ale nie wszystkie te Janek
pienigdze bedg przeznaczone na sptate samochodu.
Y Tak jest. Na kwote 550 € skiadaja sie odsetki i kapitat. Musimy sie

Krystyna zastanowi¢, na jaki kredyt moze sobie pozwolié Marek. Niektdrzy sposréd

watpliwej jakosci dileréw naliczajg niebotycznie wysokie odsetki. a

A zatem powinnismy zastanowi¢ sie nad kredytem. Na catkowitg kwote kredytu

bedzie sie sktadat pozyczony kapitat powiekszony o odsetki, ktore naliczy bank.
.‘ Cos w tym guscie: kapitat + odsetki = catkowita kwota kredytu.
-

Krystyna Zgadza sie. Marek bedzie musiat sptaci¢ kredyt w miesiecznych ratach.
Kwota kredytu bedzie réwna kwocie miesiecznej raty pomnozonej przez
liczbe rat, ktére Marek bedzie sptacat. Bedzie to wygladato nastepujgco: @

kwota kredytu = miesieczna rata x liczba rat.

[~ ) e

Doktadnie. Zatem sprébujmy obliczy¢, na co moze sobie pozwoli¢ Marek...

- )

D e =

Potacz dwa réwnania wystepujace w konwersagji IM i stwdrz na ich podstawie jedno
rownanie pozwalajgce wyliczy¢ wysokos¢ miesiecznej raty, jaka bedzie ptacit Marek.
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Nalezy uwzgledni¢ odsetki

) WYTEZ
@ 7 UMYSt. ROZWIAZANIE

Potacz dwa réwnania wystepujace w konwersagji IM i stworz na ich podstawie jedno
Réwnanie 1. réwnanie pozwalajace wyliczy¢ wysoko3¢ miesiecznej raty, jaka bedzie ptacit Marek.

Réwnanie 2.

Kapitat + Odsetki = Catkowita kwota kredytu Kwota kredytu = Miesigczna rata * Liczba rat

X swnaé é)
/(23)2: Egrfnr;yg?erwszego Kapitat + Odsetki = Miesigczna rata * Liczba rat
‘Fewnania: dO" PRAWE] ..ottt e T e
strony drugiego (Kapitat + Odsetki) = Miesigezna Teraz mozemy wyizolowaé
réwnania. rata miesigcznq rate.
Liczba rat Liczlhé rat
(Kapitat + Odsetki) (o To wtasnie chcielismy wyliczyé...
— = M'eS'chna <~ Miesiecznq rate Marka.
Liczba rat rata

OK. Doskonale.
Ile jednak bede musiat
zaptaci¢ odsetek? W banku
odestali mnie do tej strony
internetowej, ale nie wiem,

co to wszystko znaczy...

f/

Bank Kredytowo-Oszczednosciowy

Pozyczki na zakup nowych samochodéw

Oprocentowanie [ERF))

BKO Strona Gtéwna > Oprocentowanie wktadéw > Oprocentowanie pozyczek konsumenckich

Samochody nowe Samochody uzywane Samochody hybrydowe Pojazdy rekreacyjne

Samochéd marzen Marka kosztuje 25 000 €.

b (Kapitat + Odsetki) L Mozemy podstawi¢ informacje, ktdre znamy, a nastgpnie
- Miesigczna . . . . . .
- rata obliczy¢ reszte. Wiemy, ze Marek moze sobie pozwoli¢
Liczba rat Lo L.
- na placenie miesigcznych rat w wysokosci 550 € oraz
\ ze na zakup samochodu potrzebny mu jest kapitat
24 000 €  Wynikajaca z warunkdw w wysokosci 24 000 €. Skoro znamy oprocentowanie

kredytu wybranego Maks. 550 €
przez Marka

442 Rozdziat 1.

kredytu, powinniSmy bez trudu wypehic pozostate
elementy réwnania.

Pamigtaj, samochdd
koszm_jeJ 25 000 %, ale
Marek dokonat pierwszej
wptaty w wysokosSci
1000 €. Zatem
pozostaje 24 000 €,
ktdre trzeba pozyczyc.



Algebra w praktyce

Obliczanie odsetek na podstawie stopy procentowej
oraz pozyczonej kwoty kapitatu

Znamy dostepne okresy splaty, jakie oferuje bank: 3 lata (36 miesigcy), 4 lata
(48 miesigcy) i 5 lat (60 miesiecy). Znamy réwniez wysoko$¢ oprocentowania dla
kazdego z wymienionych okresdw sptaty. W celu uzupetnienia réwnania musimy
poznaé kwote odsetek. W jaki sposdb mozna uzyskac te warto§¢?

C6z, méglbys poszukaé w Google hasta , Kalkulator odsetek prostych”, ale nie musisz,
bo zrobiliSmy te obliczenia za Ciebie. To jest réwnanie pozwalajace na obliczenie
kwoty odsetek na podstawie okresu splaty i kwoty kapitatu:

O oznacza catkowitq St‘opa oprocentowania

kwote odsetek. w postaci liczby
{ f dziesigtnej.
Odsetki proste oblicza

i i = Liczba ptatnosci
sig z takiego wzoru. — OPrOSte (p ° Ko)n & (JJCZL/:TX CaH,oniZ' miesiqeach).

To oznacza odsetki proste — sq takze Wyj:éciowa kwota pozyczki.
odsetki ztozone, ale na razie nie apitat.
musisz sig nimi przejmowac.

Bank oferuje trzy rézne okresy sptaty. Dla kazdego z nich jest inne oprocentowanie.
Musimy obliczy¢ catkowita kwote odsetek dla kazdego okresu splaty, a nastepnie
podstawi¢ do réwnania wyjSciowego, aby uzyskac wysoko$¢ miesigcznej raty,

jaka bedzie musiat zaptaci¢ Marek:

— N

O \={@eK)n (Kapitat + Odsetki) _ Miesieczna 3%7
’ Liczba rat rata

% 7 .
. Zaostrz otéwek
N’

R Oblicz odsetki dla pierwszej opgji: 3 lata przy stawce oprocentowania 3,0%.

[\ Nalezy uwazaé, ab

/ by liczby miaty odpowiedni
Opfoste = (p ° Ko)n Postac (posta¢ dziesiging Procenf‘u)’? ¢
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Przeliczenie wysokosci rat

%

730strz otéwek:
h “x Rozwnqzame Oblicz odsetki dla pierwszej opdji: 3 lata przy stawce oprocentowania 3,0%.

2»‘?% w postaci
Z i i
leSlQmej to 0,03. Pam‘Qtame, ten okres spfa'ly

— Jjest wyrazony w LATACH,
OProm (p .ﬁo)n_J / a nie miesiqgach.

25 000-1000 pierwszej wptaty

PODSTAWIAMY obliczong wartoéé
w celu wyliczenia wycokoéei mieciecznej raty

Musimy obliczy¢ catkowita kwote odsetek dla kazdego okresu splaty, a nastepnie
podstawi¢ do réwnania wyjSciowego, aby uzyskac wysoko$¢ miesigcznej raty, jaka
bedzie musiat zaptaci¢ Marek:

Teraz zZnamy
te wielkosé.

24 000
i - Miesieczn;ﬁ(

ital+Odsetki)
(Kap rata

Liczba rat

Teraz powinno sig
udaé obliczenie tej
wartosci.

To jest liczba miesigcy:

est catkowita kwota odsetek 3 lata razy 12 miesigcy w roku.

I?taJna z poprzednich wyliczen. ‘\‘
Na tyle Marek moze

(24 000 + 2 160) _ 1o o 5 55065 soié posm
3. 12 = 12>

Tyle wynosi wysokos¢ J

miesiecznej raty dla
opcji nr 1.

Nie staé mnie na tyle!
A co z dtuzszymi okresami
sptaty? Naprawde chce mieé
ten samochéd!
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Algebra w praktyce

&Zaos’crz oftéowek
R N

\\\\‘ SprawdZ, czy Marek bedzie mogt sobie pozwoli¢ na dowolng z pozostatych
opcji czasu sptaty — okres 4-letni lub 5-letni.

Opcja nr 2: 4 lata przy stawce oprocentowania 3,5%.
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Zaostrz olowek: rozwigzanie

Q%aos’crz otéwek:

'\ Rozwigzanie _ | | |
Twoim zadaniem byto sprawdzenie, czy Marek bedzie zdolny do sptaty
pozyczki w terminie czterech lub pieciu lat.

Podstawienie do réwnania
utworzonego wczesniej.

Opcja nr 2: 4 lata przy stawce oprocentowania 3,5%.
(24 000 + 3 360)

Uwazaj na przecinek = 570
........................................ deiesiemny w tym miejseut /o HOI2
=(0,035224 000% o D1 O€ 2 550€
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Tak'aWyso"(OéémleSchznejra'(yjésf

l'AJCiq,i za wysoka. Marek ma nadzieje,
ze nastepna opcja bedzie do Przyjecia!

To jest tqczna kwota odsetek do zapfaf:enia
w ciqgu cafego okresu spfaty pozyczki.

Marek bedzie winien 28 80
: 0 €...
kapitat plus 4 800 € odsefek.€
Opdja nr 3:5 lat przy stawce oprocentowania 4,0%.
(24 000 + 4 800)
512

480€ ¢ 550€

= 480

Swietnie! a rata odpowiada!
.......... Oproste = (1605 lswu;‘ri?‘riozgagoblePOZ'EO“é"“ samochdd,
jesli zaciagnie pozyczkg © najdfuzszym
0. =4800 okresie sptaty. Co wigcej, co miesiqc
............. Pmsezosfamemu70

SZARE KOMORKI

Jaka jest rzeczywista cena samochodu, jesli uwzglednimy odsetki réznych opciji kredytu?
Co by byto, gdyby Marek mégt dokonac pierwszej wptaty w wyzszej wysokosci?
Co by byto, gdyby poczekat dtuzej, tak by mogt ptaci¢ wiecej, kiedy juz dostanie prace?
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Nie,istniej

gtupie p

0’: Dlaczego réownanie odsetek jest tak skomplikowane?

U: Réwnanie, ktore wykorzystalismy do obliczania odsetek, to
standardowe réwnanie stuzace do obliczania odsetek prostych.
W rzeczywistosci nie jest ono skomplikowane, chociaz dodatkowe
litery i oznaczenia powoduja, ze na pierwszy rzut oka wydaje sie
ono ztozone.

a): W jaki sposéb dziata réownanie do obliczania odsetek?
U: Rownanie: O, . = (peK,)n jest whasciwie do¢ proste. Mowi
ono, ze catkowita kwota odsetek pozyczki jest réwna stopie
procentowej pomnozonej przez pozyczong kwote i czas, na jaki
pozyczono pienigdze.

Co z tego wynika? Na koszty pozyczki sktadaja sie dwie rzeczy:
wysokos¢ stopy procentowej oraz czas, na jaki pozyczamy
pieniadze.

Algebra w praktyce

ania

0’: Podczas obliczania odsetek okazato sie, ze przy
piecioletnim okresie sptaty trzeba oddac wigcej pieniedzy,
ale miesigczna rata jest nizsza. Dlaczego tak jest?

U: W przypadku pozyczek tego rodzaju czas sptaty ma wigkszy
wptyw na wysoko3¢ sptacanej kwoty od stopy odsetek. Dodanie
roku sptaty do pozyczki to 12 dodatkowych rat. To znacznie
wiecej odsetek, ale sg one roztozone na dodatkowych 12 miesiecy.
W efekcie miesieczna rata jest nizsza.

Warto zapamietaé, ze pozyczka zaciggnieta na dtuzszy okres dos¢
znaczaco podniesie cene samochodu. Krétsza pozyczka oznacza
mniej odsetek, a tym samym nizszy catkowity koszt. Krétszy okres
sptaty jest lepszy, jesli mozemy sobie na niego pozwolic.

Q CELNE SPOSTRZEZENIA

® W przypadku rozwigzywania praktycznych
probleméw w réwnaniach czesto trzeba
wprowadzaé ograniczenia i przeksztatcaé je na
funkcje.

® Obliczanie odsetek polega na wyznaczeniu
niewiadomej z réwnania.

® 7 réwnania odsetek wynika, ze czas sptaty
pozyczki i oprocentowanie majg wptyw na
wysoko3¢ miesiecznej raty.

® Ubezpieczenie samochodu jest statg, a nie
zmienna. To stata kwota.

Staé mnie na piecioletnia

pozyczke. To niezwykte!
Teraz moge sobie kupié
samochéd!
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Uwazaj na spadek wartosci

Marek jeezeze nie jeet whaéeicielem tego eamochodu...

Marek jest gotéw do zakupu. Moze wplaci¢ 1000 € pierwszej wplaty oraz zaciagna¢ na pigé
lat kredyt oprocentowany na 4% z rata miesi¢czna. Sta¢ go nawet na wykupienie polisy
ubezpieczeniowe;.

Jest jednak jeszcze co§, co nalezy wzia¢ pod uwage...

Zgadzasz sie na finansowanie za
pomoca kredytu na oferowanych przeze
mnie warunkach? Jak chcesz. Ale kolego,
co z ubezpieczeniem GAP? Potrzebujesz go,
wiesz? Nie styszates nigdy o ubezpieczeniu GAP.
Przeciez nie chcesz, by twéj nowy samochéd
wygladat tak. Zgadza sie?
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Algebra w praktyce

4 .
Czat IM: Samochody tracg na wartosci R
Ten facet oferuje mi cos$, czego nie rozumiem.
Co to jest ubezpieczenie GAP, o ktérym on mowi?
Jola

Céz, wiesz przeciez, ze samochody bardzo szybko tracg na wartosci.

Problem polega na tym, ze samochody najwiecej traca na warto$ci na
poczatku. Dlatego btyskawicznie sg warte mniej, niz sie pozyczyto. .
\ h

JNaprawdQ’? Czy to znaczy, ze Marek bedzie winien bankowi wigcej plenledzy? Krystyna

Jola Nie, Marek w rzeczywistosci nie bedzie winien bankowi wiecej, tylko jego
samochdd bedzie wart znacznie mniej. Ten mechanizm dziata nastepujgco:
powiedzmy, ze Marek pozyczyt 28 800 €, ktérych potrzebowat na zakup
samochodu (24 000 € plus odsetki). Z powodu spadku wartosci samochod a
bedzie wart okoto 20 000 € natychmiast po wyjezdzie od dilera.

Janek

A zatem gdyby Marek miat wypadek w drodze od dilera do domu,
to dostatby z agencji ubezpieczeniowej 20 000 €, poniewaz tyle

bytby wart jego samochdéd. Czy pomimo to w dalszym ciagu bytby
winien bankowi 28 800 €? Wydaje sie, ze to niesprawiedliwe...
\jlin
ysyna Co2, nie dosé, ze bylby winien bankowi
8800 €, to jeszcze nie miatby samochodu. s >¢

Wiasnie. To, co prébuje sprzeda¢ handlarz, nazywa sie ubez- Jola
N pieczeniem GAP. Pokrywa ono réznice pomiedzy wartoscig
I ' samochodu a kwotg, jakg nabywca jest winien bankowi.
T
Krystyna Ale to kolejna rzecz do zaptaty. Czy Marka na to
sta¢? Czy warto kupic takie ubezpieczenie?
e

Janek

Trzeba przytoczy¢ kilka liczb, aby to obliczy¢...

N )
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Oblicz, ile jest wart samochéd

Marek jest winien bankowi 24 000 €

52 se Marek otrzymat wyciag
fcgaorztzy 'dzfyczzz s?uonj pozyczki... plus 4800 € odsetek.
oto jak mdgtby on wygladac. K
28 800 € ?
Saldo kredytu
i 20 000 €
Cena samochodu rocznik 2009
— biez zdewaluowana wartos¢ j
biezaca, rde uowa / S

Po wyjezdzie » parkingu u dilerq

Samochéd M i
20000 €, O Jest wart tylko

Deprecjacja to emutna rzeczywictoéé

Przedmioty szybko si¢ starzeja... zwlaszcza samochody. Opony,
hamulce, plyny i silnik zuzywaja si¢ wraz z kazdym przejechanym
kilometrem. Dlatego wlasnie uzywane samochody sa tafisze od
nowych.

Deprecjacja to pojecie opisujace ubytek wartosci samochodu.

Zdeprecjonowana warto$¢ to cena samochodu pomniejszona
o kwote deprecjacji. Inaczej méwiac, jest to warto$¢ samochodu
w okre§lonym momencie.

t funkcja zdefiniowana w wielu

Niestety, samochody traca okoto 20% swojej wartosci natychmiast ;iz{:dsziafaw Z'a'pomniafgié,zsgjggiesz
po wyjeZdzie od sprzedawcy. Nastepnie traca pozostala swoja znaczy? ,“,/‘Q?SJ informac)

warto$¢ w ciagu okoto 10 lat. Po tym okresie sa w zasadzie nic w rozdziale 15

niewarte.

Bank w dalezym ciagu ma ewoje pienigdze

Warto$¢ samochodu spada szybciej niz tempo, w jakim splaca si¢
kredyt. Istnieje zatem réznica pomiedzy kwota, jaka jesteSmy winni Tstuios
bankowi, a wartoscig samochodu. Stieje luka... rézmicq
ISDO'"'szy wartosciq
Samochodu a kwotq, kts
/ Jestesmy winn; bar?kow?,rq

Kwota dtugu spada
ze statq szybkosciq,
w miarg jak co miesigc
sptacamy bankowi raty.

Samochdd jest jednak
zwykle wart mniej od
kwoty dtugu.
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Algebra w praktyce

W celu wymodelowania luki musisz okreslic kilka funkcji. Napisz funkcje salda pozyczki Marka,
a nastepnie funkcje deprecjacji zdefiniowana w kilku przedziatach. Nie zapominaj o dziedzinach.

7

\ Obie funkcje bedq oznaczone jako w(t)
— warto$é w zaleznosci od czasu.

SAIAO KF@AYIU ...

DZIQUZING: ... ettt

Zatézmy, ze samochdd traci na
wartosci réwnomiernie w ciqgu
— 10 lat... poza pierwszym
spadkiem o 20%.

Zdeprecjonowana WartoS€ SAMOCNOTUL ..................coiiiiiii et

DZIQUZING: ..o
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Ewiczenie: rozwigzanie

W celu wymodelowania luki musisz okresli¢ kilka funkcji. Napisz funkcje salda pozyczki Marka,
a nastepnie funkcje deprecjacji zdefiniowana w kilku przedziatach. Nie zapominaj o dziedzinach.

Cwiczenie:
Rozwigzanie Ten zapis oznacza Znak minus oznacza, ze sptata
wartosé pozyczki kazdej raty zmniejsza kwote dtugu.

w funkcji czasu- m 450 miosiacanic 142y )
Saldo kredytu: s w(t) = 28 800 = 480t  iczba miesiecy.

........................................................................................................................................................................................

/& Dziedzina tej funkcji rozpoczyna sig w chwili
kiedy Marek kupit samochdd, i trwa 60 miesigcy
(pig¢ lat) — tyle wynosi okres sptaty pozyczki.

Fragment nr 1 Poczqtkowa wartos¢ nacza 20%
funkcji samochodu minus deprecjacja  Ten wyraz oz “tosci
Q oczqtkowe) wa
du razy t

h
w(t) = 25 000 — 0,2(25 000)t — samocho

Zdeprecjonowana wartos¢ samochodu:

Ta relacja jest i
w(t) = 25 000 — 5000t O <tc1 <— tylko dIa) p{eersws,;re:;?iz'wa

Najpierw oblicz, ile miesigca — fragment nr 1

. . funkciji.
jest wart samochdd po - _ - )
funkeji ... pierwszym. spadku..ceny......2.n. 25 000 - 0,225 000) = 20 000

fragment nr 2

Nowa warto$¢ poczqtkowa

To w dalszym ciqgu jest funkcja spadek wartosci wynosi zatem

: : 10% rocznie.
wartosci samochodu w czasie,
................. @l 1@t 3 Do WC. = 20,1000 = 166\ e

Podziel tg warfo?é I,LJrzez 12, .
iedzi by przeksztafci¢ stopg roczn
DLCUZR: ... 24560 ... aby prasfsatalci stope roczma

/\_ Ta relacja jest prawdziwa dla pozostatego
czasu zycia pozyczki: 60 miesigcy.

Podsumujmy — uzyskujemy laczny obraz funkcji

opisujacej ,luke™:
pisujacej ,luke kafadg réwnan i yktae
unkgji rozwiqzuje sje

25000 -5000f 0 < f < 1 doktachis. tak el .
W) =1{o0000- 166t 1<t < 60 ™\, Funkdji

To jest uktad +&mmadt

Z technicznego punktu widzenia
réwnania sq przeciez funkcjami.

w(t) =28800-480f 0 < t < 60
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10000
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Algebra w praktyce

Hej! To zwykty uktad réwnan. Jesli
narysujemy jego wykres, bedziemy mogli
yzobaczyé" luke i znajdziemy miejsce,
w ktérym sie ona konczy.

NARYSUJ
WYKRESY!

Narysuj wykres obu funkgji, aby ,zobaczy¢” luke. Zaczelismy za Ciebie,
wykreslajac pierwsza czedé wykresu deprecjacji.

e (1) = (25000 =500 0 < ¢ <1
Deprec)ac) W= 190000- 166t 1<t < 60

Saldo kredytu ——> w(f) =28 800 —-480t 0 < t < 60

-,;O Jjest fé‘a m
furkeji dopeosjoc |
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Narysuj wykres: rozwigzanie

NARYSUJ WYKRESY!

ROZWIAZANIE

.

Twoim zadaniem byto narysowanie wykresu uktadu réwnaf
reprezentujacego luke. Jakie efekty uzyskates?

25000-5000f 0 <t <1

cja =
Deprecjac] WO =150000 - 166t 1< < 60

Saldo kredytu —>  w(f) = 28800480t 0 < ¢ < 60

S aldo§ kredyf%

: . : : : Ten pgunkf' przéeci . i : : :

. : - : : : : . - ecia odpow : : :
D5 QOO N s s Punktow'”w'c:zas'i'éf'Kiéd’;"ééqﬁs;qéhga""i ............... S

: . : . : : Marka kosztuje doktadnia tyle. : : :

ile /Vlc;zrek Jest wini le,

en bankowi:

doo0fee., | oNC [

B 15 000 .......... Tojes‘f!uka']Odleg:roéé . Pom‘edzy [SPERVNR &
: tymi liniami oznacza kwote; ktdrq
Marek bedzie winien w dowolnym
momencie. : : :

10000 .............. .. ° ............ ............... ........... . .........

: 5 a8,
Poczqwszy od mniej wigce) '
miesiqca, samochdd Mar'ka ch!za.e
: : : wart wiecej, niz Marek jest winien : § : § |
...... 5000 ba]’lkOWl w 1ym PrZyPadku Prol?!em
§ § ubezpieczenia przestaje, istniec. 5 5 ; : i

.
.

-5 5 10 15 20 25 ‘30 35 40 45 50 55 60

o . d
k ponosi ryzyko »luki” w wartosci przez pona
/g‘;rziezigc . _lr_g gonad dwa lata! Lepiej jezdZ

ostroznie, Marku...
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problemem luki...

i t
Ubezpieczenie CAP — okresy i optaty

je T6ZNice pomiedzy wartoscia

To ubezpieczenie pokry e s k.

samochodu 2 kwota kredytu

Option #1

iesiecznie
18-miesigczna ochrona — 20 € miesi¢

Option #2

3-letnia ochrona — 60 € miesiecznic

Hej, wystarczy juz dziwacznych liczb.
Wiecie teraz, ze nie radzitem wam
ile. Podpiszcie opcje nr 2 i nie
bedziecie sie musieli wiecej martwic

Co powinien zrobi¢ Marek?
Czy powinien wykupic¢ ubezpieczenie GAP?
Jesli tak, to ktora opcia jest lepsza?

Algebra w praktyce
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Wybierz wtasciwy okres ochronny

Dzieki algebrze nie mugiez bawié cie

w ZGADYWANIE

Marek zdecydowanie potrzebuje ubezpieczenia GAP w celu ochrony
w okresie, kiedy jego samochdd bedzie wart mniej, niz Marek jest winien
bankowi. Kt6ra opcje powinien jednak wykupi¢? Pierwsza czy druga?

Dzigki wykresowi, funkcjom i Twoim diabelskim umiejetnosciom

z algebry mozesz to wyliczy¢. Musisz okresli¢ maksymalne potencjalne
ryzyko Marka w dowolnym czasie oraz wzia¢ pod uwagg, ile kosztuja
poszczegblne opcje ubezpieczenia GAP. Powinienes réwniez wziaé
pod uwage miesieczny budzet Marka oraz catkowity koszt kazdej opcji Option g5
ubezpieczenia GAP.

18-mieg;j
1esiecy,
CCzng Ochropg __ 206,
Miesigezp;
nie

3-letnj;
a Oc]
hrong __ 60 € Miesigeyp:
ZNie

...pamietaj jednak o kontekécie problemu

Najpierw powinni§my si¢ dowiedzieé, na jaki wydatek moze

sobie pozwoli¢ Marek, biorac pod uwage kwote rat kredytu oraz
wczesniejszych ubezpieczen. Nie jest to jednak jedyna rzecz, o ktéra
Marek musi si¢ martwic.

Oto co nalezy zrobic:

o Oblicz, na jaki wydatek sta¢ Marka.
Oblicz, ile pozostaje mu pienigdzy po dokonaniu zakupéw, i sprawdz,
czy sta¢ go na ktdérakolwiek z opcji ubezpieczenia GAP.

e Oblicz koszty opcji nr 1.
Oblicz najgorszy przypadek luki w ciagu pierwszych 18 miesiecy (to jest
ryzyko, jakie ponosi Marek) oraz catkowita kwote, jaka bedzie musiat
zaplaci¢ Marek za t¢ opcje ochrony ubezpieczeniowe;j.

e Oblicz koszty opcji nr 2.
Oblicz najgorszy przypadek luki w okresie pomigdzy 18. miesiacem a 3 latami
(to jest dodatkowe ryzyko, przed ktérym chroni opcja nr 2) oraz catkowita
kwote, jaka bedzie musiat zaptaci¢ Marek w ciagu trzech lat za t¢ opcje
ochrony ubezpieczeniowe;.

o Wybierz najrozsqdniejszy wariant.
Postugujac si¢ nowymi informacjami oraz wykresem luki, zdecyduj,
ktéry plan jest najbardziej rozsadny. Jaka opcje powinien wybra¢ Marek?
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Algebra w praktyce

\‘Zaostrz otéwek

) Wykorzystaj to miejsce do wykonania obliczef dotyczacych
problemu ubezpieczenia GAP Marka.

o Oblicz, na jaki wydatek STaC MArKa. ..........c.c.cooviiiiieiicieccs e
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Zaostrz olowek: rozwigzanie

A 7 a0strz otdwek:
\‘x ROZWI%Z&I’]IG Twoim zadaniem byto wybranie najlepszej opcji ubezpieczenia GAP dla Marka.

(24 000 + 4 800)
— T
5012 = 480
0 Oblicz, na jaki wydatek staé Marka. .
i 4
Obliczylismy to na stronie 446, 80€ ¢ 550¢
...................................... kiedy..Marek..wy‘.?!'ﬁr.‘!.f..H’.f‘..r.'.‘.‘.'.‘,‘f.,..,..,,.,,.,.. rata odpowiada! Marek moze
kredytu. sobie pozwoli¢ na ochdd, jesli zaciqgnie
pozyczke o najdtuzszym o ie gptaty.
______________________________________________________________ Bediions pozestanc mt 70 €5 ()
9 Oblicz koszty opdjinr 1. Najwigksza luka wystepuie. w. ciagu pierwszych. ... .. oo

.................................................................................................................................................................................................. -

e Oblicz koszty opgji nr 2. Najgorsza luka w okresie pomigdzy 18. miesiqgcem a 3 latami wynosi okoto 2000 €.
iczba miesiecy  Miesioerna sktadha
Liczba <cy Miesigczna sktadka Razem sktadki przy opcji 2 Catkowite maksymaine ryzyko
Sktadki do zaptacenia = 36(60) = 2160 € < w dalszym ciqgu wynosi 8000 €
P . Y
................................................................................................................................................. w'c,q’gu k'lku Pierwszych
miesigey. Jednak pomiedzy
Sktadka wynosi 60 € miesigcznie, na co Marek réwniez moze sobie pozwolic. miesiqcem 18. a 19. maksymaine
................................................................................................................................................ fyzgko n'eZabezpleczone przez
opcje nr 1 wynosi 2000 €.

(koszt opcji nr 2—koszt opcji nr 1), aby zabezpieczyé dodatkowe ryzyko utraty 2000 €.
A zatem zaptacenie dodatkowych sktadek pozwolitoby Markowi potencjalnie zaoszczedzié
200 €! Lepiej wybraé opcjg nr 1 i ostroznie jezdzié pomigdzy 19. i 28. miesiqcem!
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Algebra w praktyce

Saldb kredyftfl

wart wiecej,

25000‘. ...... l ...... .............. :...Ma.rkaé.koszfuj:e..dok.fadm'e..

Poczqwszy od mniej wigcej 28.

miesigca, samochdd Marka bedzie

: niz Marek jest winien

...... e : i bankowi. W tym przypadku problem
5000 ubezpieczenia przestaje istniec.

Ten pémkt przéci @ o ad
: dnk ecigcia odpowiada
| punktowi w czasie, kiéd,; safnéchdd

gt -kasz S T EHSUTUOSOUOOOE SRR
§ ile Ma;rek Jjest:winien bank?wei.? : 5 5

.g Deprecjaézja

ode o oo

-5 5 10 15 20

\r_/

Opcja nr 1

—

S

Marek ponosi ryzyko ,luki” w wartosci przez ponad 25 miesigcy.
To ponad dwa lata! Lepiej prowadz ostroznie, Marku...

—

Opcja nr 2
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Przebiegnij runde honorowg

Marek chee Ci ptacié za to,
by¢ ctat cie jego planict financowym

Marek jest podekscytowany tym, Ze pomoglte§ mu zaoszczedzic tyle
pienigdzy, a jednocze$nie zdoby¢ samochdd swoich marzef. Obiecal nawet
w dalszym ciagu korzysta¢ z Twoich ustug doradcy przy podejmowaniu
decyzji finansowych... i powiedzie¢ o Tobie swoim przyjaciotom!

Aby doradzi¢ Markowi, wykorzystate$ wiele zaawansowanych umiejetnosci
algebraicznych:

@ Przedstawianie réwnaii w kontekscie zmiennych.
@ Korzystanie z funkcji z ograniczeniami dla dziedziny i przeciwdziedziny.
@ Rysowanie wykreséw funkcji i czytanie wynikéw.

@ Rozwiazywanie uktadéw réwnah_i_funkceji.

Przyjechatem tutaj moim nowym
samochodem! Jestem zabezpieczony przed
wypadkiem we wczesnym okresie posiadania
samochodu i sta¢ mnie na optaty. Nie ma
problemu. Twoje rady byty doskonate!

Hej! My tez chcemy skorzystac
z Twoich ustug. Jakie sa Twoje warunki?

Mozesz otworzy¢ firme!

Dzicki Twojemu sukcesowi z Markiem

w kolejce ustawito si¢ wiele os6b, ktore
tylko czekaja, aby zaptaci¢ Ci za porady
finansowe. Najlepiej bedzie, jesli otworzysz
biuro... i wykorzystasz algebre do
zaplanowania swojej wlasnej finansowej
przysztosci!
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