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Rozdziat 2.

Rzut ukosny

Rzut ukosny to taki ruch, w ktérym ciatu nadajemy predkos¢ poczatkowa v,, skierowana
pod katem o do poziomu (rysunek 2.1). Jest to kolejny, znany z nauki fizyki w szkole
$redniej przyktad ruchu ztozonego, gdyz mozna analizowa¢ go jako ztozenie dwoch ru-
chow prostych odbywajacych si¢ w dwdch wzajemnie prostopadtych kierunkach.

Rysunek 2.1. 4
Rysunek pomocniczy by
do ¢wiczenia 2.1
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Jezeli poczatek uktadu odniesienia wybierzemy w taki sposob jak na rysunku 2.1, to
w kierunku osi x uktadu odniesienia cialo porusza si¢ ruchem jednostajnym, w kierunku
osi y ruchem jednostajnie zmiennym. Rzut uko$ny mozna opisa¢ nastgpujacymi rowna-
niami, wynikajacymi z drugiej zasady dynamiki Newtona:

(1) ma, =0 — ruch jednostajny w kierunku osi x,

) ma, =—mg — ruch jednostajnie zmienny w kierunku osi y,
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gdzie a, i a, jest przyspieszeniem ciala odpowiednio w kierunku osi x i y uktadu odnie-
sienia, m jest masg ciata, a g jest przyspieszeniem ziemskim.

y 4

Tor ciata w rzucie ukoSnym

Cwiczenie 21 — oD o
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Wyznacz tor ciata, ktoremu nadano predkosé¢ poczatkows v, skierowana pod katem o do
poziomu. Pomin opory powietrza.

Jest to zadanie podobne do tego, ktore juz rozwigzywates w poprzednim rozdziale.
Mamy nawet takie same rownania ruchu. Musimy jeszcze uwzgledni¢ warunki poczat-
kowe i warunek brzegowy. W tym przypadku warunek poczatkowy jest jeden: w chwili
t=0, v=v,. Przepisujac ten warunek na sktadowe predkosci w kierunkach x i y uktadu
odniesienia, po prostych przeksztalceniach, otrzymamy v, =v, cosa i v,, =v,sma,
gdzie a jest katem nachylenia wektora predkosci poczatkowej v, do osi x. Warunek
brzegowy to: y(0)=0. Rownania (1) i (2) mozna, korzystajac z definicji przyspieszenia,

AVX AV y ., . , .
a, = o a, :A_t przeksztalci¢ w nastepujacy uktad réwnan:

Av,
At

m =0,

Av
m—y:—mg .

At

Z réwnania (3) wynika, ze 4v,=0, a zatem predkos$¢ w kierunku osi x, jest zawsze stala
i rowna w dowolnej chwili czasu predkosci poczatkowe;:

Vo =V, COSK.
Taki wynik nie powinien nas zaskakiwac, gdyz w kierunku osi x ciato porusza si¢ ru-
chem jednostajnym. Z réwnania (4) wynika, ze Av,=—gAt, czyli predkos¢ w chwili p6z-
niejszej np. ¢+, zalezy od predkosci w chwili wezesniejszej ¢, wedtug wzoru:

v (tq)=v,(t;,)—gar.
ZnalezliSmy zatem zaleznos$ci predkosci od czasu w kierunku osi X i y — pordwnaj

wzory (5) 1 (6). Poszukujemy jednak zaleznosci drogi od czasu w kierunkach x i y. Wy-
znaczymy teraz te zaleznosci. Droge w kierunku osi X mozna wyznaczy¢ postugujac si¢



Rozdzial 2. < Rzut uko$ny 13

(7

®)

nastgpujacym rozumowaniem: na poczatku przedzialu czasu Ar=t;.,—t;, czyli w chwili
ciato posiada predkos¢ vi(#;), natomiast na koficu tego przedziatu, czyli w chwili #,
ciato posiada predkos¢ vi(#+1). Wobec tego droge Ax przebyta wzdtuz osi x w czasie At
obliczymy ze wzoru: Ax = v, ()4, gdzie:

1
Virx (=5 00 +v, 1)),
a zatem na podstawie rdwnania (5):
1
Ax =E(Vx(lj+l)+vx(tj)) =V, cosa - At ,

czyli

x(t;4)=x(t;)+v, cosa-Ar.

Ten ostatni wzor jest wlasnie poszukiwanym wzorem okreslajacym zalezno$¢ drogi od
czasu w kierunku osi x w chwili pézniejszej £+, od drogi w chwili wczesniejszej #,. Dzigki
zaleznosci (7) bedziemy potrafili wyznaczy¢ funkcje x(#) w calym przedziale czasu trwa-
nia ruchu, jesli tylko znamy warto$¢ predkosci na poczatku ruchu #. w chwili #=0.

Pozostaje nam jeszcze wyznaczenie funkcji y(¢) opisujacej zaleznos$¢ drogi od czasu
w kierunku osi y. Wykorzystamy tu wzor (6) oraz zastosujemy podobne rozumowanie
jak w przypadku wyznaczania zaleznosci x(f). Tym razem:

1 1
Ay =vg (1) At :E(Vy(tj)_'- v, (t,1))- At =5(Vy(t,-)—g4‘l+ v, (1)) At =
1 1
ZE(ZVJ,(tj)—gAﬁAt = vy(tj)~At—EgAtz.
czyli

1
Wt jua) = 908 )) 4 v, (1) A= gt

co oznacza, ze potrafimy wyznaczy¢ funkcje y(7) opisujaca droge przebyta przez ciato
wzdhuz osi y, w zaleznosci od czasu trwania ruchu, na podstawie znajomosci zaleznosci
drogi w chwili pozniejszej ¢+, od drogi w chwili wczesniejszej ¢;.

Wzory (6), (7) i (8) wykorzystamy do budowy arkusza wyznaczajacego poszukiwany
tor ruchu ciala, czyli zaleznos¢ y(x).

Przygotowanie arkusza

1. W arkuszu cz¢$¢ komorek trzeba przeznaczy¢ na przechowywanie wartosci
koniecznych statych fizycznych i danych wynikajacych z warunkow poczatkowych.
Potrzebne beda wartosci nastepujacych wielkoS$ci: przyspieszenia ziemskiego — g,
predkosci poczatkowej — v,, kata nachylenia ¢, przedziatu (kroku) czasowego Az,
chwili poczatkowej — ¢,, sktadowych wektora predkosci poczatkowej w kierunku x
(Vox =V, cosa) i wkierunkuy (v,, =v, sina).
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2. Wielko$ci te rozmie$¢ w arkuszu w sposob pokazany na rysunku 2.2. (cze$¢ arkusza
nie zaznaczona szarym ttem). Zeby uzyskaé zadany wyglad arkusza, wystarczy
wpisa¢ w odpowiednie komorki dane tekstowe lub wartosci. Do komoérek B8 i B9
wpisz odpowiednio =$B$4*COS (RADIANY ($B$5)) 1 =$B$4*SIN(RADIANY ($B$5)).
nvs"nek 2.2. Ed Miciosoft Excel - 12 MEE
W l d ¢ J@ Blik Edycja Widok ‘Wstaw Format Marzedzia Dane Okno Pomog =
Jl;g‘l Jfragmentu DR @Ry [smBd|o-c @ = & 83|00,
AriuSza z TOZWIGZAMIEN [y ce ru B rU(EETE T %w @S EEL -5 A.
¢wiczenia 2.1 el = =
= > =5 O T Y [ 5~
| 1| Reutukosny t wit)  x() vit) vt) [
|2 | 0 10 i i 20
|3 |g= 981 0006 994114 0103923 005947 19 97064
LVD: 20 0,012 988228 0207846 0118587 19,9414
| 5 o= 30 0,018 9582342 0311769 0177351 199123
| 6 | A= 0,006 0,024 976456 0415692 0235762 1988333
LI‘F 0 0,03 97057 0519615 029352 1985449
ivu,::vocosoc 1732051 0,036 9pB4684 0p23538 0351524 19 82578
ivcy,:vosmﬂc 10 0,042 958798 0727461 0408875 1979721
| 10 | yi0)= 0 0,048 952912 0831384 0465874 19 76677
| 11 |xi0)= 0 0,054 947026 08535307 0522519 19 74046
112 | 0,06 94114 103923 0576851 1971229
| 13 | 0,066 935254 1143184 0534749 19 68426
| 14| 0,072 929368 1247077 0F90335 19 65636
| 15 | 0,078 923482 1,351 0745567 19,6286
| 16 | 0,084 917596 1454923 0800446 19 60098
| 17 | 0,09 91171 1558646 0554972 1957349
| 18 | 0,096 905624 1B62769 0209145 1954614
119 | 0,102 5959935 1766692 0962965 1951694
ﬂl 0,08 G624052 1570615 1016431 1949187 -
[4 [ [l Arkuszr {arkusaz f Arkuszs f 1K1 L|JJ
Gotowy | e ] ] e

3. W komorkach C1, D1, E1 i F1 umie$¢ kolejno nastgpujace dane tekstowe: ¢, v,(f),
x(1) 1 y(0).

4. W komorkach C2, D2, E2 i F2 umies¢ kolejno nastepujace formuty: =$B$7, =$B$9,
=$B$11, =$B$10.

9. W komorkach C3, D3, E3 i F3 umies¢ kolejno nastepujace formuty: =C2+$B$6,
=D2-$B$3*$B$6, =E2+$B$8*$B$6, =F2+D3*$B$6—-0, 5*$B$3*$B$6"2 1 okoto 100 komérek
kolumn C, D, E i F wypehij seria danych. W rezultacie arkusz powinien przybrac¢
wyglad taki jak na obszarze zaznaczonym na rysunku 2.2 szarym kolorem
(z wyjatkiem kolumny G).

Aby wypetnié¢ komorki serig danych wykonaj nastepujace czynnosci: (1) ztap mysza maty

kwadracik znajdujacy si¢ w prawym dolnym rogu ostatniej komorki do ktérej wpisates formute
(komoérka musi by¢ aktywna), wskaznik myszy przybierze wowczas ksztatt +, (2) pociagnij go

w dot zaznaczajac tyle komorek ile ma by¢ wypetnionych.

6. Aby uzyskac wykres zaleznosci y(x), czyli znalez¢ tor ruchu, zaznacz kolumny E i F,
a nastepnie uruchom Kreator wykresow. Wybierz odpowiedni typ wykresu (wykres
liniowy w grupie XY (Punktowy)). W rezultacie po uporzadkowaniu (wykorzystaj tu
odpowiednie opcje kreatora wykresow) otrzymasz wykres toru ruchu w rzucie ukosnym
(rysunek 2.3), jesli zadasz wartosci parametréw ruchu takie jak na rysunku 2.2.

Moze pojawi¢ si¢ problem ile komoérek z kolumn E i F wypetni¢ seria danych. Generalnie ilo$é
ta zalezy od warto$ci kroku czasowego At, ktorg to warto$¢ przechowujemy w komorce B6,
a takze od warto$ci parametréw ruchu: predkosci poczatkowej i kata nachylenia «. Im mniejsza
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Rysunek 2.3.
Wyglad arkusza
z rozwiqzaniem
Cwiczenia 2.1 6

Tor ciata w rzucie uko$nym

y(t)

x(t)

wartos$¢ 4¢, tym wigcej trzeba zaznaczy¢ komorek, ale z kolei, tym doktadniejsze uzyskamy
wyniki. W opisanym przykladzie dla uzyskania wykresu wykorzystano 351 komoérek dla warto$ci
kata o=30°, predkosci poczatkowej v, =10 m/s i kroku czasowego 47=0,0029 sekundy. Jezeli
sporzadzajac wykres, zauwazymy, ze dla wybranych wartosci parametréw ruchu wykres nie
,-dochodzi” drugi raz do osi x lub przecina os x i osiaga warto$ci ujemne, to albo mamy za mato
komorek, albo za duzo. Woweczas trzeba wypehi¢ serig danych wigksza liczbe komorek, albo
zwiekszy¢ warto$¢ kroku czasowego A¢. Jesli mamy za duzo komoérek (wykres osiaga wartosci
ujemne) to trzeba albo czg¢$¢é komorek wyczyscié lub zmniejszy¢ warto$é kroku czasowego At.
Takie operacje pomoga uzyska¢ wykres taki jak na rysunku 2.3

Zmieniajac w odpowiednich komdrkach wartosci parametrow ruchu mozna badaé, w jaki
sposob modyfikuja one tor ruchu. Z wykresu mozna wyznaczyé np. zasieg rzutu oraz
maksymalng wysokos¢, a z danych w kolumnie oznaczonej jako ¢ (kolumna C) mozna
wyznaczy¢ czas trwania ruchu.

Predkos¢ ciala w rzucie ukoSnym

Cwiczenie22. — = DJ o

Zbuduj arkusz (plik r2.xls), w ktérym wyznaczysz zaleznos¢ predkosci catkowitej od
czasu w rzucie uko$nym.

Predkosé catkowita podczas rzutu uko$nego oczywiscie zmienia si¢ w czasie. Jej zmia-
n¢ okresla wzor:
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v, :wlvi(t)+vi(t) .

Bedziemy zatem potrzebowali zaleznos$¢ predkosci w kierunku y od czasu i zaleznosci
predkosci w kierunku osi x od czasu. Wykorzystamy tu wzor (6) i fakt, ze w kierunku
osi x predkosci jest stala i zawsze rowna predkosci poczatkowej v, =v, cosa .

Przygotowanie arkusza

1. Do przygotowania tego arkusza mozesz takze wykorzystac arkusz z poprzedniego
¢wiczenia (2.1).

2. Do komorki G1 wpisz tekst v(7).

3. Do komorki G2 wpisz formute =PTERWIASTEK(($B$8)*2+(D2)*2)i pozostate komorki
kolumny G wypetnij seria danych. Wypetnij tyle komorek ile w poprzednim éwiczeniu.

Aby wypetni¢ komorki seria danych wykonaj nastepujace czynnosci: (1) ztap mysza matly
kwadracik znajdujacy si¢ w prawym dolnym rogu ostatniej komorki do ktérej wpisates formule
(komoérka musi by¢ aktywna), wskaznik myszy przybierze wowczas ksztatt +, (2) pociagnij go
w dot zaznaczajac tyle komoérek ile ma byé wypetionych.

4. Zaznacz dane w kolumnie C i trzymajac wcisnieta kombinacje klawiszy Ctri+B zaznacz
dane w kolumnie G. Uruchom Kreator wykresow i sporzadz wykres postepujac wedtug
instrukcji kreatora. Wybierz opcje XY (Punktowy) w grupie Typ wykresu. Otrzymasz
wykres taki jak na rysunku 2.4, jezeli uzyjesz nastgpujacych wartosci parametréw ruchu:

g=981", v,, =20"", @ =30°.
Ky S

Rysunek 2.4. ‘2 . .
Wyglad arkusza Predkos$¢ w rzucie uko$nym
z rozwiqzaniem
¢éwiczenia 2.2 20,5
£ 20
3 195 /
18,5 \ /
17,5 "
17 ‘ ‘ ‘
0 0,5 1 1,5 25
czaslt]




