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b. Twierdzenie
Pitagorasa

Rozdziat jest przeznaczony dla klasy si6dmej. Jest w nim mowa o waznym
zwigzku miedzy bokami trdjkata prostokatnego sformutowanym w twier-
dzeniu Pitagorasa. Pokazane sg rachunkowe zastosowania twierdzenia Pi-
tagorasa, w tym zastosowania praktyczne. W obliczeniach dtugosci bokéw
trojkata prostokatnego pojawia sie pierwiastek kwadratowy i jest to wstep-
ne zetkniecie sie ucznia z tym pojeciem. Pierwiastkom jest poswiecony caty
rozdziat 2, przeznaczony dla klasy 6smej.

W tym rozdziale, jak i we wszystkich rozdziatach dotyczacych geometrii,
dtugosc¢ odcinkéw podajemy na ogét w nieokreslonych jednostkach. W roz-
wazaniach teoretycznych nie jest wazne, jakie to sg jednostki. Jesli mowimy
o tréjkacie o bokach 3, 4i 6, to nie wiadomo, jak duze sg to boki. Wiadomo
tylko, ze zostaty zmierzone t3 samga jednostka, a jej wielkos¢ jest nieistotna
dla dalszych rozwazan.
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Lekcja 1. Twierdzenie Pitagorasa

Wprowadzimy twierdzenie Pitagorasa w sposob czynno$ciowy, ktéry pozwala
od razu widzieé jego zastosowania i uczy obliczania jednego z bokéw trojkgta
prostokgtnego, jesli dane sq dwa pozostale. A przeciez o to chodzi. Inter-
pretacja geometryczna twierdzenia jest wprawdzie bardzo piekna, ale oddala
ucznia od zastosowan rachunkowych. Moim zdaniem warto jg zostawié na
pozniej (lekcja 3).

Zacznijmy od przypomnienia, co to jest tréjkat prostokatny, i poinformuj-
my uczniéw, ze na tej lekcji poznaja zwiazek miedzy dlugosciami bokéw
w tréjkatach prostokatnych.

W pierwszym ¢wiczeniu uczen bedzie mierzyé dlugo$é wybrana przez sie-
bie jednostka. Niech w tym celu przygotuje cyrkiel i ustali dowolnie jego
rozwarto$¢ — to wilaénie bedzie jednostka.

Cwiczenie 1. Narysuj w zeszycie kat prosty. Na jednym ramieniu odléz
3 wybrane przez siebie jednostki, a na drugim 4 jednostki. Potacz konice
otrzymanych odcinkéw. W ten sposéb otrzymasz trdjkat prostokatny, kto-
rego dwa boki maja dtugo$¢ 3 i 4. Zmierz ta sama jednostka trzeci bok
tréojkata.

W trakcie tego ¢wiczenia powiedzmy, ze znamy jego rezultat: trzeci bok
trojkata ma dlugosé 5. Zapewne uczniowie beda ciekawi, skad my to wiemy
— podajmy wiec sposéb obliczania.

Dtugoéé kazdego z dwoch bokéw lezacych przy kacie prostym podnosimy do
kwadratu:

4
(4%)
i wyniki dodajemy:
3%+ 4% = 25.

Szukamy teraz takiej liczby, ktora po podniesieniu do kwadratu daje 25. I to
jest wlasnie dlugosé trzeciego boku.
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Zapiszmy zwiazek miedzy bokami rozwazanego trojkata

4

32+42:52

i poinformujmy uczniéw, ze analogiczny zwiazek zachodzi w kazdym tréjka-
cie prostokatnym:

b

a® + b = 2.

Poinformujmy tez, ze ten zwiazek miedzy bokami tréjkata prostokatnego

zostal odkryty w starozytnoéci i nosi nazwe twierdzenia Pitagorasa’.

Niech uczniowie spréobuja sformulowaé twierdzenie Pitagorasa w sposéb czyn-
nosciowy, przy czym zamiast ,,dtugos¢ boku” pozwoélmy moéwié po prostu
,bok”. Takie skréty nie doprowadza do nieporozumien, a uproszcza jezyk:

Jezeli kazdy z dwdch bokow lezgcych przy kgcie prostym podniesiemy do kwa-
dratu 1 wyniki dodamy, otrzymamy te samq liczbe, co po podniesieniu do
kwadratu boku leZgcego naprzeciw kgta prostego.

Zapytajmy o dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego — ktéry bok jest naj-
dtuzszy? Mozna to uwzgledni¢ w sformulowaniu twierdzenia Pitagorasa: za-
miast méwi¢ o poltozeniach bokéw wzgledem kata prostego, mozna mowié
o bokach krétszych i boku najdtuzszym.

Oczywiscie jedli uczniowie znajg juz nazwy ,przyprostokatna” i ,przeciw-
prostokatna”, to niech ich uzywaja. Jeéli nie, wprowadzmy je na nastepnej

" Uczeti moze poczytaé o Pitagorasie na przyklad w Wikipedii.
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lekcji, aby teraz nie dekoncentrowaé¢ uczniéw — niech skupiag sie na istocie
poznanego twierdzenia. Nie szkodzi, ze na razie sformutowanie twierdzenia
jest dtuzsze; wazne, aby uczen je rozumial. Na szlifowanie jezyka i uprasz-
czanie sformutowania przyjdzie czas, a teraz warto poéwiczyé stosowanie
poznanego twierdzenia. Aby bylo latwiej, nie wprowadzajmy niewiadomych,
nie twoérzmy réwnan — wykonujmy obliczenia. W poczatkowych przyktadach
dhugosci bokéw rozwazanych trojkatow beda liczbami catkowitymi. Chodzi
o to, aby ewentualne problemy rachunkowe nie przestanialy uczniom sche-
matu obliczania i aby mogli ten schemat skutecznie przyswoi¢. Oczywiscie
po jakims$ czasie w przykltadach pojawia sie trojkaty, w ktérych nie wszystkie
boki maja dlugosci wyrazajace sie liczbami naturalnymi. Bedzie to okazja
do wprowadzenia pojecia pierwiastka arytmetycznego.

Cwiczenie 2. Oblicz podanym sposobem nieznany bok tréjkata:

8

Cwiczenie 3. Oblicz nieznany bok tréjkata:

?

W ¢éwiczeniu 3 moze si¢ zdarzy¢, ze uczen automatycznie powtorzy poprzedni
schemat, sumujac kwadraty podanych bokéw. Trzeba, aby zauwazyl, ze tym
razem nie chodzi o obliczenie boku najdtuzszego. Zatem tym razem si¢ nie
dodaje, lecz odejmuje: 132 — 52

Zadania

1. Czy tréjkat, w ktorym dwa katy sa réwne:
a) 46° i 45°,  b) 55° i 34°, «¢) 51° i 39°,
jest prostokatny?

2. Dwa kroétsze boki tréjkata prostokatnego sg réwne 9 i 12. Oblicz trzeci
bok tego trojkata.
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3. Najdtuzszy bok tréjkata prostokatnego jest réwny 25, a jeden z jego
krotszych bokow ma diugosé 24. Oblicz trzeci bok tréjkata.

Lekcja 2. Twierdzenie Pitagorasa — ciag dalszy

Wprowadzimy nazwy bokow tréjkgta prostokgtnego, uproscimy sformutowa-
nie twierdzenia Pitagorasa i pocwiczymy jego stosowanie. Triojkgty bedziemy
dobierac tak, aby ich boki mialy diugosci wyrazajgce sie liczbami catkowitymi.

Zacznijmy od informacji, ze boki tréjkata prostokatnego maja specjalne na-
zwy: boki lezace przy kacie prostym nazywamy przyprostokatnymi, a bok
lezacy naprzeciw kata prostego nazywamy przeciwprostokatna. Zacznijmy
uzywacé tych nazw, z tym ze dopusémy je takze w sensie dlugosci bokéw.
Zamiast wiec mowié: dlugosé przeciwprostokatnej jest réwna 5, powiemy
krétko: przeciwprostokatna jest réwna 5. Taka umowa nie prowadzi do nie-
porozumien, a pozwala na uproszczenie jezyka.

Cwiczenie 1. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego sa réwne 12 i 16.
Oblicz przeciwprostokatng tego tréjkata.

Cwiczenie 2. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest rowna 15,
a jedna z jego przyprostokatnych jest rowna 12. Oblicz drugg przyprostokatna.

Niech uczen poda zwigzek miedzy bokami trojkata prostokatnego, postugujac
sie nazwami jego bokow:

jedna przyprostokatna do kwadratu + druga przyprostokatna do kwadratu
= przeciwprostokatna podniesiona do kwadratu.

Zwiazek ten mozna skrocié, jezeli wynik podnoszenia liczby do kwadratu
nazwaé kwadratem tej liczby, a dodawanie suma:

suma kwadratow przyprostokatnych jest réwna kwadratowi przeciwprosto-
katnej.

Takie zgrabne sformutowanie jest jednak trudne dla wielu uczniéw i trzeba
czasu, aby do niego dojrzeli. Miejmy to na uwadze. Najwazniejsze jest, aby
nasi podopieczni rozumieli zwiazek miedzy bokami tréjkata prostokatnego
i umieli stosowa¢ go w obliczeniach.

Na zakonczenie lekcji proponuje ¢wiczenie, w ktérym trzeba skorzystac z twier-
dzenia Pitagorasa i rozumowaé nie wprost: gdyby tréjkat byt prostokatny,
jego boki spetnialyby zwiazek wynikajacy z twierdzenia Pitagorasa, a tak
nie jest.
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Cwiczenie 3. Czy tréjkat o bokach 6, 7 i 9 jest prostokatny?
(Gdyby byl, to 62 +...)

Zadania
1. Oblicz przeciwprostokatna trojkata o przyprostokatnych 10 i 24.

2. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego wynosi 41, a jedna z przy-
prostokatnych 40. Oblicz druga przyprostokatna.

3. Cuzy tréjkat o bokach 5, 10 i 11 jest prostokatny?

Lekcja 3. Geometryczna interpretacja twierdzenia Pitagorasa

Pokazemy geometryczng interpretacje zwigzku miedzy bokami tréjkgta pro-
stokgtnego, znang od czasow starozytnych. Jest ona wykorzystywana w do-
wodach twierdzenia Pitagorasa, natomiast nie jest potrzebna w obliczeniach
bokow trojkgta.

Postawmy pytanie, jak majac dany odcinek o dtugoéci 5, przedstawié¢ geo-
metrycznie liczbe 52.

Mozna oczywiScie narysowaé odcinek 5 razy dtuzszy. Bedzie on mial dtugosé
25. Jednak nie o to nam chodzi, bo chcemy liczbe 52 utozsamié z polem
kwadratu o boku 5. Bytoby $wietnie, gdyby uczniowie sami podali taka in-
terpretacje kwadratu liczby. Sprébujmy im w tym pomoc, pytajac o zwiazek
drugiej potegi z kwadratem w sensie figury geometrycznej:

5 52

5

Nastepnie wro¢my do twierdzenia Pitagorasa:

a2+ b2 =c?
b

i liczby a2, b2, ¢? przedstawmy jako pola odpowiednich kwadratéw, doryso-
wujac te kwadraty do bokéw tréjkata.
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108 6 TWIERDZENIE PITAGORASA

7 otrzymanego rysunku

b2

odczytamy, ze

pole kwadratu zbudowanego na jednej przyprostokatnej plus pole kwadratu
zbudowanego na drugiej przyprostokatnej jest réwne polu kwadratu zbudo-
wanego na przeciwprostokatnej.

Pomoézmy to sformutowaé krocej:

suma po6l kwadratéw zbudowanych na przyprostokatnych jest réwna polu
kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

Zdajmy sobie sprawe, ze taka wlasno$¢ jest dla ucznia jakby czyms$ innym
niz zwiazek miedzy bokami tréjkata. A wlasnie ten zwigzek trzeba widzied,
aby z sukcesem rozwiagzywaé zadania. Interpretacja geometryczna jest nato-
miast potrzebna do dowodu twierdzenia. Ucznia zainteresowanego matema-
tyka mozna zacheci¢ do poszukania dowodéw twierdzenia Pitagorasa w in-
ternecie — jest ich tam bardzo duzo.

Na zakonczenie lekcji mozemy pocéwiczy¢ stosowanie interpretacji geome-
trycznej twierdzenia Pitagorasa.

Cwiczenie 1. Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej tréjka-
ta prostokatnego wynosi 15, a pole kwadratu zbudowanego na jednej z jego
przyprostokatnych 9. Jakie jest pole kwadratu zbudowanego na drugiej przy-
prostokatne;j?

Cwiczenie 2. Pola kwadratéw zbudowanych na trzech bokach pewnego tréj-
kata wynosza 4, 71 9. Czy ten tréjkat jest prostokatny?
(Gdyby byl, to ...)
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Zadania

1. Pola kwadratow zbudowanych na przyprostokatnych pewnego trojkata
prostokatnego wynosza 9 i 10. Ile wynosi pole kwadratu zbudowanego
na przeciwprostokatnej?

2. Pola kwadratéw zbudowanych na przyprostokatnych tréjkata prosto-
katnego wynosza 36 i 64. Oblicz przeciwprostokatna tego trojkata.

3. Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prosto-
katnego wynosi 6,25, a pole kwadratu zbudowanego na jednej z jego
przyprostokatnych jest réwne 2,25. Oblicz drugg przyprostokatna tego
trojkata.

4. Pola kwadratéw zbudowanych na bokach pewnego tréjkata sa réwne
13, 151 28,1. Czy tréjkat ten jest prostokatny?
Lekcja 4. Pierwiastek kwadratowy

Do tej pory rozwazalismy trojkgty prostokgtne, ktérych boki mialy diugosc
wyrazajgcq sie liczbami calkowityms. Teraz pozbedziemy sie tego ograniczenia
1 potraktujemy twierdzenie Pitagorasa jako okazje do wprowadzenia pojecia
pierwiastka kwadratowego, ktory pojawia sie tu w sposéb naturalny.

Zacznijmy od zadania.

e Oblicz przeciwprostokatna trojkata prostokatnego, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci 3 i 5.

Znajac twierdzenie Pitagorasa, uczen podniesie kazda z tych liczb do kwa-
dratu i doda:

32=9, 52=25 9+425=34.

Teraz trzeba znalezé taka liczbe, ktéra po podniesieniu do kwadratu daje
34. Poniewaz nie jest to liczba catkowita, wiec moze utamek zawarty miedzy
51 67 Niech uczen wezmie kalkulator do reki i sprobuje poszukaé tej liczby
metoda préb i bledow:

5 — za malo, 6 — za duzo, wiec moze 5,57
(5,5)% = 30,25, wiec moze 5,8 lub 5,97
5,8 — za malo, 5,9 — za duzo, wiec moze 5,857

Po kilku krokach przerwijmy te obliczenia i poinformujmy uczniéw, ze nie
doprowadza one do celu. Nie ma bowiem takiego utamka dziesietnego, ktory
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po podniesieniu do kwadratu daje doktadnie 34. Za kazdym razem dostajemy
tylko przyblizona warto$é tej liczby. Przyblizamy ja tym bardziej, im wiecej
cyfr znajdujemy. Dopisywanie cyfr po przecinku nigdy sie nie skonczy.

Poinformujmy, ze liczbe te nazywamy pierwiastkiem kwadratowym z liczby
34 i oznaczamy symbolem +/34. Zatem (v/34)? = 34.

Powiedzmy tez, ze symbolu v/ uzywa sie w odniesieniu do réznych liczb.
Niech uczen poszuka tego symbolu na kalkulatorze. Kalkulator podaje war-
tosci pierwiastkéw w przyblizeniu.

Sprawdzmy, czy uczen rozumie, ze pierwiastek jest taka liczba, ktéra po
podniesieniu do kwadratu daje liczbe wystepujaca pod pierwiastkiem:

(VB =7 (VIOT)2 =1

Cwiczenie 1. Podaj przyklad liczby, ktérej pierwiastek kwadratowy jest
liczba zawarta miedzy 11 i 12.
(Zacznij od obliczenia 11% oraz 122.)

Trzeba takze podaé przyktady pierwiastkéw, ktore sg liczbami naturalnymi.
Zapytajmy, ile wynosi

V25, V9, V16, /100

Cwiczenie 2. Podaj jeszcze trzy przyklady liczb, ktérych pierwiastki sg
liczbami naturalnymi.

W dwdéch kolejnych éwiczeniach uczniom moze wydaé sie dziwne, ze zada-
nie jest skoniczone w momencie napisania odpowiedniego pierwiastka. Musza
przywyknaé do tego, ze to wystarczy. W mtlodszych klasach kazde rozwiaza-
nie zadania rachunkowego bylo liczba catkowita lub utamkiem, a tutaj tak
nie jest.

Cwiczenie 3. Oblicz przeciwprostokatna tréjkata o przyprostokatnych 21 5.

Cwiczenie 4. Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego wynosi 6, a jedna
z przyprostokatnych 5. Oblicz druga przyprostokatna.

W czasie lekcji warto podaé informacje, ze trojkaty prostokatne, ktérych
boki sg liczbami naturalnymi, nazywaja sie tréjkatami pitagorejskimi.

Zadania

1. Przyprostokatne trojkata prostokatnego sa réwne 1 i 2. Oblicz prze-
ciwprostokatng tego tréjkata.
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2. Czy przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych
2 i 4 jest wieksza niz 57 Odpowiedz uzasadnij.

3. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest réwna 8, a jedna z przy-
prostokatnych jest rowna 7. Oblicz druga przyprostokatna.

Lekcja 5. Zastosowania twierdzenia Pitagorasa

Pokazemy zastosowania twierdzenia Pitagorasa do obliczania roznych diugo-
Sci, w tym zastosowania praktyczne. Podamy teZ sposob na utworzenie kqta
prostego z odcinkéw o odpowiednio dobranych diugosciach.

Na poczatek pokazemy zastosowania twierdzenia Pitagorasa zwigzane z pro-
stokatem. Nie powinny one sprawié¢ uczniom klopotu, bo zapewne od razu
zauwaza odpowiedni tréjkat prostokatny, jesli tylko postuzg sie rysunkiem.

W éwiczeniach 11 2 (i nie tylko tam) jest oczywiste, ze termin ,przekatna”
jest uzyty w znaczeniu dlugosci odcinka taczacego dwa przeciwlegle wierz-
chotki prostokata. Ogdlnie przekatna moze by¢ zaréwno odpowiednim od-
cinkiem, jak i jego dtugoscia; znaczenie wynika z kontekstu.

Cwiczenie 1. Oblicz przekatna prostokata o bokach 2 i 3.

Cwiczenie 2. Oblicz przekatna kwadratu o boku 1.

Rozwiazmy teraz zadanie wymagajace nieco wiecej zachodu, aby znalezé
tréjkat prostokatny, ktérego boki wigza sie z wymienionymi dtugosciami.

e Wysoko$é trapezu jest rowna 12, a jego dtuzsza podstawa jest réwna
20. Boki nieréwnolegle maja dlugosci 13 oraz 15 i tworza z diuzsza
podstawa katy ostre. Oblicz krotszg podstawe trapezu.

Przedstawmy sytuacje na rysunku:

13 12 15

Jeden tréjkat prostokatny juz widzimy. Zapytajmy, gdzie dorysowaé drugi,
aby uwidocznié¢ réznice miedzy dluzsza i krotsza podstawa trapezu.
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Uczen zapewne nie bedzie mial problemu z odpowiedzia na to pytanie:

13 12 12 15

7 rysunku widaé, ze aby otrzymaé krétsza podstawe, wystarczy od dtuzszej
podstawy odjaé przyprostokatne obu trojkatéw. Niech uczen je obliczy:

132 — 122 =169 — 144 = 25, /25 =5,

152 — 122 =225 - 144 =81, /81 =09,
a potem odejmie:

20—5—9=6.

W drugiej czesci lekeji pokazmy dwa przyklady zastosowania twierdzenia
Pitagorasa w zyciu codziennym.

e Na jakg wysoko$¢ siegnie drabina, ktéra ma dtugosé 2,5 m i jest odda-
lona od $ciany o 50 cm?

Interpretacja geometryczna tresci zadania jest jasna, jesli wyobrazi¢ sobie
opisang drabine. Drobny klopot moze sprawi¢ uczniom ujednolicenie jedno-
stek — metr czy centymetr? Warto zdecydowaé sie na te jednostke, w ktorej
liczby beda mniejsze — wybierzmy wiec metr. Ultamki dziesietne lepiej za-
mieni¢ na zwykte, bo wtedy obliczenia sa tatwiejsze. Ogélnie jest tak, ze
w zyciu codziennym uzywamy utamkéw dziesietnych, natomiast w matema-
tyce utamkéw zwyktych.

Wréémy do zadania: mamy tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej 2% (m)
i jednej przyprostokatnej % (m), a trzeba znalezé druga przyprostokatna.
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa:

1\2 1\2 512 N2 25 1 24
(25) - () =) -(5) =% ~1=7=6 Vo=28
Jak widaé¢, drabina siegnie na wysokosé ok. 2,45 m.
e Jak wyznaczy¢ kat prosty, mierzac dlugosé?

Zauwazmy, ze kazde trzy liczby a, b, ¢ spelniajace warunek a? + b? = ¢? sa
bokami tréjkata prostokatnego — jest to tréjkat o przyprostokatnych a, b
i zaden inny, poniewaz trzy boki wyznaczaja trdojkat jednoznacznie. Stad
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wniosek, ze jesli z trzech odcinkéw o dhugosciach 3, 4 1 5 utworzymy trojkat,
to bedzie w nim kat prosty. W praktyce moga to by¢ odcinki 30 cm, 40 cm
i 50 cm, a takze trojke 3, 4 i 5 mozna zastapi¢ dowolna tréjka pitagorejska.
Opisang procedure stosuje sie w budownictwie, o czym mozna przeczytaé
w internecie.

Zadania
1. Oblicz wysoko$¢ tréjkata rownobocznego o boku 6.

2. Oblicz przekatng prostokata o bokach 2 i 3. Wskaz dwie kolejne liczby
catkowite, miedzy ktérymi jest ona zawarta.

3. Oblicz przekatna kwadratu o boku 5. Czy jest ona wieksza niz 7,17
Odpowiedz uzasadnij.

4. Jeden bok prostokata wynosi 1, a przekatna 4. Oblicz drugi bok pro-
stokata i podaj warto$é¢ pierwiastka z doktadnoscia do dwoch miejsc
po przecinku.

5. Czy kwadratowy blat stotu o boku 2,15 m mozna przenie$é¢ przez drzwi
o wymiarach 2 m na 1 m?
(Jaki wymiar drzwi jest tu istotny?)

6. Harcerze wyszli z obozu i pomaszerowali 5 km na pdéinoc, a potem
6 km na zachdd. Na jaka odleglosé oddalili sie od obozu?

Lekcja 6. Zastosowania twierdzenia Pitagorasa — cigg dalszy

Pokazemy przyklady obliczen bokow tréjkgta prostokgtnego, w ktérych poja-
wia sie okazja do wylgczania czynnika przed pierwiastek.

W zadaniach na zastosowanie twierdzenia Pitagorasa warto wylacza¢ czyn-
nik przed pierwiastek. Wobec tego nauczymy tej operacji teraz, a wrécimy
do niej w klasie 6smej (rozdzial 2), kiedy bedzie mowa o wlasnosciach pier-
wiastkow.

Zacznijmy od obliczania pierwiastka z iloczynu dwdéch liczb, z ktorych kaz-
da jest kwadratem liczby naturalnej, na przykilad /25 -49. Zapytajmy, czy
uczniowie maja pomyst, jak to sprytnie obliczy¢. Moze zauwaza, ze

V25-49=5-7, bo (5-7)2=52.7%=25-49.
Poniewaz 5 = /25, a 7 = /49, wiec mamy réwnosé
V25 - 49 = /25 - /49.
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Pierwiastek iloczynu okazal si¢ réwny iloczynowi pierwiastkéw. Czy tak samo
jest w przypadku, kiedy czynniki pod pierwiastkiem nie sa kwadratami liczb
naturalnych?

Sprawdzmy, czy
VIT-12 =17 V12.

Podnoszac do kwadratu iloczyn po prawej stronie réwnoéci, trzeba podniesé
do kwadratu kazdy jego czynnik:

(VIT-VI2)? = (VIT)? - (VIZ)2 = 17- 12,

Widaé, ze zamiast 17 i 12 moga by¢ dowolne liczby. Zatem pierwiastek ilo-
czynu mozna zastapié iloczynem pierwiastkow.

Niech uczen zastosuje poznang wtasno$¢ do v/36 - 3. Otrzyma:
V36 -3 =363 =6V3.

Jak widaé, stosowanie poznanej wlasnosci (zwanej wylaczaniem czynnika
przed pierwiastek) pozwala zmniejszy¢ liczbe pod pierwiastkiem. Uméwmy
sie, ze bedziemy to robié, jedli tylko bedzie mozna. Wezmy pod uwage, ze
dojscie do wprawy w wylaczaniu czynnika przed pierwiastek wymaga sporej
liczby éwiczen — dostarczmy uczniom tyle, ile potrzebuja.

Cwiczenie 1. Wylacz czynnik przed pierwiastek:

V24, V20, V12, V40, V28, V2T /8, V18

Cwiczenie 2. Oblicz przekatna kwadratu o boku 5.

W éwiczeniu 2 uczen otrzyma /25 + 25 = /25 - 2 = 5v/2.

Cwiczenie 3. Oblicz przeciwprostokatng tréjkata prostokatnego o przypro-
stokatnych 2/3 i 21/5.

W ¢éwiczeniu 3 zadbajmy o to, aby po obliczeniach
(2v3)2 + (2v/5)? =12 +20 = 32

uczen wylaczyl czynnik przed pierwiastek:
V32 =216 = 4v2.

Cwiczenie 4. Jeden z bokéw prostokata ma dlugoé¢ 2, a przekatna prosto-
kata jest réwna 4. Oblicz dtugoéé drugiego boku.
(Nie zapomnij o wylaczeniu czynnika przed pierwiastek.)
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Zadania

1. Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego wynosi 2v/5, a jedna z przy-
prostokatnych jest réwna v/2. Oblicz druga przyprostokatng.

2. Prostokat ma wymiary 4 i 21/3. Oblicz dlugoéé przekatnej prostokata.

3. Jeden z bokéw prostokata ma dlugosé 2v/2, a jego przekatna 2v/5.
Oblicz dtugoéé¢ drugiego boku prostokata.

4. Oblicz przekatna kwadratu o boku 7.

5. Oblicz wysokos¢ trojkata réwnobocznego o boku 8.

Lekcja 7. Ekierki, czyli szczegblne tréjkaty prostokatne

W matematyce szkolnej ekierkami nazywamy tréjkgty prostokgtne, w ktorych
dwa pozostale kqty sq rowne 45 lub 30 i 60 stopni®. Pokazemy, ze w takich
trojkgtach jeden bok determinuje dwa pozostale.

Jedli uczniowie przypomna sobie, ze w ekierkach sa katy 45°, 30° i 60° stopni,
to temat lekcji stanie sie zrozumialy. W razie potrzeby mozna by zaczaé¢ od
pokazania obu rodzajéw ekierek.

Powiedzmy, ze w trojkatach-ekierkach wystarczy znaé¢ dtugosé jednego boku,
aby obliczy¢ dtugosci dwoch pozostatych, co zaraz sprawdzimy.

Zacznijmy od trojkata prostokatnego z katem 45°

90°

45°

i sprawdzmy, czy uczen wie, ze jest to tréjkat réwnoramienny.

Cwiczenie 1. Przyprostokatna tréjkata prostokatnego z katem 45° jest réw-
na 7. Oblicz przeciwprostokatna.
(Ile wynosi druga przyprostokatna?)

Teraz rozwazymy przypadek, kiedy w takim trdojkacie dana jest przeciwpro-
stokatna, a trzeba obliczy¢ przyprostokatne.

e Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego z katem 45° wynosi 10. Ob-
licz przyprostokatne.

8 Nazwa wrzicla sie stad, ze takie wlasnie katy maja ekierki, ktére sa przyborami geo-
metrycznymi.
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Zapytajmy o sume kwadratéw przyprostokatnych: ile otrzymamy, jesli pod-
niesiemy do kwadratu kazda z przyprostokatnych i wyniki dodamy?

Na mocy twierdzenia Pitagorasa jest to kwadrat przeciwprostokatnej, a wiec
102, czyli 100.

Ile wobec tego przypada na kwadrat jednej przyprostokatnej?
Potowa ze 100, poniewaz przyprostokatne sg réwne.

Zatem kwadrat przyprostokatnej jest réwny 50, skad przyprostokatna to

V50, czyli 5v/2.

Warto odnotowaé, ze zadanie mozna rozwigzaé za pomoca roéwnania. Niech
uczen oznaczy przyprostokatna litera x i zapisze zwiazek miedzy bokami:

x? + 2?2 = 100.
7 rozwiazaniem réwnania nie powinno byé¢ problemu:
222 =100, 22=50, x=...

Cwiczenie 2. Przekatna kwadratu jest réwna 4. Oblicz bok kwadratu.
(Znajdz odpowiedni tréjkat prostokatny.)

W éwiczeniu 2 trzeba zauwazy¢, ze potowa kwadratu jest trojkatem prosto-
katnym réwnoramiennym. Uczen moze rozdzieli¢ kwadrat przeciwprostokat-
nej, czyli 16, na kwadraty przyprostokatnych, a réwnie dobrze moze postuzy¢
sie réwnaniem: 22 + 22 = 16. Tak czy inaczej otrzyma 2+v/2.

7 tréojkatem prostokatnym z katami 30° i 60° jest nieco wiecej klopotu.
Zacznijmy od przypadku, kiedy dana jest krotsza przyprostokatna.

e Przyprostokatna lezaca naprzeciw kata 30° jest réwna 5. Oblicz pozo-
state boki trojkata.

DoradZzmy, aby dorysowaé¢ odbicie symetryczne tréjkata-ekierki wzgledem
dtuzszej przyprostokatnej

’ 30°

,/ 60°

i odezytaé¢ dtugosé przeciwprostokatnej.
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Trzeba zauwazy¢, ze otrzymujemy tréjkat rownoboczny o boku 10. Niech
uczen dokonczy zadanie samodzielnie.

Przypadek, kiedy dana jest przeciwprostokatna, jest praktycznie taki sam:

S 130°

/) 12

/) 60°
__________ B\

Cwiczenie 3. Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego z katem 30° jest
rowna 12. Oblicz przyprostokatne.

Przy okazji podkre$lmy, ze trick z uzupelnianiem tréjkata prostokatnego
z katem 30° do tréjkata rownobocznego

S 130°

, 2x

S ] | 60°\
T

warto zapamietac, bo bardzo czesto sie przydaje. Przyda sie takze w ostatnim
zadaniu.

e Dtuzsza przyprostokatna jest réwna 9. Oblicz krotsza przyprostokatna.

Mysle, ze najlatwiej bedzie utozy¢ réwnanie. Niech uczen popatrzy na ostatni
rysunek i napisze zwiazek miedzy bokami:

92 + 2% = (22)2.

Rozwiazanie tego rownania formalnie wykracza poza podstawe programowa,
ale nie jest trudne. Trzeba tylko uwazaé, aby uczen dobrze podniést 2z do
kwadratu — nie tylko = do kwadratu, ale takze 2 do kwadratu:

(22)2 = (2-2)%2 =22 - 2% =4 - 2 = 422
Niewiadome najlepiej przenies¢ na prawa strone:

81 =322, 22=27, xz=2T=+9-3=3V3.
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Zadania

1. Oblicz przyprostokatne trojkata prostokatnego réwnoramiennego, kto-
rego przeciwprostokatna jest réwna 6+/2.

2. Oblicz bok kwadratu o przekatnej 6.

3. Oblicz pole tréjkata rownobocznego o boku 8.
(Podziel ten tréjkat na dwa tréjkaty-ekierki i oblicz wysoko$é tréjkata. )

4. Oblicz bok tréjkata rownobocznego o wysokoéci 6.
(Podziel tréjkat na dwa trojkaty-ekierki, oznacz litera krotsza przyprostokat-
na i utéz odpowiednie réwnanie.)
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