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Przekonaj siê, ¿e statystyka mo¿e byæ prosta!

Jeœli statystyka wydaje Ci siê nudna i skomplikowana, to tylko dlatego, ¿e nie korzysta³eœ 
dot¹d z odpowiedniego podrêcznika! Ta innowacyjna, przyjazna dla czytelnika ksi¹¿ka
z pewnoœci¹ zmieni Twoj¹ opiniê. Wiedzê z zakresu statystyki podano tu w sposób 
uwzglêdniaj¹cy najnowsze badania w zakresie efektywnego nauczania. Dziêki przyjêciu 
takiej formu³y tekst dostosowano do sposobu funkcjonowania Twojego mózgu, aby
w pe³ni wykorzystaæ jego mo¿liwoœci i bezboleœnie wprowadziæ Ciê w œwiat 
skomplikowanych obliczeñ.

Najwa¿niejsze zagadnienia zosta³y tu zilustrowane za pomoc¹ – nierzadko zabawnych – 
przyk³adów z ¿ycia codziennego, takich jak analiza statystyk sportowych, wyników gier 
hazardowych czy testów nowych leków. Dziêki tej ksi¹¿ce dowiesz siê m.in., jak wybraæ 
optymalny wykres do wizualizacji okreœlonych danych, szybko wskazaæ wartoœci 
reprezentatywne dla danego zbioru danych i za pomoc¹ rachunku prawdopodobieñstwa 
przewidywaæ skutki powtarzalnych zdarzeñ w d³ugich seriach. Z ³atwoœci¹ nie tylko 
przyswoisz zawart¹ tu wiedzê, ale i wykorzystasz j¹ w codziennym ¿yciu!

• Wizualizacja danych
• Wykresy
• Praca z danymi zgrupowanymi
• Rozk³ad geometryczny, dwumianowy i Poissona
• Miary zró¿nicowania
• Szacowanie parametrów populacji na podstawie próby
• Kwartyle i wariancje
• Prawdopodobieñstwo zdarzeñ
• Konstruowanie przedzia³u ufnoœci
• Podstawy kombinatoryki
• Weryfikacja hipotez
• Korelacja i regresja

Z dobrym podrêcznikiem nawet statystyka mo¿e byæ ³atwa i ciekawa! 

http://helion.pl/page354U~/
http://helion.pl/zamow_katalog.htm
http://helion.pl/page354U~katalog.htm
http://helion.pl/add354U~hfstat
http://helion.pl/page354U~emaile.cgi
http://helion.pl/page354U~cennik.htm
http://helion.pl/page354U~online.htm
mailto:helion@helion.pl
http://helion.pl/view354U~hfstat
http://www.amazon.com/exec/obidos/ASIN/0596527586/helion-20


χ



.IEPRAWDA�฀฀
S�฀WR»CZ฀

ZDUMIEWAJ�CE�฀฀
3PÄJRZ�฀JAK฀SZYBUJ�฀฀

W฀GÄR»�

Miesiąc

Z
y
s
k

 (
w

 m
il

io
n

a
c
h

 z
ło

ty
c
h

) Zysk firmy w ujęciu miesięcznym

Lip. Sie. Wrze. Paź. Lis.

0,5

0,0

1,0

2,0

2,5

Gru.

1,5

Miesiąc

Z
y
s
k

 (
w

 m
il

io
n

a
c
h

 z
ło

ty
c
h

) Zysk firmy w ujęciu miesięcznym

Lip. Sie. Wrze. Paź. Lis.

2,1

2,0

2,2

2,4

2,5

Gru.

2,3

4ERAZ฀WIDZISZ�฀฀
�E฀MIA�AM฀RACJ»�฀ZYSKI฀
FIRMY฀S�฀CO฀MIESI�C฀฀

TAKIE฀SAME�



��฀LAT

��฀LAT

��฀LAT

��฀LAT

��฀LAT



7SZYSCY฀TRZEJ฀MAJ�฀฀
T»฀SAM�฀vREDNI�฀PUNKTÄW�฀
WI»C฀POTRZEBUJ»฀INNEJ฀

WSKAZÄWKI�฀KTÄRA฀POMO�E฀MI฀
WYBRA·฀NAJLEPSZEGO�฀฀

#ZY฀MASZ฀JAKIv฀POMYS��



∩







!U·�฀3KA�A�฀!U·�฀
#HOR�GIEWKA�฀!U·�฀

$RZEWO�





7AGÅ฀KA�DEJ฀OSOBY฀
OPISUJE฀ZMIENNA฀

8�฀NIEZALE�NA฀OD฀WAGI฀POZOSTA�YCH�



Mighty Gumball Sp. z o.o.



&ANTASTYCZNIE�฀฀
-AMY฀KOMPLET฀BARDZO฀
KORZYSTNYCH฀DLA฀NAS฀

STATYSTYK�฀KTÄRE฀
MO�EMY฀WYKORZYSTA·฀฀

W฀NASZYCH฀฀
REKLAMACH�

10 

40

ludzi 

preferuje 

różowe!





 α  βSNORECULL

SN
OR

EC
UL

L

48
 TA

BL
ET

EK

SNORECULL 

W TABLETKACH!

JEDYNE 

W SWOIM RODZAJU 

LEKARSTWO 

NA 

CHRAPANIE

SNORECULL W TABLETKACH!
JEDYNE W SWOIM RODZAJU LEKARSTWO 
NA 

CHRAPANIE

48 TABLETEK

SKUTECZNY 
W 90% 

PRZYPADKÓW!



χ

χ

 χ
ν

χ

χ

χ



0OCZUJ฀TEN฀RYTM�฀
DZIECINOb

#ZUJ»�฀!LE฀
WIDZ»฀TE�฀CHMURY฀
ZBIERAJ�CE฀NAD฀

NASZYMI฀G�OWAMIb



 

χ

χ



4

/+�฀UPADEK฀Z฀TEGO฀DRZEWA฀BY�฀
FAKTYCZNIE฀NIESPODZIEWANY�฀
ALE฀WEy฀POD฀UWAG»฀JEGO฀
KONSEKWENCJE฀W฀DALSZEJ฀

PERSPEKTYWIE�

5. Dyskretne rozkłady prawdopodobieństwa



+WOTA�฀JAK�฀MO�NA฀
WYGRA·�฀WYGL�DA฀ZACH»CAJ�CO�฀

ALE฀NAJPIERW฀CHCIA�BYM฀SI»฀
DOWIEDZIE·�฀JAKIE฀MAM฀SZANSE฀฀

NA฀WYGRAN��

$ wisienka cytrynka inne

0,1 0,2 0,2 0,5

Wszystkie trzy okienka są od siebie niezależne,  

zatem pojawienie się danego symbolu w jednym  

z nich nie ma wpływu na to, co pojawi się  

w pozostałych okienkach.

0RAWDOPODOBIEÌSTWO฀
POJAWIENIA฀SIÅ฀WISIENKI฀฀
W฀TYM฀OKIENKU฀WYNOSI฀����
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Wczuj się w rolę gracza
Spójrz na planszę z wygranymi zamieszczoną 

na poprzedniej stronie. Wyobraź sobie, że jesteś 

graczem, który chce poznać prawdopodobieństwo 

pojawienia się każdej z kombinacji 

gwarantujących wygraną. Uzupełnij  
tabelkę. Jakie jest prawdopodobieństwo 

tego, że nie wygrasz nic?
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3�฀TRZY฀MO�LIWOwCI฀UZYSKANIA฀TAKIEGO฀WYNIKU�
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0�WISIENKA�฀WISIENKA�฀WISIENKA	฀�฀
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฀ ฀ �฀�����

4O฀OZNACZA�฀�E฀NIE฀UZYSKAMY฀�ADNEJ฀Z฀WYGRYWAJ�CYCH฀KOMBINACJI�
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฀0���฀��฀�	฀
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฀ �฀�฀
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:AMIAST฀WYPISYWAÁ฀WSZYSTKIE฀KOMBINACJE฀SYMBOLI฀

PROWADZ�CE฀DO฀PRZEGRANEJ�฀ZAUW
A�AMY�฀�E�฀0�PRZEGRANA	฀

�฀�฀r฀0�WYGRANA	�

4O฀S�฀PRAWDOPODOBIEÌSTWA฀฀
WYGRANEJ฀OBLICZONE฀WY�EJ�

0RAWDOPODOBIEÌSTWO฀POJAWIENIA฀SIÅ฀SYMBOLU฀DOLARA฀WYNOSI฀����

0OJAWIENIE฀SIÅ฀CYTRYNKI฀฀
W฀JEDNYM฀Z฀OKIENEK฀
NIE฀WP�YWA฀NA฀JEJ฀
POJAWIENIE฀SIÅ฀
W฀DWÎCH฀POZOSTA�YCH�฀฀
$LATEGO฀MNO�YMY฀PRZEZ฀SIEBIE฀
TE฀PRAWDOPODOBIEÌSTWA�

Wczuj się w rolę gracza: Rozwiązanie
Spójrz na planszę z wygranymi zamieszczoną 

na poprzedniej stronie. Wyobraź sobie, że jesteś 

graczem, który chce poznać prawdopodobieństwo 

pojawienia się każdej z kombinacji 

gwarantujących wygraną. Uzupełnij  
tabelkę. Jakie jest prawdopodobieństwo 

tego, że nie wygrasz nic?
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0�WISIENKA�฀WISIENKA�฀WISIENKA	฀�฀
฀ ฀ �฀0�WISIENKA	฀X฀0�WISIENKA	฀X฀0�WISIENKA	฀�

฀ ฀ �฀���฀X฀���฀X฀���฀�

฀ ฀ �฀�����

Kombinacja brak wygranej cytrynki wisienki dolary/ dolary dolary

Wypłata 1 $ 4 $ 9 $ 14 $ 19 $

Prawdopodobieństwo

Kombinacja brak 

wygranej

cytrynki wisienki dolary/

wisienki

dolary

Prawdopodobieństwo

rozkład prawdopodobieństwa

4O฀JEST฀ZESTA
WIENIE฀PRAWDOPODOBIEÌST

W�฀

KTÎRE฀PRZED฀C
HWIL�฀POLICZYLIw

MY�

0EWNIE฀TAKIE฀ZESTAWIENIE฀MO�E฀SI»฀
DO฀CZEGOv฀PRZYDA·�฀#ZY฀JEDNAK฀NIE฀MOGLIBYvMY฀

PÄJv·฀O฀KROK฀DALEJ�฀$OBRZE�฀�E฀ZNAMY฀
TE฀PRAWDOPODOBIEÂSTWA�฀ALE฀NADAL฀NIE฀WIEMY�฀฀

ILE฀MO�EMY฀WYGRA·�

4O฀TE฀SAME฀
PRAWDOPODOBIEÌSTWA฀CO฀

POWY�EJ�฀ALE฀PRZYPORZ�
DKOWANE฀

WYGRANEJ�฀JAKA฀SIÅ฀Z
฀NIMI฀

WI��E�

4RACIMY฀�฀DOLARA�฀JEwLI฀
NIE฀POJAWI฀SIÅ฀�ADNA฀
Z฀KOMBINACJI฀GWARANTUJ�CYCH฀
WYGRAN��

7YP�ATA฀PRZY฀KA�DEJ฀KOMBINACJI�฀฀
KWOTA฀WYGRANEJ฀POMNIEJSZONA฀฀
O฀�฀DOLARA฀OP�ATY฀ZA฀UDZIA�฀W฀GRZE�



Kombinacja brak wygranej cytrynki wisienki dolary/wisienki dolary

x -1 $ 4 $ 9 $ 14 $ 19 $

P(X = x)

zmienną losową

realizacje

8฀TO฀NASZ
A฀

ZMIENNA฀LOS
OWA�

7ARTOwÁ฀
WYP�ATY฀
DLA฀KA�DEJ฀KOMBINACJI฀SYMBOLI฀JEST฀REPREZENTOWANA฀PRZEZ฀X�

4UTAJ฀X฀W
YNOSI฀��฀

DOLARÎW�

4O฀JEST฀0�8฀�฀�	�฀CZYLI฀PRAWDOPODOBIEÌSTWO฀TEGO�฀�E฀NA฀GRZE฀ZYSKAMY฀�฀DOLARÎW�

dyskretną

x

0 4 9 14 19-1

P
(X

 =
 x

)

0RAWDOPODOBIEÌSTWA฀WYGRANEJ฀

���฀��฀��฀LUB฀��฀DOLARÎW	฀S�฀TAK฀

MA�E�฀�E฀NIEMAL฀NIEWIDOCZNE฀

NA฀WYKRESIE�
0RAWDOPODOBIEÌSTWO฀

STRATY฀�฀DOLARA฀JE
ST฀

BLISKIE฀JEDNOwCI�

.A฀TEGO฀RODZAJU฀WYKRESIE฀
S�UPKI฀S�฀NA฀TYLE฀CIENKIE�฀
�E฀PRZYPOMINAJ�฀LINIE�
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$LACZEGO฀POWINNAM฀
SI»฀PRZEJMOWA·฀ROZK�ADAMI฀

PRAWDOPODOBIEÂSTWA�฀*A฀CHC»฀TYLKO฀
WIEDZIE·�฀ILE฀MOG»฀WYGRA·�฀฀

#ZY฀MO�EMY฀TO฀PO฀PROSTU฀POLICZY·�



wartość oczekiwana

x  –1 4 9 14 19

P(X = x)

E(X) = xP(X = x)

0OMNÎ�฀KA�D�฀WARTOwÁ฀X฀PRZEZ฀JEJ฀

PRAWDOPODOBIEÌSTWO�

E(X) = μ

*ESTEM฀
WARTOvCI�฀

OCZEKIWAN��฀-O�ESZ฀
MNIE฀TRAKTOWA·฀JAK฀

vREDNI�฀ARYTMETYCZN��

%�8	฀OZNACZA฀WARTOwÁ฀฀OCZEKIWAN�฀8� 'DY฀WYKONASZ฀
MNO�ENIE�฀DODAJ฀฀

DO฀SIEBIE฀OTRZYM
ANE฀

ILOCZYNY�

/TO฀WYP�ATA฀�W฀DOLARACH	�฀JAKIEJ฀MO�ESZ฀

OCZEKIWAÁ�฀GRAJ�C฀NA฀NASZYM฀AUTOMACIE฀฀

s฀JAK฀WIDZISZ�฀JEST฀UJEMNA�

%�8	฀IS฀THE฀EXPECTATION฀OF฀8฀r฀
-ULTIPLY฀EACH฀VALUE฀BY฀ITS฀PROBABILITY�฀r฀
/NCE฀YOUnVE฀DONE฀MULTIPLYING���฀r฀

4HIS฀IS฀THE฀AMOUNT���฀r฀
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4AK฀W�AvNIE฀MYvL»b฀
SKORO฀WARTOv·฀OCZEKIWANA฀
PRZYPOMINA฀vREDNI��฀TO฀MO�E฀
SPRÄBOWALIBYvMY฀WYZNACZY·฀

RÄWNIE�฀COv฀W฀RODZAJU฀WARIANCJI�฀
*AK฀POPRZEDNIOb

rozdziale 3. wariancją

3UMA�฀JAK�฀MO�ESZ฀WYGRAÁ฀

�LUB฀STRACIÁ	�฀RÎ
�NI฀SIÅ฀DOwÁ฀

ZNACZNIE�

/TO฀NAJWY�SZA฀WYP�ATA�฀3KUSISZ฀SIÅ�

x

0 4 9 14 19-1

P
(X

 =
 x

)
P

(X
 =

 x
)



Var(X) = E(X - μ)2

�฀JEST฀INNY
M฀OZNACZENI

EM฀

%�8	�/TO฀WARIANCJA�฀7ARIANCJÅ฀ZMIENNEJ฀8฀OZNACZAMY฀฀W฀SKRÎCIE฀PRZEZ฀6AR�8	�

-USIMY฀ZNALEzÁ฀WARTOwÁ฀

OCZEKIWAN�฀WYRA�ENIA฀�8r�	��฀

4YLKO฀JAK�

E(X - μ)2 = (x - μ)2P(X = x)

$LA฀KA�DEJ฀WARTOwCI฀X฀WYZNACZ฀

�X฀r฀�	��฀.ASTÅPNIE฀POMNÎ�฀

TO฀PRZEZ฀PRAWDOPODOBIEÌSTWO฀

PRZYPISANE฀Xb

bI฀DODAJ฀DO฀SIEBIE
฀

WYZNACZONE฀ILOCZYN
Y�

6AR�8	฀MÄWI฀O฀TYM�฀JAK฀
ZMIENIAJ�฀SI»฀WYP�ATY�฀

KTÄRE฀OFERUJ»�
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x –1 4 9 14 19

P(X = x)

/TO฀ROZK�AD฀PRAWDOPODOBIEÌSTWA฀

DLA฀NASZEGO฀PRZYK�ADU�

�8฀r฀�	�฀²฀0�8฀�฀X	

!฀CO฀Z฀ODCHYLENIEM฀STANDARDOWYM�฀
#ZY฀TAK�E฀MO�EMY฀JE฀POLICZY·�

/DCHYLENIE฀STANDARDO
WE฀MO�EMY฀

OZNACZYÁ฀TYM฀SAMYM฀SYMBOLEM฀

CO฀POPRZEDNIO�

rozdziale 

3.

σ =  Var(X)

√

.A฀STRONIE฀���฀OBLICZYLIwMY฀
%�8	฀�฀r�����



7ARTOwÁ฀
OCZEKIWANA
0ONI�SZ�฀FORMU�Å฀WYKORZYSTUJEMY฀
DO฀WYZNACZANIA฀WARTOwCI฀
OCZEKIWANEJ฀ZMIENNEJ฀LOSOWEJ฀8�

฀฀฀฀฀฀%�8	฀�฀฀฀X0�8฀�฀X	

Podstawowe 
terminy

7ARIANCJA
7ED�UG฀TEJ฀FORMU�Y฀WYZNACZAMY฀
WARIANCJÅ฀ZMIENNEJ฀8�

฀฀฀฀฀6AR�8	฀�฀%�8฀
฀�	�

Podstawowe 
terminy
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Oto rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej X:

x 1 2 3 4 5

P(X = x)

1. Ile wynosi E(X)?

2. Ile wynosi Var(X)?



Oto rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej X:

x 1 2 3 4 5

P(X = x)

1. Ile wynosi E(X)?

%�8	฀�฀ΣX0�8฀�฀X	฀�

฀ �฀�฀²฀���฀�฀�฀²฀����฀�฀�฀²฀����฀�฀�฀²฀���฀�฀�฀²฀���฀�

฀ �฀���฀�฀���฀�฀����฀�฀���฀�฀���฀�

฀ �฀����฀

2. Ile wynosi Var(X)?

6AR�8	�฀ �฀%�8฀r฀�	�฀�

฀ �฀Σ�X฀r฀�	�฀0฀�8฀�฀X	฀�

฀ �฀��฀r฀����	�฀²฀���฀�฀��฀r฀����	�฀²฀����฀�฀��฀r฀����	�฀²฀����฀�฀��฀r฀����	�฀²฀���฀�฀��฀r฀����	�฀²฀���฀�

฀ �฀�r����	�฀²฀���฀�฀�r����	�฀²฀����฀�฀�����฀²฀����฀�฀�����฀²฀���฀�฀�����฀²฀���฀�

฀ �฀������฀²฀���฀�฀������฀²฀����฀�฀������฀²฀����฀�฀������฀²฀���฀�฀������฀²฀���฀�

฀ �฀�������฀�฀��������฀�฀��������฀�฀������฀�฀�������฀�

฀ �฀������

0OMNÎ�฀KA�D�฀W
ARTOwÁ฀

ZMIENNEJ฀PRZEZ
฀

PRAWDOPODOBIEÌS
TWO฀

JEJ฀REALIZACJ
I฀I฀DODAJ฀

DO฀SIEBIE฀TA
K฀UZYSKANE฀

ILOCZYNY�

7YZNACZ฀�Xr
�	�฀DLA฀KA�

DEJ฀WARTOwCI฀X�฀

.ASTÅPNIE฀P
OMNÎ�฀TÅ฀WARTOwÁ฀PRZ

EZ฀

PRAWDOPODOBIEÌ
STWO฀X฀I฀DODA

J฀DO฀SIEBIE
฀฀

TAK฀UZYSKA
NE฀ILOCZYNY
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Czy nasz zawodnik mógłby w prostszy sposób wyznaczyć wartość 
oczekiwaną, tak by nie zajęło mu to więcej niż 3 minuty?



5DZIA�฀W฀GRZE฀KOSZTUJE฀�฀DOLARY
�฀฀

A฀NIE฀�฀DOLAR�฀JAK฀DOT�D
�

3TAWKI฀WYGRANYCH฀

WZROS�Y฀PIÅCIOKROTNIE�

y -2 23 48 73 98

P(Y = y)

4YM฀RAZEM฀ZMIENN�฀

LOSOW�฀OZNACZYLI
wMY฀

JAKO฀9�฀NIE฀8�

'DYBYvMY฀WIEDZIELI�฀
JAKA฀JEST฀WARTOv·฀OCZEKIWANA฀

I฀WARIANCJA฀TEJ฀ZMIENNEJ�฀
MOGLIBYvMY฀OSZACOWA·฀WYP�AT»฀฀

W฀D�UGIEJ฀SERII฀POWTÄRZEÂ�
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Jaka jest wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?  

Jak się mają te wartości do wyznaczonych poprzednio: wartości 

oczekiwanej wynoszącej –0,77 dolara oraz wariancji równej 2,6971?

y -2 23 48 73 98

P(Y = y)
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7ARTOwÁ฀OCZEKIWANA฀JEST฀NIECO฀NI�SZA�฀A฀ZATEM฀W฀D�UGIEJ฀SERII฀POWTÎRZEÌ฀OCZEKUJEMY฀PRZECIÅTNEJ฀STRATY฀NA฀POZIOMIE฀
��฀CENTÎW฀W฀KA�DEJ฀GRZE�฀7ARIANCJA฀JEST฀DU�O฀WIÅKSZA฀NI�฀POPRZEDNIO�฀0RZECIÅTNIE฀SPODZIEWAMY฀SIÅ฀WIÅC฀WIÅKSZEJ฀
STRATY฀W฀KA�DEJ฀GRZE�฀CHOÁ฀MAMY฀CO฀DO฀TEGO฀MNIEJSZ�฀PEWNOwÁ�

#ZY฀TO฀OZNACZA�฀
�E฀PRZY฀KA�DEJ฀ZMIANIE฀STAWEK฀

PRZEZ฀$ANA฀B»DZIEMY฀MUSIELI฀
PRZEPROWADZA·฀TE฀SKOMPLIKOWANE฀

OBLICZENIA฀OD฀POCZ�TKU�
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Łamigłówka

Uwaga: każda wartość 

może być użyta tylko 

jeden raz!

X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................

1

1
X

X
1

2X 2
5

5 X

3



X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................

Łamigłówka: Rozwiązanie

Uwaga: każda wartość 

może być użyta tylko 

jeden raz!

1

1X

X

1

2

X 25

5 X 3

+OSZT฀GRY฀WYNOSI�฀PRZEDTEM฀�฀DOLAR�

7฀TEN฀SPOSÎB฀PRZEDSTAWILIwMY฀

STAR�฀STAWKÅ฀WYP�ATY฀JAKO฀
FUNKCJÅ฀8�

0ODSTAWIAMY฀TUTAJ฀
WARTOwCI฀STARYCH฀STAWEK฀WYGRANEJ�

!฀ZATEM฀9฀�฀�8฀�฀��฀-IÅDZY฀8฀I฀9฀
ISTNIEJE฀wCIwLE฀OKREwLONY฀ZWI�ZEK�
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Spróbujmy sprawdzić, czy istnieje zależność między E(X) i E(Y) 

oraz Var(X) i Var(Y).

1. E(X) = –0,77, zaś E(Y) = –0,85. Ile wynosi 5 × E(X)? A ile 5 × E(X) + 3? Jak się to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, zaś Var(Y) = 67,4275. Ile wynosi 5 × Var(X)? A ile 52 × Var(X)? Jak się to ma do Var(Y)?

3. Czy dałoby się uogólnić zaobserwowane zależności dla dowolnych zmiennych losowych pozostających  

 w relacji: Y = aX + b?

+OSZT฀GRY฀WYNOSI�฀PRZEDTEM฀�฀DOLAR�
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�฀²฀%�8	฀�฀r����

�฀²฀%�8	฀�฀�฀�฀r����

%�9	฀�฀�฀²฀%�8	฀�฀�

�฀²฀6AR�8	฀�฀�������

��฀²฀6AR�8	฀�฀�������

6AR�9	฀�฀��฀²฀6AR�8	

%�A8฀�฀B	฀�฀A฀%�8	฀�฀B

6AR�A8฀�฀B	฀�฀A�฀6AR�8	
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E(aX + b) = aE(X) + b

Var(aX + b) = a2Var(X)

0OMNÎ�฀WARIANCJÅ฀PRZEZ฀K
WADRAT฀

A฀�POMIJAJ�C฀B	�

0OMNÎ�฀WARTOwÁ฀OCZEKIWAN�฀PRZEZ฀A�฀

A฀NASTÅPNIE฀DODA
J฀B�



¢

¢

Σ

¢

Σ

¢

¢

√

¢

0RZEKSZTA�CENIA฀
LINIOWE
$LA฀KA�DEJ฀ZMIENNEJ฀LOSOWEJ฀

8฀I฀STA�YCH฀WARTOwCI฀A฀I฀B฀

PRAWDZIWE฀S�฀RÎWNOwCI�

฀฀฀฀฀฀%�A8฀�฀B	฀�฀A%�8	฀�฀B

฀฀฀฀฀฀6AR�A8฀�฀B	฀�฀A�6AR�8	

Podstawowe 

terminy
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!฀ZATEM฀PRZEDSTAWIAJ�C฀
JEDN�฀ZMIENN�฀LOSOW�฀JAKO฀FUNKCJ»฀

INNEJ฀ZMIENNEJ�฀B»D»฀MOG�A฀�ATWO฀
WYZNACZY·฀PARAMETRY฀ROZK�ADU฀TAK�E฀WTEDY�฀

GDY฀ZAGRAM฀WI»CEJ฀NI�฀RAZ�

7ARTOwCI฀ZMIENNEJ฀ZOSTA�Y
฀

POMNO�ONE฀PRZEZ฀
��฀

0RAWDOPODOBIEÌSTW
A฀฀

NIE฀ZMIENI�Y฀SIÅ�

Aby znaleźć rozkład prawdopodobieństwa zmiennej 2X, 

wystarczy pomnożyć przez 2 wszystkie wartości zmiennej X:

x –1 5

P(X = x)

2x -2 10

P(2X = 2x)

w -2 4 10

P(Y = y)

4YM฀RAZEM฀CI�GNIEMY฀DzWIGNIÅ฀

DWUKROTNIE�฀0
OTENCJALNE฀

ZYSKI฀I฀ICH
฀

PRAWDOPODOBIEÌ
STWA฀RÎ�NI�฀SI

Å�

Y฀�฀��฀GDY฀PRZEGR
ASZ฀

W฀JEDNEJ฀GRZE�฀ALE฀

WYGRASZ฀W฀DRUGIEJ�

Y฀�฀r��฀GDY฀PRZEGRASZ฀
W฀OBU฀GRACH�

Y฀�฀���฀GDY฀
WYGRASZ฀
W฀OBU฀GRACH�3�฀TO฀��CZNE฀

WYNIKI฀UZYSKANE฀
W฀OBU฀GRACH



x  -1 5

P(X = x)

X
1 X

2

-AMY฀
T»฀SAM�฀

WARTOv·฀OCZEKIWAN�฀
I฀WARIANCJ»�฀ALE฀
JESTEvMY฀INNYMI฀

ZMIENNYMI�
:MIENNA฀OPISUJ�CA฀WYNIK฀PIERWSZEJ฀GRY� :MIENNA฀OP

ISUJ�CA฀
WYNIK฀

DRUGIEJ฀G
RY�

x
1

 -1 5

P(X
1
 = x

1
)

x
2

 -1 5

P(X
2
 = x

2
)

8�฀I฀8�฀OPIERAJ�฀฀
SI»฀NA฀MNIE฀฀

JAKO฀ZMIENNEJ฀฀
WYJvCIOWEJ�

2OZK�AD฀PRAWDOPODOBIEÌSTWA฀WYJwCIOWEJ฀ZMIENNEJ฀8�

7�AvNIE฀ST�D฀WZI��฀SI»฀NASZ฀
ROZK�AD฀PRAWDOPODOBIEÂSTWA�
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× 

n

Var(X
1
 + X

2
 + ... X

n
) = nVar(X)

:ARÎWNO฀%�8�	�฀JAK฀
I฀%�8�	฀S�฀

RÎWNE฀%�8	�฀PONIEWA�฀OBIE฀

ZMIENNE฀MAJ�฀ROZK�AD฀TAK
I฀

JAK฀8�

n

E(X
1
 + X

2
 + ... X

n
) = nE(X)

'DY฀MAMY฀N฀ZMIENNYCH�฀MNO�YMY฀

PRZEZ฀N฀WARTOwÁ฀%�8	�

0OMNÎ�฀6AR�8	฀PRZEZ฀LICZB
Å฀

OBSERWACJI฀N�

6AR�8�	฀I฀6AR�8�	฀S�฀TA
KIE฀SAME฀JAK฀6AR�8	�฀฀

PONIEWA�฀OBIE฀ZMIENNE฀MAJ�฀ROZK�AD฀TAK
I฀JAK฀8�

 X
1
 + X

2
 to nie 

to samo co 2X.

Sumując zmienne 

X
1
 i X

2
, musisz 

się oprzeć 

na realizacjach każdej z nich. 

2X oznacza tylko jedną 

realizację, tyle że podwojoną 

w stosunku do X.

 Uwaga!



¢

¢

¢

¢ σ

¢

:MIENNE฀NIEZALE�NE
$LA฀NIEZALE�NYCH฀ZMIENNYCH฀LOSOWYCH฀
PRAWDZIWE฀S�฀WZORY�
฀฀฀฀฀฀%�8�฀�฀8�฀�฀���฀�฀8N	฀�฀N%�8	
฀฀฀฀฀฀6AR�8�฀�฀8�฀�฀���฀�฀8N	฀�฀N6AR�8	

Podstawowe 
terminy
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Ilość kawy, która składa się na dużą porcję; 

X — ilość kawy zawarta w standardowej 

porcji.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

pojedynczego losu, którego cena poszła 

w górę; X — wypłata możliwa do uzyskania 

po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Spożywanie dodatkowego kubka kawy 

każdego dnia; X — ilość kawy w jednym 

kubku.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

10 losów na loterii; X — wypłata możliwa 

do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Kupno dodatkowych kur znoszących jajka; 

X — liczba znoszonych jaj w zależności 

od gatunku kury.
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7YGRANE฀Z฀KA�DEGO฀LOSU฀S�฀NIEZALE�NE฀OD฀SIEBIE�

:MIANA฀CENY฀LOSU฀WP�YWA฀NA฀WARTOwÁ฀
WYP�ATY�฀ALE฀NIE฀NA฀PRAWDOPODOBIEÌSTWO฀
WYGRANEJ�฀DLATEGO฀MAMY฀DO฀CZYNIENIA฀
Z฀PRZEKSZTA�CENIEM฀LINIOWYM�
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Lokalna cukiernia włączyła do swojej oferty ciasteczka z niespodzianką. Ich cena  

to 0,5 dolara za sztukę. Większość ciasteczek zawiera pomyślną wróżbę na przyszłość,  

ale w niektórych kryją się pieniądze. Prawdopodobieństwo wygrania 2 dolarów wynosi 

0,1, 5 dolarów — 0,07, zaś 10 dolarów — 0,03.

Niech X oznacza wypłatę (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej „gry”. 

Sporządź rozkład prawdopodobieństwa zmiennej X. Ile wynosi E(X) i Var(X)?

Cukiernia zdecydowała się podnieść cenę ciasteczek do 1 dolara za sztukę.  

Ile teraz wynosi wartość oczekiwana i wariancja wypłaty?
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Cukiernia zdecydowała się podnieść cenę ciasteczek do 1 dolara za sztukę.  

Ile teraz wynosi wartość oczekiwana i wariancja wypłaty?

#UKIERNIA฀PODNIOS�A฀CENÅ฀CIASTECZEK฀O฀���฀DOLARA�฀A฀ZATEM฀WYP�ATÅ฀฀
PO฀PODWY�CE฀MO�NA฀PRZEDSTAWIÁ฀JAKO฀8r����
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฀ �฀����฀r฀���฀�

฀ �฀r����
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x  -5 395

P(X = x)'RA฀KOSZTUJE฀WIÅCEJ฀NI�฀NA฀INNYCH฀AUTOMATACH�฀฀ALE฀SPÎJRZ฀NA฀TE฀WYGRANE�

y  -2 23 48 73 98

P(Y = y)
/TO฀WYGRANE฀

W฀AUTOMATACH฀

STAREGO฀TY
PU�

-OGLIBYvMY฀WYZNACZY·฀ROZK�AD฀
SUMY฀8�9�฀ALE฀BY�OBY฀TO฀DOv·฀

CZASOCH�ONNE�฀:ASTANAWIAM฀SI»�฀฀
CZY฀MOGLIBYvMY฀PÄJv·฀NA฀SKRÄTY�

Nowość!

x  -5 395

P(X = x)

/TO฀WYGRANE฀MO�LIWE฀DO฀UZYSKANIA฀NA฀AUTOMATACH฀NOWEGO฀TYPU�



x y

x + y

7YOBRA�ASZ
฀SOBIE�฀

ILE฀CZASU฀
ZAJÅ�OBY฀

NAM฀POLICZENI
E฀TEGO฀

WSZYSTKIEG
O฀I฀ILE฀B�Å

DÎW฀

MOGLIBYwMY฀PRZY฀TYM
฀

POPE�NIÁ�

E(X + Y) = E(X) + E(Y)

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

 Swobodnie 

można 

dodawać tylko 

wariancje 

zmiennych 

niezależnych.

Jeśli X i Y nie są zmiennymi 

niezależnymi, wtedy Var(X+Y) 

nie jest równa Var(X) + Var(Y).

 Uwaga!

E(X)
E(Y)

E(X + Y)

Var(X) Var(Y) Var(X + Y)

=+

7ARIANCJA฀SIÅ฀ZWIÅKSZA฀s฀ROZK�AD฀PRAWDOPODOBIEÌSTWA฀JEST฀BARDZIEJ฀ROZPROSZONY�

0 0 0

.IE฀MARTW฀SIÅ�฀NIE฀BÅDZIESZ฀MUSIA�฀TEGO฀LICZYÁ�
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E(X - Y) = E(X) – E(Y)

Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)

0RZECIE�฀TO฀NIE฀
MA฀SENSU�฀$LACZEGO฀
MIELIBYvMY฀DODAWA·฀

WARIANCJE�

 Wyznaczając 

wariancję 

różnicy 

zmiennych 

losowych, 

zsumuj ich wariancję.

Łatwo tu o pomyłkę, ponieważ 

w pierwszej chwili wydaje 

się to sprzeczne z intuicją. 

Zapamiętaj jednak, że 

jeśli X i Y są niezależnymi 

zmiennymi losowymi, 

to Var(X – Y) = Var(X) + Var(Y).

 Uwaga!

4UTAJ฀WARIANCJE฀SUMUJEMY�฀WIÅC฀B�Dz฀OSTRO�NY�

7ARIANCJA฀ZW
IÅKSZA฀

SIÅ�฀CHOÁ฀O
DJÅLIwMY฀

ZMIENNE�

E(X)
E(Y)

Var(X) Var(Y)

-

0 0

E(X - Y)

Var(X - Y)

=



X

Y

aX

bY

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

Var(aX + bY) = a2Var(X) + b2Var(Y)

E(aX - bY) = aE(X) - bE(Y)

Var(aX - bY) = a2Var(X) + b2Var(Y)

*EST฀TO฀RODZAJ฀PRZ
EKSZTA�CENIA฀

LINIOWEGO�฀ST�D฀TE฀KWADRATY�

0AMIÅTAJ�฀�E฀WARIANCJE฀DODAJEMY�

A฀I฀B฀MOG�฀BYÁ฀DOWOLNYMI฀LICZBAMI�



4

¢

¢

¢

¢



W poniższej tabeli zamieszczono wartości oczekiwane i wariancje różnych zmiennych losowych. 

Spróbuj podać najprostszy sposób na wyznaczenie każdej z tych wartości. W razie potrzeby 

przyjmij założenie o niezależności zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b)

   Var(aX + b)

   E(X)

   E(f(X))

   Var(aX - bY)

   Var(X)

   E(aX - bY)

   E(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   Var(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   E(X2)

   Var(aX - b)
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Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie ważne  

w weekendy. Każde z nich zawiera potrawy w czterech różnych kategoriach cenowych.  

Rozkłady prawdopodobieństw wydatków klientów zamieszczono w poniższych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x)

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y)

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda więcej pieniędzy na posiłek w tej restauracji: grupa 20 klientów 

weekendowych czy 25 klientów odwiedzających restaurację w pozostałe dni?



W poniższej tabeli zamieszczono wartości oczekiwane i wariancje różnych zmiennych losowych. 

Spróbuj podać najprostszy sposób na wyznaczenie każdej z tych wartości. W razie potrzeby 

przyjmij założenie o niezależności zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b) A%�8	฀�฀B

   Var(aX + b) A�6AR�8	

   E(X) X0�8฀�฀X	

   E(f(X)) F�X	0�8฀�฀X	

   Var(aX - bY) A�6AR�8	฀�฀B�6AR�9	

   Var(X) %�8฀
฀�	�฀�฀%�8�	฀
฀��

   E(aX - bY) A%�8	฀
฀B%�9	

   E(X
1
 + X

2
 + X

3
) �%�8	

   Var(X
1
 + X

2
 + X

3
) �6AR�8	

   E(X2) X�0�8฀�฀X	

   Var(aX - b) A�6AR�8	
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Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie ważne  

w weekendy. Każde z nich zawiera potrawy w czterech różnych kategoriach cenowych.  

Rozkłady prawdopodobieństw wydatków klientów zamieszczono w poniższych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x)

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y)

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda więcej pieniędzy na posiłek w tej restauracji: grupa 20 klientów 

weekendowych czy 25 klientów odwiedzających restaurację w pozostałe dni?
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Sam zwykł jadać w dwóch restauracjach. Restauracja A jest droższa niż B, ale serwuje znacznie 

lepsze jakościowo dania.

Poniższe tabelki prezentują rozkłady prawdopodobieństw wydatków Sama w obu restauracjach. 

Jak mógłbyś scharakteryzować różnicę w poziomie cen między restauracją A i B? Ile wynosi jej 

wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x)

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y)

Restauracja B:

Dyskretne 

Ćwiczenie

Restauracja A:

x 

P(X = x)

Restauracja B:

y 

P(Y = y)

<<koniec ramki>>
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Sam zwykł jadać w dwóch restauracjach. Restauracja A jest droższa niż B, ale serwuje znacznie 

lepsze jakościowo dania.

Poniższe tabelki prezentują rozkłady prawdopodobieństw wydatków Sama w obu restauracjach. 

Jak mógłbyś scharakteryzować różnicę w poziomie cen między restauracją A i B? Ile wynosi jej 

wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x)

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y)

Restauracja B:


