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Wizualizacja danych

Pierwsze wrazenie

Czy masz problem ze zrozumieniem faktéw zapisanych w danych?
Statystyki opisowe pomoga Ci zrozumie¢ znaczenie ztozonych zbioréw danych.

Dzieki nim bardzo ztozone kwestie stang sie zupetnie proste. Gdy juz je zrozumiesz
i bedziesz chciat podzieli¢ sie ta wiedzg z innymi, z pewno3cia zainteresuje Cie
potendjat licznych technik wizualizacji danych, jakie oferuje statystyka. Jesli chcesz
wiec dobrac optymalny wykres dla swoich danych, wez w reke swoj ptaszcz, spaku;

Zysk (w milionach ziotych)
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Miary tendencii centralnej

Droga Srodka

Spis tresci

Niekiedy trzeba po prostu dotrze¢ do sedna sprawy. Czasami trudno ogarnaé¢
ogrom informacji ukrytych w gaszczu danych. Pierwszym krokiem moze by¢ wowczas
wyznaczenie Srednich. Statystycy nazywaja je miarami tendencji centralnej. Dzigki nim
potrafig szybko wskaza¢ wartosci reprezentatywne dla danego zbioru danych i na tej
podstawie wyciagnac wazne wnioski. W tym rozdziale nauczysz sie wyznacza¢ wartosci kilku
najwazniejszych i najpopularniejszych statystyk — sredniej, mediany i dominanty. Zobaczysz,
jak tatwo i efektywnie mozna za ich pomoca dokona¢ opisu danych.
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Miary zréznicowania

Potega zmiennosci

Nie wszystkiemu mozna wierzy¢, ale jak si¢ o tym przekonaé?
Srednie pozwalajg nam poznaé typowa wartos¢ dla naszych danych, ale nie méwia

nam wszystkiego. Umiemy juz znajdowa¢ wartosci centralne zbioru danych, ale rednia
arytmetyczna, mediana czy dominanta nie zawsze wystarczaja do wyciagniecia gtebszych

whioskéw. W tym rozdziale poszerzymy nasza wiedze o narzedzia, dzieki ktérym bedziemy
mogli co$ powiedzie¢ o zréznicowaniu naszych danych.
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Prawdopodobieristwo zdarzen

Natura ryzyka

Zycie pelne jest niepewnosci. Czasami trudno jest nawet przewidzie¢, co wydarzy

sie w ciggu najblizszych paru minut. Szanse zajscia pewnych zdarzen sg jednak wieksze niz
innych, czego uczy nas rachunek prawdopodobieistwa. Szacowanie prawdopodobiefistwa
zdarzen utatwia przewidywanie przysztosci, poniewaz pozwala ocenié, jak duze sa szanse
ich wystapienia. A to pozwala podejmowac bardziej Swiadome wybory. W tym rozdziale
dowiesz sie, czym jest prawdopodobierstwo zdarzefi i jak moze Ci ono poméc

zapanowac nad przysztoscia!
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Dyskretne rozktady prawdopodobieristwa

Zarzadzamy oczekiwaniami

Zdarzenia mato prawdopodobne czasem sie zdarzajq, ale jakie sg

ich konsekwencje? W poprzednim rozdziale przekonalismy sie, jak rachunek
prawdopodobieristwa moze poméc nam ocenic szanse zajscia pewnych zdarzen. Jednak nie
powie nam on nic na temat wptywu tych zdarzef na nasze zycie. Choc przy stole ruletki
czasem pada spora wygrana, to jednak — czy jest ona warta tych wszystkich pieniedzy, jakie
przy okazji mozna straci¢? W tym rozdziale pokazemy Ci, jak mozna postuzy¢ sie rachunkiem
prawdopodobieristwa do przewidywania skutkéw powtarzalnych zdarzen w dtugich
seriach, a takze jak mozna oceni¢ doktadnosc takich prognoz.

Wracamy do kasyna Dana 236
Tworzymy rozklad prawdopodobiefistwa wygranej
na automacie 239
Warto$¢ oczekiwana pozwala przewidzie¢ wynik... 242
...a wariancja mowi o tym, jak bardzo jest on zmienny 243
Wariancja a rozktad prawdopodobiefistwa 244
Obliczamy wariancje dla naszego przyktadu 245
Gdy ceny ida w gore 250
Miedzy E(X) i E(Y) istnieje zwiazek liniowy 255
Podsumujmy nasze rozwazania 256
Ogdlne wzory na przeksztalcenia liniowe 257
Kazde pociagnigcie dzwigni jest niezaleznym zdarzeniem 260
Przydatne skroty 261
Nowe automaty wchodza do gry! 267
Dodaj E(X) do E(Y), by uzyska¢ E(X+Y)... 268
7 N i ). ...Jub odejmij E(Y) od E(X), by uzyska¢ E(X-Y) 269
“ Podobne operacje mozesz wykonywac na zmiennych
$ ; = przeksztatcanych liniowo 270
AL Sz AL =5 Rozbites bank! 276
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Podstawy kombinatoryki

Porzadkujemy obiekty

Czasami kolejnoS¢ ma znaczenie. Policzenie wszystkich mozliwych
sposobow grupowania czy porzadkowania pewnego zbioru obiektéw moze byé
niezwykle pracochtonne. Czesto jednak nie mamy wyjscia, bo takie informacje sg
kluczowe dla rachunku prawdopodobiefistwa. W tym rozdziale poznamy szybki

i efektywny sposéb na zdobycie tego rodzaju informacgji, ktéry nie wymaga od nas
znajomosci wszystkich mozliwych wynikéw dowiadczenia losowego. Zostar wiec
z nami, a przekonasz sie, jak tatwo mozna zlicza¢ wszystkie mozliwosci
grupowania i porzadkowania obiektow.

Derby Statsville 280
Wyscig tréjki koni 281
Na ile sposobdw konie moga przekroczy¢ lini¢ mety? 283
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w przypadku powtorzen 292
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Na ile sposobéw mozemy zapehié trzy miejsca medalowe? 296
Obliczamy wariacje 297
Gdy kolejnos¢ nie ma znaczenia 298
Liczymy kombinacje 299
Cala prawda o kombinacjach 300
To juz koniec zawodow 306
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Poznajemy rozktady: geometryczny, dwumianowy i Poissona

Stajemy si¢ dyskretni

Wyznaczanie rozkladéw prawdopodobieristwa zabiera sporo czasu.

Wiemy juz, jak wyznaczac rozktady prawdopodobiefstwa, choc nie zawsze jest to fatwe.

Pewnie wiec zgodzisz sie z nami, ze bytoby dobrze, gdyby istniaty ogéine, bardziej uniwersalne
rozktady prawdopodobierstwa, ktorymi fatwo mozna by sie postugiwaé na co dzief. W tym rozdziale
zaprezentujemy kilka standardowych rozktadéw prawdopodobieistwa, o 3cisle okreslonych
charakterystykach. Gdy zrozumiesz, jak to dziata, bedziesz w stanie w rekordowo szybkim czasie
oblicza¢ prawdopodobiefistwa, wartosci oczekiwane i wariancje. Przygotuj sie wiec na poznanie
rozktadéw: geometrycznego, dwumianowego i Poissona. Mitej lektury.

Znajdujemy rozktad prawdopodobienstwa dla osiagnie¢ Chada 311

Istnieje rozktad prawdopodobienstwa,
ktéry dobrze opisuje nasz problem 312

Prawdopodobienstwo mozemy przedstawi¢ za pomocg wzoru 315
Rozktad geometryczny pozwala operowac takze

na nieréwnosciach 317

Warto$¢ oczekiwana dla rozktadu geometrycznego 318

Warto$¢ oczekiwana wynosi 1/p 319

Wariancja dla rozkladu geometrycznego 321

Automat Automat Krotki przewodnik po rozktadzie geometrycznym 322
do popcoruu do uapojér Wrhasnie poznate§ rozktad geometryczny 325
< Arcyfrajerzy 327

Lepiej grac czy jednak zrezygnowac? 329

Uogo6lniamy rozktad na wiecej niz trzy przypadki 331

Uogo6lniamy nasze wzory jeszcze bardziej 334

Ile wynosi warto$¢ oczekiwana i wariancja dla tego rozktadu 336

Warto$¢ oczekiwana i wariancja rozkladu dwumianowego 339

Krétki przewodnik po rozktadzie dwumianowym 340

Wartos¢ oczekiwana i wariancja dla rozkladu Poissona 346

Jaki jest wiec rozktad prawdopodobiefistwa? 350

Aug! Skata! Aug!
Choragiewka! Aug!
Drzewo!

Liczymy prawdopodobiefstwa zdarzef ztozonych
dla rozktadu Poissona 351

Rozktad Poissona w przebraniu 354
Krotki przewodnik po rozktadzie Poissona 357



Spis tresci
Poznajemy rozktad normalny

Wybieramy normalnos¢

Dyskretne rozklady prawdopodobiefistwa nie w kazdej sytuaciji sie sprawdzajg.
W poprzednim rozdziale poznalismy trzy rozkfady prawdopodobieristwa, dla ktérych bylismy w stanie
wymieni¢ wszystkie wartosci, jakie moze przyja¢ zmienna losowa. Nie zawsze jednak jest to mozliwe.
Niekiedy posiadane przez nas dane w ogéle nie przystaja do zadnego z tych trzech rozktadéw.

W tym rozdziale dowiemy sie o istnieniu rozktadéw innego typu, tak zwanych ciggtych rozktadow
prawdopodobiefstwa, oraz poznamy jeden z najwazniejszych rozktadéw w statystyce — rozktad

normalny.
Zmienne dyskretne przyjmuja wybrane wartosci. .. 364
...ale nie wszystkie zmienne muszg by¢ dyskretne 365
Ile bedzie czekaé Julie? 366
Musimy znaleZ¢ rozktad prawdopodobiefistwa
dla danych ciaglych 367
Dla zmiennych ciagtych mozemy wyznaczy¢ funkcje¢ gestoscei 368
Prawdopodobiefistwo = pole powierzchni 369
Aby obliczy¢ prawdopodobiefistwo, znajdz najpierw f(x)... 370
...a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo, wyznaczajac pole 371
é/ ZnalezliSmy szukane prawdopodobiefistwo 375
o Szukanie bratniej duszy 376
o) o Modelujemy wzrost me¢zczyzn 377
Rozktad normalny stanowi ,,idealny”
model opisu danych ciagtych 378
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Poznajemy rozktad normalny (cd.)

Wiecej niz normalnosé

Gdyby tak istniat jedynie rozktad normalny... Zycie bytoby o wiele prostsze, gdyby
wszystko dato sie opisac rozktadem normalnym. Nie trzeba by poswieca¢ mnéstwa czasu

na wyznaczanie réznych prawdopodobiefistw w tak wielu rozktadach — mozna by przeznaczy¢

go na duzo przyjemniejsze rzeczy, na przyktad na rozrywke. Na szczescie sa sposoby na to, by
najbardziej ztozone problemy rozwigzywac réwnie tatwo, jak w przypadku rozktadu normalnego.
W tym rozdziale dowiesz sie, kiedy jest mozliwe zastgpienie innego rozktadu przez rozktad
normalny i jak sie to robi w praktyce.

Wszyscy na poklad Kolejki Mitosci! 401
Sumujemy zmienne o rozktadzie normalnym 402
Nadal jest to jednak waga 403
Jaki jest wiec rozktad wagi mtodej pary? 405
Znajdujemy prawdopodobiefstwo 408
Wigcej ludzi chee skorzystac z Kolejki Mitosci 413
Przeksztalcenia liniowe odnosza si¢ do zmian wartosci... 414
...zmienne niezalezne méwig o tym,
ile r6znych wartoSci posiadasz 415
Wartos¢ oczekiwana i wariancja
dla niezaleznych zmiennych losowych 416
Wejs¢ do gry czy zrezygnowac? 421
Rozktad normalny przychodzi nam z pomoca 424
Kiedy stosowac przyblizenie rozktadu
dwumianowego rozkladem normalnym 427
Ponowny rzut oka na problem aproksymacji 432
Rozktad dwumianowy jest rozktadem
dyskretnym, a normalny — ciggtym 433
Bierzemy poprawke na ciagto$é 434
Cata prawda o rozktadzie normalnym 442
Wszyscy na poktad! 443
Kiedy mozna aproksymowac rozklad
Poissona rozktadem normalnym 445
Olbrzymi sukces! 451
X X +X X+X+X X+X+X+X

isuje zmienna
kazdej 0soby opisuje ‘
\Q/a%?ez:!eir{a od wagi pozostafych
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Spis fresci
Przeprowadzamy losowanie

Pobieramy prébke

Statystyka zajmuje sie analizg danych, ale skqd wiasciwie bierze dane?

Czasami zebranie danych potrzebnych do analiz nie jest wcale trudne. Tak byto wtedy,

gdy potrzebowalidmy informacji o przecietnym wieku klientéw klubu odnowy czy tez danych

o wielkosci sprzedazy gier komputerowych. Ale co w sytuacji, gdy potrzebne nam dane nie sg ogdlnie
dostepne i trzeba je w jakis sposéb zdoby¢? Czasami ilos¢ réznych informadji, jakie s3 nam potrzebne,
jest na tyle duza, ze nie wiemy nawet, jak sie do ich gromadzenia zabra¢. Od czego zacza¢?

W tym rozdziale dowiesz sie, jak gromadzié rzeczywiste dane w sposéb efektywny,

odpowiedni do potrzeb i mozliwie jak najnizszym kosztem. Witamy w Swiecie losowar!

Wielki test produktow Mighty Gumball 454
Firma traci z powodu zuzywanych gum 455
Przeprowadzamy testy na prdbce, nie na catej populacji 456
Jak przebiega dobdr proby 457
Kiedy prdba nie jest reprezentatywna 458
Jak dobrac probe 460
Definiujemy operat losowania 461
Czasami dostajemy proby obciazone 462
Zrédta obcigzenia proby 463
Jak wtasciwie dobra¢ probe 468
Losowanie préby prostej 468
Jak uzyskac probe prosta 469
Istnieja takze inne schematy losowania 470
Mozemy przeprowadzi¢ losowanie warstwowe... 470
...losowanie zespotowe... 471
...a nawet losowanie systematyczne 471

Mighty Gumball dostat swoja prébe




Spis fresci
Szacujemy parametry populaciji na podstawie préby

Dokonujemy ocen

Czy nie byloby wspaniale, gdybysmy potrafili scharakteryzowaé populacje
generalng na podstawie informacji zawartych w pojedynczej probie?

Zanim bedziesz mogt Swietowaé osiagniecie biegtosci w prowadzeniu badan statystycznych,
musisz sie nauczy¢ robi¢ wasciwy uzytek z prébki pobieranej z populacji. Musisz wiec posigsé
umiejetnod¢ przewidywania charakterystyk populacji na podstawie informacji zawartych

w probie oraz nauczy¢ sie, jak mozesz oceni¢ wiarygodnos¢ swoich szacunkéw. W tym rozdziale
pokazemy Ci, w jaki sposdb posiadana probka moze by¢ uzyta jako uzyteczne zrédto informadji
0 badanej populacji i vice versa.

Jaka wiec jest rzeczywista trwato§¢ smaku tamtych gum? 480

Zacznijmy od oszacowania §redniej w populacji 481

Estymatory punktowe pozwalaja oszacowa¢ parametry populacji 482

Szacujemy wariancj¢ populacji 486

Znajdujemy inny estymator niz wariancja z proby 487

Ktéra formuta co oznacza? 489

Wszystko jest kwestig proporcji 492

Jaki ma to zwiazek z estymacja parametrow? 497

Rozktad z préby estymatora p 498

Ile wynosi warto$¢ oczekiwana P_? 500

A ile wynosi wariancja P_? 501

. Ustalamy rozktad P_ 502
"LZ”EE"”SE% "ifeizso P_ma rozktad normalny 503
statystyk, ktére Musimy znalez¢ rozktad dla §redniej z proby 509

mozemy wykorzystac
W naszych
reklamach.

Rozktad z préby estymatora Sredniej 510
Znajdujemy wartos¢ oczekiwana X 512
A co z wariancjg zmiennej X? 514
Jaki jest wiec ksztalt rozktadu zmiennej X? 518

Jesli n jest odpowiednio duze, rozktad X
jest zblizony do rozkladu normalnego 519

Stosujemy centralne twierdzenie graniczne 520
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Spis tresci
Konstruujemy przedziaty ufnosci

Wyrazamy przekonania

Czasami estymacja punktowa daje nie do koiica trafione wyniki. Wiesz juz, jak

za pomoca estymatoréw punktowych uzyskac doktadne oceny parametréw populacji, takich

jak wartos¢ oczekiwana, wariancja czy wskaznik struktury. Nie zawsze jednak ocena w postaci
pojedynczej liczby zaspokoi w petni Twoje oczekiwania. Bo jak ocenié, na ile jest ona doktadna?

BadZ co badz cate wnioskowanie o populacji generalnej opiera sie na stosunkowo nielicznej prébie,
ktéra przeciez nie zawsze musi w petni odzwierciedla¢ charakterystyki populacji. W tym rozdziale
poznasz inng metode szacowania nieznanych wartosci parametrow populacji, ktéra uwzglednia
pewien stopief niepewnosci ocen i — co wiecej — pozwala jg zmierzy¢. Czytaj dalej, a poznasz
wszystkie tajemnice przedziatow ufnosci.

Mighty Gumball znéw ma ktopot 526
Problemem pozostaje precyzja 527
Poznajemy przedzialy ufnosci 528
Wyznaczamy przedziat ufnosci w czterech krokach 529
Krok 1: Wybierz parametr populacji 530
Krok 2: Znajdz rozktad jego estymatora w probie 530
Krok 3: Wybierz poziom ufnosci 532
Krok 4: Znajdz granice przedziatu ufnosci 534
Zaczniemy od wyznaczenia Z 535
Zapisujemy prawdopodobiefistwo z uzyciem X 536
Znajdujemy ostatecznie warto$¢ zmiennej X 539
ZnalezliSmy poszukiwany przedziat ufnosci 540
Podsumujmy wykonane kroki 541
Uzyteczne skréty przy wyznaczaniu przedziatéw ufnosci 542
Krok 1: Wybierz parametr populacji 546
Krok 2: Znajdz rozktad jego estymatora w probie 547
Krok 3: Wybierz poziom ufnosci 550
Krok 4: Znajdz granice przedziatu ufnosci 551

Rozktad t-Studenta a rozktad normalny 553



Spis fresci
Weryfikacja hipotez

Oceniamy fakty

Nie wszystko, co do Ciebie dociera, musi by¢ prawdq. Najgorsze jest jednak to,

ze trudno jest oceni¢, kiedy ma sie do czynienia z prawda, a kiedy nie. Weryfikacja hipotez,

drugi obok estymaciji dziat wnioskowania statystycznego, daje Ci narzedzie do oceny prawdziwosci
twierdzef statystycznych. Za jej pomoca bedziesz mogt oceni¢, na ile takie, a nie inne charakterystyki
préby moga by¢ efektem dziatalnosci okreslonych sit, stanowigcych o ksztafcie catej populadji,

ana ile sg jedynie dzietem czystego przypadku. Z lektury tego rozdziatu dowiesz sie, w jaki sposéb
mozesz potwierdzi¢ lub obali¢ swoje przypuszczenia odnoszace sie do otaczajacej Cie rzeczywistosci.

Cudowny lek na chrapanie 560
Ogolne spojrzenie na problem 564
Weryfikacja hipotez w szeSciu krokach 565
Krok 1: Sformutuj hipoteze, ktora cheesz zweryfikowad 566
Krok 2: Wybierz statystyke testowa (sprawdzian testu) 569
Krok 3: Okre§l obszar odrzucefi testowanej hipotezy 570
Krok 4: Znajdz prawdopodobiefstwo p (p-warto$c) 573
Krok 5: Sprawdz, czy sprawdzian testu

wpada do obszaru odrzucen 575
Krok 6: Podejmij decyzje 575
Co by sig stato, gdyby préba byta wigksza? 578
Przeprowadzamy kolejny test 581
Krok 1: Sformutuj hipoteze, ktéra chcesz zweryfikowaé 581
Krok 2: Wybierz statystyke testowa (sprawdzian testu) 582
Przyblizamy rozkiad statystyki testowej rozkladem normalnym 585
Krok 3: Okre§l obszar odrzucen testowanej hipotezy 586
Zacznijmy od btedu I rodzaju 594
A co z btedem II rodzaju? 595

Znajdujemy prawdopodobienistwa o i p w naszym przykladzie 596

GoreCuLt |
W TaBLETKACH:
JEDYNE
W Swon Roo2At
LEKARSTWO
Na
CHRAPANIE

Znajdujemy zbidr wartoSci spoza obszaru krytycznego 597
Znajdujemy P(blad II rodzaju) 598
Moc przybywa 599
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Spis tresci

Rozkfad 2

Gdy sprawy id3 nie po naszej mysli

Czasami sprawy toczg sie zupelnie inaczej, niz sie tego spodziewalismy.
Kiedy decydujesz sie na opis pewnego zjawiska za pomoca konkretnego rozktadu
prawdopodobieristwa, zwykle masz jakies wyobrazenia na temat tego, jak sie ono rozwinie

w dtuzszym okresie. Czasem jednak te wyobrazenia catkowicie rozmijaja sie

z rzeczywistoscig. Co wtedy poczac? Skad masz wiedzie¢, czy dostrzezone réznice sg jedynie
dzietem przypadku, czy tez moze pierwsza oznaka btednych zatozer lezacych u podstaw
przyjetego przez Ciebie modelu? W tym rozdziale pokazemy Ci, jak mozesz postuzy¢ sie
rozktadem 2 do oceny rezultatow, by méc wskazac wirdd nich te najbardziej podejrzane.

Przed kasynem Dana rysuja si¢ ktopoty 606
Przygladamy si¢ automatom do gry 607
Rozktad y* dobrze modeluje réznice 609
O czym wiec mowi ta statystyka? 610
Gléwne zastosowania rozktadu 2 611
v reprezentuje liczbe stopni swobody 612
Czym jest istotno$¢ statystyczna? 613
Testowanie hipotez z rozktadem 2 614
Rozwigzale$ tajemnice wysokich

wygranych w grach na automatach 617
Dan ma jeszcze jeden problem 623
Rozktad y? sprawdza si¢ réwniez w testach niezaleznosci 624
Czestosci teoretyczne mozemy wyznaczy¢

w oparciu o rachunek prawdopodobiefistwa 625
Ile wiec wynosza czestoSci teoretyczne? 626
Musimy jeszcze pozna¢ liczbe stopni swobody 629
Ogdlna metoda wyznaczania liczby stopni swobody 634
A zatem formula ma postac... 635
Uratowate§ kasyno Dana od bankructwa 637
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Spis fresci

Korelacja i regresja

Co z moj3 linig?

Czy zastanawiales sie kiedys, w jakim stopniu dwie rzeczy sg ze sobg
powigzane? W poprzednich rozdziatach przygladalismy sie uzyciu statystyk, ktore opisywaty
zbiér danych z punktu widzenia wytacznie jednej cechy — méwilismy na przyktad o wzroscie
mezczyzn, punktach zdobytych przez zawodnika koszykéwki czy tez o trwatodci smaku gum do
zucia. Tymczasem istnieja statystyki, ktére pozwalajg ocenic site zwigzku miedzy wieksza liczba
zmiennych. Ich znajomo3¢ dostarczy Ci znacznie bogatszych informacji na temat otaczajacego Cie
Swiata, ktore bedziesz mogt wykorzystac we wiasnym interesie. W tym rozdziale pokazemy Ci, jak
wykrywaé zwiazki miedzy zmiennymi, korzystajac z miar korelacji i regresji.

Przyjrzyjmy sie¢ danym na temat frekwencji i nastonecznienia 645

Rzut oka na wymiary 646
Wykreslamy dane dwuwymiarowe 647
Wykresy rozrzutu pokazuja trendy obecne w danych 650
Korelacja a przyczynowos¢ 652
Wykorzystujemy do prognozowania

lini¢ o najlepszym dopasowaniu 656
Najlepsze dopasowanie jest nadal tylko dopasowaniem 657
Bedziemy minimalizowac¢ odchylenia od wartosci rzeczywistych 658
Wyznaczamy sume¢ kwadratéw odchylen 659
Znajdujemy wartoSci nieznanych parametréw 660
Obliczamy nachylenie linii najlepszego dopasowania 661
Obliczamy nachylenie linii najlepszego dopasowania (cd.) 662
ZnalezliSmy b, ale co z a? 663
ZnalezliSmy zwiazek miedzy dwiema zmiennymi 667
Rézne typy korelacji 668
Wspotezynnik korelacji mierzy site zwiazku miedzy zmiennymi 669
Poznajemy wzdr na warto$¢ wspdtczynnika r 670
Obliczamy warto$¢ r dla naszego zbioru danych 671
Obliczamy warto$¢ r dla naszego zbioru danych (cd.) 672

Czuje! Ale
widze tez chmury
zbierajace nad
naszymi gtowami...

Poczuj ten rytm,
dziecino...
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Spis tresci
Dodatek uzupetniajacy

Dziesi¢¢ najwazniejszych rzeczy

(ktére pominelismy)

Cho¢ powiedzielisSmy juz wiele, cos musimy dopowiedzie€. Jest jeszcze kilka
rzeczy, o ktérych, naszym zdaniem, powiniene$ wiedziec. Bytoby troche nie w porzadku

wobec Ciebie, gdyby3my je catkowicie przemilczeli. Nie ma przy tym znaczenia, ze s3 to
naprawde sprawy, ktore wymagaja tylko krétkiej wzmianki.

1. Inne techniki wizualizacji danych 682
2. Anatomia rozktadu prawdopodobiefistwa 683
3. Eksperyment statystyczny 684
- 4. Metoda najmniejszych kwadratow w notacji alternatywnej 686
5. Wspotczynnik determinacji 687
6. Zaleznosci nieliniowe 688

7. Przedziat ufnodci dla wspdtezynnika nachylenia prostej regresji 689

8. Rozktady z proby — rdznica miedzy dwiema Srednimi 690
9. Rozktady z proby — rdznica miedzy wskaznikami struktury 691
10. E(X) i Var(X) dla zmiennych ciagltych 692

Tablice statystyczne

Czasem trzeba cos sprawdzi¢

Co bysmy poczeli bez poczciwych tablic statystycznych? Nie wystarczy zna¢
zastosowanie poszczegbinych rozktadéw. Bardzo czesto trzeba co$ policzyé. Dobrze jest miec
wtedy pod reka tablice statystyczne, zawierajace standardowe prawdopodobiefistwa dla
typowych rozktadéw. Dlatego ten zatacznik prezentuje tablice dla rozktadéw: normalnego,
t-Studentai %2,

Standaryzowany rozktad normalny 696
WartoSci krytyczne dla rozktadu t-Studenta 698
Wartosci krytyczne dla rozktadu 2 699
Skorowidz 701
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5. Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

*

v

Zarzqdzggmy oczekiwaniami *+

0K, upadek z tego drzewa byt
faktycznie niespodziewany,
ale wei pod uwage jego
konsekwencje w dalszej
perspektywie.

Zdarzenia mato prawdopodobne czasem sie zdarzajg, ale jakie sg

ich konsekwencje? W poprzednim rozdziale przekonalismy sie, jak rachunek
prawdopodobieristwa moze pomdc nam ocenic szanse zajscia pewnych zdarzen. Jednak nie
powie nam on nic na temat wptywu tych zdarzef na nasze zycie. Cho¢ przy stole ruletki

czasem pada spora wygrana, to jednak — czy jest ona warta tych wszystkich pieniedzy, jakie

przy okazji mozna straci¢? W tym rozdziale pokazemy Ci, jak mozna postuzy¢ sie rachunkiem
prawdopodobierstwa do przewidywania skutkow powtarzalnych zdarzen w dtugich seriach,
a takze jak mozna ocenic doktadnosc takich prognoz.

to jest nowy rozdziat» 235



Jednoreki bandyta

Wracamy do kacyna Dana

Czy i Ty poddajesz si¢ hipnotyzujacemu
wplywowi migajacych Swiatetek automatu do gry
zwanego ,,jednorekim bandyta”? A zatem jestes
prawdziwym szczesciarzem. W Fat Dan’s Casino
znajduje sie caly rzad automatéw do gry,

ktoére tylko czekaja na to, by kto$ na nich =20 $

zagrat. Sprobujmy wigc i my (pociagniecie

dzwigni kosztuje 1 dolara). Kto wie, moze $ (kOIeinogé dowolna)
=15%

rozbijemy bank!

Jednoreki bandyta posiada trzy okienka, £ £ £ = 10 $
w ktorych pojawiaja si¢ rézne symbole.
POP-5

Koszt gry: 1§

Gdy pojawia sie one w odpowiedniej
kombinacji, z umieszczonego ponizej
otworu posypia si¢ monety.

Kwota, jaka mozna
wygraé, wyglada zachecajaco,
ale najpierw chciatbym sie
dowiedzieé, jakie mam szanse
na wygrana.

C6z, wydaje sie, ze szanse te mozna by fatwo
policzy¢. Ponizej zamieszczono prawdopodobiefistwo
pojawienia si¢ danego symbolu w okienku:

.
l $ ( wisienkaI cytrynka inne

\/ 0,1 No.2 o2

™
&
SN
Wszystkie trzy okienka sa od siebie niezalezne,

zatem pojawienie si¢ danego symbolu w jednym
z nich nie ma wptywu na to, co pojawi si¢
w pozostatych okienkach.

Prawdopodobieristwo
pojawienia sig wisienki
w tym okienku wynosi 0,2.

236 Rozdziats.



Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Wczuj sie w role gracza

Spojrz na plansze z wygranymi zamieszczona

na poprzedniej stronie. Wyobraz sobie, Ze jestes
graczem, ktory chce pozna¢ prawdopodobienstwo
pojawienia sie kazdej z kombinacji
gwarantujacych wygrana. Uzupetnij

tabelke. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, Ze nie wygrasz nic?

- prawdopodobiefistwo < <
prawdopodobiefistwo g gf; gf; (kolejnos¢ dowolna) %D %D $

A
N

prawdopodobiefistwo |

prawdopodobiefistwo @ @ ﬁ

N
f
N\

prawdopodobiefistwo braku wygranej

jestes tutaj» 237



Wczuj sie w role gracza: Rozwigzanie

Wczuj sie w role gracza: Rozwigzanie

Spojrz na plansze z wygranymi zamieszczona

na poprzedniej stronie. WyobraZ sobie, ze jestes
graczem, ktory chce pozna¢ prawdopodobienstwo
pojawienia sie kazdej z kombinacji
gwarantujacych wygrana. Uzupetnij

tabelke. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze nie wygrasz nic?

ief ny Jm Ja rawdopodobiefistwo < <~
prawdopodobiefistwo e ¢ & {koleinoéc’ dowolna) %? %.D

3, 3, 8) = B#) x P(3) e PX(3) = Sq trzy mozliwosci uzyskania takiego wyniku:

=01x01x01-= é\Pf“WdOPodobieﬁstO P(3$, $, wisienka) + P($, wisienka, $) + P(wisienka, $, $) =
= 0,001 ojawienia si
Zof:r[:jz’?;toz’fo??,mmm = (0,1 x 0,2) + (0,12 x 0,2) + (0,1 x 0,2) =
= 0,006
prawdopodobiefistwo @ Q Q prawdopodobiefistwo ﬁ @ @

P(cytrynka, cytrynka, cytrynka) =

P(wisienka, wisienka, wisienka) =
= P(cytrynka) x P(cytrynka) x P(cytrynka) =

jawienie si i = P(wisienka) x P(wisienka) x P(wisienka) =

Pojawienie sig cyf,r(ynkl
w jednym z okiene -02x02x02=
nie wptywa na jej /_>'

ojawienie sig = 0,008 - 0,008
’;; dwdch pozostatych.
Dlatego mnozymy przez siebie
te prawdopodobiefistwa.

=0,2x02x0,2-=

prawdopodobiefistwo braku wygranej

kie kombinacje symboli

Zamiast wypisywac Wszysrzauwaiamy: ze: P(przegrana)

prowadzace do przegranej,

-1 - P(wygrana).
To oznacza, ze nie uzyskamy zadnej z wygrywajqcych kombinacji. \(

P(przegrana) = 1 - P($, $, $) - P($, $, wisienka (kolejno$¢ dowolna)) - P(wisienka, wisienka, wisienka) +
- Plcytrynka, cytrynka, cytrynka)

=1-0,001 - 0,006 - 0,008 - 0,008 =<\ To sq prawdopodobieristwa
0.977 wygranej obliczone wyzej.

238 Rozdziat 5.



Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Tworzymy rozktad prawdopodobiericiwa wygranej na automacie

Oto prawdopodobiefistwa pojawienia si¢ wszystkich kombinacji

enie prawdopodobie

i : . iost zestawie iczylismy-
symboli gwarantujacych wygrana: (_ Eéjrzsprzed chwila, polic?y
Kombinacja brak cytrynki | wisienki | dolary/ |dolary
wygranej wisienki
Prawdopodobienstwo | 0,977 0,008 0,008 0,006 0,001

nstw,

Pewnie takie zestawienie moze sie
do czegos przydac. Czy jednak nie moglibysmy
péjsé o krok dalej? Dobrze, ze znamy
te prawdopodobieistwa, ale nadal nie wiemy,
ile mozemy wygrac.

Chcielibysmy znac nie tylko prawdopodobienstwo
wygranej, ale rowniez to, jak wiele moglibysmy
wygrac.

Na razie znamy jedynie prawdopodobiefistwa pojawienia si¢ na automacie
poszczegdlnych kombinacji symboli, ale nie wiemy nic o wysokoSci
ewentualnej wygrane;j.

Dlatego nieco zmodyfikujemy nasza tabelke, przyporzadkowujac kolejne
prawdopodobiefistwa do odpowiadajacej im wygranej. WysokoS¢ wygranej
odczytana z informacji umieszczonej na automacie pomniejszymy o kwote

1 dolara, ktéra musimy zaptaci¢, by wzia¢ udziat w grze. d .

Kombinacja brak wygranej | cytrynki | wisienki dolarxl dolary | dolary
Wyplata 1$ as  |[95% 14°$ 19 ~_
Prawdopodobienstwo/ ('),977 0,008 =7\ | 0,008 0,006 0,001

Tracimy 1 dolara, jesli Wyptata przy kazdej kombinacji:

nie pojawi sig zadna . tha:dz;?deobieﬁsfwa co e kwota wygrane;j pomm’ejszonaJ

z kombinacji gwarantujqcych P wyze), ale P,zyporiqukf’wa o 1 dolara optaty za udziat w grze.

wygrang. ﬁf;g?anéj, jaka sig z nimi

wigze.

W tabeli tej zawarto tak zwany rozklad prawdopodobieristwa wyplat z gry
na automacie, bowiem kazdej wygranej pomniejszonej o koszt wzigcia udziatu
w grze przyporzadkowano prawdopodobiefistwo, z jakim moze ona pasé.
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Rozktady prawdopodobienstwa z bliska

Roz‘c%ac’y pranopoJoI»ieﬁsf‘wa z bliska

Aby stworzy¢ rozktad prawdopodobiefistwa wyplat z gry na automacie, dla kazdej mozliwej kwoty

raz za dZwigni¢ automatu.

,Prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmie wartos¢ x”.

wyplaty obliczyliSmy prawdopodobiefistwo, z jakim moze ona pas¢. Przy opisie tego rodzaju zdarzen
statystycy postuguja si¢ tak zwana zmienng losowq, czyli taka zmienna, ktéra moze przyjmowac
rézne wartoSci z pewnego zbioru z okreslonym prawdopodobienstwem. W naszym przyktadzie
zmienna losowa reprezentuje wyplate z gry, a wiec wielko$¢, jaka mamy szanse zarobi, pociagajac

Zmienne losowe oznaczamy zwykle wielkimi literami alfabetu lacifiskiego, na przyktad X czy
Y. Poszczegdlne wielkosci, jakie moze przyja¢ zmienna (tak zwane realizacje), oznaczamy
odpowiadajacymi im matymi literami, na przyktad x czy y. Tak wigc zapis P(X = x) odczytujemy:

Tutaj X WY"°°

i19

Oto nasz rozktad prawdopodobiefistwa zapisany przy wykorzystaniu tej notacji: dolaréw-
Wartose
;;gpz‘;% ~Kombinacja | brak wygranej | cytrynki | wisienki | dolary/wisienki_| dolary
1Z e~ L 1
:Omginacj)i X 18 43 9 14'$ "9 $
ymbolj |
reproseritay g POX = X) 0,977 0,008 0,008 0,006 0,001

X to nasz®

a.
Zmiennd losoW

doktadne wartosci. Rozktad Poissona tez jest dyskretny, ale nie jest skoficzony.

zamieszczono przykladowy wykres (stupkowy) dla rozktadu naszej zmienne;j.

Rozktad prawdopodobienstwa wyptaty w grze

x)

e lp(x

Na tego rodzaju wy.kregie
stupki sq na tyle cienkie,
ze przypominajq linie.

e star0
prawdopodobiens
straty 1 dolara Jes
bliskie jednosct:

pPrzez x. L
/\ To jest p(x - q

Prawdop
4, 9, 14
mate, z
na wykresie.

zZe na
dolarsw,

Ta zmienna losowa jest zmienng dyskretnq. Oznacza to, Ze przyjmuje ona tylko wybrane,

Oprocz przedstawienia rozktadu prawdopodobiefistwa w formie tabelarycznej mozemy
przedstawi¢ go na wykresie, co znaczaco ulatwia dalsza analiz¢ rozktadu. Ponizej

Prawdo Podobier g: czyli

two (’ego’

grze zyskamy 9

odobierstwa wygranej
Jub 19 dolaréw) sq tak
e niemal niewidoczne
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Zmiennej losowe;j.

na automacie.

Dlaczego powinnam
sie przejmowaé rozktadami
prawdopodobieistwa? Ja chce tylko
wiedzieé, ile moge wygrac.
Czy mozemy to po prostu policzyc?

Gdy wyznaczymy juz rozktad
prawdopodobieristwa, mozemy postuzy¢ si¢
nim do oszacowania oczekiwanej realizacji

W naszym przykladzie moglibySmy wykorzysta¢ wyznaczony
rozklad prawdopodobiefistwa do oszacowania, jakiej wyplaty
moglibySmy oczekiwaé w dlugiej serii powtdrzen gry

ania

0’: Dlaczego zamiast symboli

do budowy rozktadu wykorzystujemy
liczby? Czy naprawde tak wiele na
tym zyskujemy?

U: Oczywiscie moglibysmy postugiwac
sie réznymi symbolami, jednak majg one
podstawowa wade — nie nadaja sie

do obliczen. Juz niedtugo przekonasz sie,
ze na bazie rozktadu opisanego za pomoca
liczb mozna wyznaczy¢ rézne parametry
zmiennej losowej. Nie bytoby to mozliwe,
gdybysmy postugiwali sie wyfacznie
symbolami.

0’: Czy moge przedstawi¢ rozktad
prawdopodobieiistwa na diagramie
Venna?

U: Diagramy Venna raczej nie nadajg sie
do tego celu. Zaréwno one, jak i drzewa
stochastyczne s3 pomocne przy obliczaniu
prawdopodobiefstw, niekoniecznie przy ich
wizualizacji.

9+Nie.is’tnie|'

upie p

0’: Czy moge wykorzysta¢ dowolna
liter¢ do oznaczenia zmiennej losowej?

U: Oczywiscie ze tak, pod warunkiem

ze nie bedzie to prowadzito do nieporozumie.

Najczesciej wykorzystuie sie litery z kofca
alfabetu: X, Y czy Z.

a): Czy zmienn3 i jej realizacje
powinienem oznaczac t3 samg litera?

U: W zasadzie mogtbys uzy¢ réznych

liter, ale jak sie jeszcze nieraz przekonasz,
mogtoby to nadmiernie utrudni¢ rozeznanie
w danych. Lepiej wiec pozostaé przy tej
samej literze.

0’: Stwierdziliscie, Ze zmienna
dyskretna moze przyjmowac tylko
wybrane, dokfadne wartosci.

Czy nie jest to reguta?

U: Nie jest. W przyktadzie z ,jednorekim
bandyta” wiemy z gory, jaka wyptate
gwarantujg poszczegdlne kombinacje
symboli. Nigdy nie uda nam sie uzyska¢
kombinacji innej niz przewidziana przez
konstruktora automatu.

Czasami mamy do czynienia ze zmiennymi
losowymi, ktére moga przyjmowaé
dowolng warto3¢ z pewnego przedziatu. *
Srednica jabtka moze przyjmowa¢ dowolng
warto3¢ na przyktad z przedziatu 5 - 15 cm.

Na razie nie musisz sie jednak za bardzo
tym przejmowac. Wrécimy do tego
zagadnienia w dalszej czesci ksigzki. Kazda
zmienna, ktéra bedziemy sie zajmowac

w tym rozdziale, bedzie zmienng dyskretna.

* Liczb naturalnych tez jest nieskoficzenie
wiele, ale zmienna losowa przyjmujaca
wartosci naturalne jest nadal dyskretna.
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Wartos¢ oczekiwana i wariancja rozktadéw dyskretnych

Wartoéé oczekiwana pozwala przewidzieé wynik...

Znamy juz rozktad prawdopodobiefistwa wyplaty w grze na automacie,

ale nie wiemy, jakiej tak naprawde wygranej moglibySmy oczekiwac.
OdpowiedzZ na to pytanie da nam wartos¢ oczekiwana. Jest to jeden

z parametréw rozktadu prawdopodobiefistwa, méwiacy o tym, jakiej przecietnej
wartosci zmiennej losowej nalezy si¢ spodziewaé w dtugiej serii jej realizacji.

Jestem
wartoscia
oczekiwana. Mozesz
mnie traktowaé jak

Warto$¢ oczekiwana zmiennej X przypomina nieco Srednia arytmetyczna, tyle ze . f
) A prayp a arytmetyczng, ty srednia arytmetyczna.

jest wyznaczana na podstawie rozkladu prawdopodobiefistwa. Liczymy ja w bardzo
podobny sposob: warto$¢ kazdej realizacji x zmiennej losowej X mnozymy przez jej

prawdopodobiefistwo, a nastepnie sumujemy otrzymane iloczyny. O
Q
Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X oznaczamy zwykle symbolem E(X), jednak
rownie czesto wykorzystuje sie symbol u, ktérym wezesniej oznaczaliSmy Srednia E (X) — ll
arytmetyczna.

Oto wzor na policzenie wartoSci oczekiwanej E(X):

Pomnéz kazdg warto$¢ x przez jei
prawdopodobieﬁsfwo.

= E(X) = 2xP(X = x)

Gd wykonasz .
mn%ienie, dodaj
do siebie otrzymane

iloczyny-

Postuzymy si¢ tym wzorem do policzenia wartosci oczekiwanej
naszej zmiennej. Oto jej rozklad (pomineliSmy jednostki):

x 1 |a 9 14 [19
P(X=x) [0977 [o0008 [0,008 [0006 [o0001

E(X) = (=1 X 0,977) + (4 x 0,008) + (9 x 0,008) + (14 X 0,006) + (19 X 0,001) =
= 0,977 + 0,032 + 0,072 + 0,084 + 0,019 =

=-0.77 Oto wyptata (w dolarach), jakiej mozesz
K oczeki%)Paé, grajqc na naszym automacie
— jak widzisz, jest ujemna!

Innymi stowy, przy duzej liczbie powtdrzen gry powinienes oczekiwaé, ze w kazdej

z nich stracisz przecigtnie 0,77 dolara. Czyli grajac 100 razy, mozesz oczekiwac straty
na poziomie 77 dolaréw.
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Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

...2 Wariancja méwi o tym, jak bardzo jest on zmienny

Warto$¢ oczekiwana méwi o tym, jakiej przecietnie wyplaty powinniSmy oczekiwaé w pojedynczej
grze. Poniewaz w naszym przykladzie jest ona ujemna, zastanawiasz si¢ zapewne, dlaczego ludzie
decyduja si¢ na gre.

Odpowiedz jest prosta: to, ze powiniene§ oczekiwac raczej strat niz zyskow z gry na automacie,
nie oznacza jeszcze, ze nie masz w ogéle szans na wygrana. Tak jak Srednia arytmetyczna, warto$¢
oczekiwana nie mowi nam wszystkiego o danym rozktadzie. Wyniki kolejnych podej$¢ do gry
moga si¢ do$¢ znaczaco rézni€. Jak sadzisz, czy mozemy zmierzyC t¢ zmiennosS¢?

Rozktad prawdopodobienstwa wyptaty w grze

P(X = x)

ozesz wygraé x
réani sig dos¢

Suma, jaka M
(lub stracié),
znacznie.

Tak wtasnie mysle...
skoro wartosé oczekiwana
przypomina $rednia, to moze
sprébowalibysmy wyznaczyé
réwniez cos w rodzaju wariancji?
Jak poprzednio...

Dla zmiennych losowych rowniez
wyznaczamy wariancje.

Warto$¢ oczekiwana pozwala oszacowaé typowa, przecietna
realizacj¢ zmiennej losowej, ale nie méwi nic o tym, jak bardzo
jej wartosci moga si¢ zmienia¢. W naszym przyktadzie wariancja
pozwoli nam oszacowac, jak bardzo moga rdznic si¢ od siebie
wyplaty w kolejnych podejsciach do gry.

Podobnie jak w rozdziale 3., tak i tutaj postuzymy si¢ wariancja
jako miara rozproszenia. Zobaczmy, jak to wyglada w praktyce.
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Liczymy wariancje dla rozkladow dyskretnych

Wariancja a rozktad prawdopodobienciwa

W rozdziale 3. wyznaczaliSmy wariancje dla pewnego zbioru liczb. W pierwszym kroku
obliczaliSmy warto$¢ wyrazenia (x—u)? dla kazdej liczby ze zbioru danych, a nastepnie
wyznaczaliSmy ich §rednia arytmetyczna.

Podobnie mozemy postapi¢ w przypadku zmiennej losowej. Nie bedziemy jednak liczy¢
Sredniej wyrazenia (X-u)? ale jego wartos¢ oczekiwana, tak jak w ponizszej formule:

iest innym
oo | S}
mieme) X saiircie > Var(X) = E(X - p)?

W skrécie przey Var(X).

oznaczenie™

¢ warfoéé

Musimy zna'eymienia (X—u)

oczekiwang W
Tylko jak?

Powstal jednak problem: jak policzy¢ warto$¢ oczekiwang (X-u)*?

Jak wiee wyznaczyé E(X—u)??
Obliczanie E(X-u)? przypomina bardzo liczenie zwyktej E(X).
Aby policzy¢ E(X), musimy przemnozy¢ kazda warto$¢ zmiennej losowej przez

odpowiadajace jej prawdopodobienstwo, a nastepnie doda¢ do siebie otrzymane
iloczyny. Innymi stowy, postepujemy wedtug wzoru:

E(X) = SxP(X = x)

Var(X) méwi o tym, jak
zmieniaja sie wyptaty,
ktére oferuje.

Aby policzy¢ wariancje zmiennej losowej X, wyznaczamy warto$¢ wyrazenia
(x—)? dla kazdej wartosci x zmiennej X, mnozymy t¢ warto$¢ przez
odpowiadajace jej prawdopodobienstwo, a nastepnie dodajemy otrzymane iloczyny:

Dla kazde] wartosci x wyznacz

~ Y. Nastgpnie pomnoz
(f)c(z ‘Tf)zzez prawgopodoblenstwo

A S SN

E(X - )2 = %(x - H)2P(X = x)

..i dodaj do siebie
;Azyznaczone iloczyny-

Innymi stowy, zamiast mnozy¢ x przez odpowiadajace mu
prawdopodobienstwo, mnozymy przez nie wyrazenie o postaci (x—u)>
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Obliczamg Wal‘ianc_ig d'a nagzego pl‘ng‘l’adu Oto rozktad prawdopodobl'eﬁsrwa

dla naszego przyktadu.

Zobaczmy, jak mozemy wykorzystaé te formute do wyznaczenia X -1 4 9 14 [19
wariancji naszej zmiennej losowej. Najpierw odejmiemy warto$¢

oczekiwanag tej zmiennej od kazdej z jej realizacji, podniesiemy P(X = x) [ 0,977 | 0,008 | 0,008 | 0,006 | 0,001
te réznice do kwadratu, a nastgpnie pomnozymy ja przez
prawdopodobiefistwo przypisane kazdej realizacji. Na stronie 242 obliczylismy
Dla przypomnienia: E(X), czyli u, wynosi 0,77 dolara. < X = -0,77.

Var(X) = E(X-p)*=
= (-140,77)* X 0,977 + (4+0,77)* X 0,008 + (9+0,77)* X 0,008 + (14+0,77)* X 0,006 + (19+0,77)* x 0,001 =
= (-0,23)* x 0,977 + 4,77* x 0,008 + 9,77* X 0,008 + 14,77*> x 0,006 + 19,77*> x 0,001 = (\ ,\

- X = x)
= 0,0516833 + 0,1820232 + 0,7636232 + 1,3089174 + 0,3908529 = (X-up x DX = x

= 2,6971

Oznacza to, ze wariancja zmiennej losowej X (wyplaty w grze) wynosi 2,6971.

A co z odchyleniem standardowym?
Czy takze mozemy je policzyé?

Podobnie jak wariancj¢, dla zmiennych losowych mozemy
takze wyznaczy<¢ odchylenie standardowe.

Petni ono podobna role jak odchylenie standardowe, ktdre wyznaczyliSmy w rozdziale
3. dla pewnego zbioru liczb. Okresla ono, jak daleko od centrum rozkltadu znajduja si¢
przecietnie wartosSci zmienne;.

Tak jak poprzednio, wyznaczamy je jako pierwiastek kwadratowy z wariancji:

Odchylenie standardowe mt?oilzr:\ny
= v x Q oznaczyé tym samym sym
7= ar( ) co poprzednio-

Oznacza to, ze odchylenie standardowe wyplaty w grze na naszym automacie wynosi
V2,6971, czyli 1,642 dolara. Mozna powiedzieé, ze wyptata w grze rézni si¢ przecigtnie
0 1,642 dolara od wartosci oczekiwanej, wynoszacej —0,77 dolara.

_%WYSIL

SZARE KOMORKI

Czy wolatbys gra¢ na automacie, ktéry charakteryzuje duza, czy mata zmiennos¢ wyptat?
Dlaczego?
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Nie istniejg glupie pytania

(P: Czyli wartos¢ oczekiwana jest
czyms$ w rodzaju sredniej. Czy dla
rozktadéw prawdopodobieristwa
istnieja rowniez odpowiedniki mediany
i dominanty?

U: Mozna wyznaczy¢ warto$¢ zmiennej,
ktéra ma najwyzsze prawdopodobiefnstwo
realizacji, a wiec co$ w rodzaju dominanty.
Zwykle jednak nie robi sie tego.

W przypadku rozktadéw statystycy
najczesciej postuguja sie wartoscia
oczekiwana jako miarg tendendji centralnej.

0’: Czy wartos¢ oczekiwana nie
powinna znajdowac si¢ w zbiorze
mozliwych realizacji zmiennej
losowej?

U: Niekoniecznie. Tak jak srednia nie
musi znajdowac sie w zbiorze danych,
dla ktérego zostata wyznaczona, tak

i wartos¢ oczekiwana nie musi znajdowac
sie w zbiorze realizacji zmiennej losowe;j.

Nle Jstniej

qtupie PYtania

a): Czy wariancja i odchylenie
standardowe to te same miary,
ktére wyznaczaliSmy dla zbioréw
liczb w rozdziale 3.2

U: W zasadzie tak, z wyjatkiem tego,
ze tym razem operujemy na rozkfadach
prawdopodobiefstwa. | wariancja,

i odchylenie standardowe pozostaja
jednak nadal miarami rozproszenia.

a): Nie do korica rozumiem, dlaczego
liczymy E(x—p)2. Czy to nie to samo,
jak bysmy policzyli E(x—p) i podniesli
wynik do kwadratu?

U: Nie, to dwie rézne wartosci.

W przypadku E(x—p)? podnosimy

do potegi drugiej wyrazenie (x—p)

dla kazdego x, a nastepnie wyznaczamy
warto3¢ oczekiwang takich poteg.

Gdy najpierw wyznaczymy E(x—p),

a nastepnie podniesiemy ja do potegi
drugiej, otrzymamy zupetnie inny wynik.
Tak naprawde w pierwszym przypadku
liczymy wiec E((x-)?), ale upraszczamy
zapis.

(P: Jaka jest wigc réznica miedzy
automatem o matej wariancji a tym
o duzej wariancji wyptat?

U: Automat o duzej wariancji wyptaca
generalnie bardziej zréznicowane kwoty.
Sume, jaka w ogdlnym przypadku
otrzymasz, trudniej jest przewidzie¢.
Zapamietaj, ze im mniejsza wariancja,
tym blizej oczekiwanej wyptaty beda sie
znajdowac kwoty rzeczywiscie wyptacone.
Decydujac sie na gre na automacie

o0 wiekszej wariangji, bedziesz musiat

sie liczy¢ z wynikiem, ktory trudniej
przewidzie¢.

Podstawowe " Podstawowe

terminy e terminy
Wartos¢ Wariancja
oczekiwana

Ponizszq formutg wykorzystujemy
do wyznaczania wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej X:

E(X) = 2 xP(X = x)
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Wedtug tej formuty wyznaczamy
wariancjg zmiennej X:

Var(X) = E(X - u)




Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Cwiczenie

1. lle wynosi E(X)?

2. lle wynosi Var(X)?

Oto rozktad prawdopodobiefstwa zmiennej losowej X:

X

2

3

P(X = x)

0,25

0,35

0,2

jestes tutaj »
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Ewiczenie: Rozwigzanie

Oto rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X:

Cwiczenie
Rozwiazanie X 1 2 3
PX=x)[01 |02 |03 [o02 o1

Pomnéz kazda wartos¢

. i przez
jenne) Pre==.
z’:‘awdo Podob' efistwo

1. lle wynosi E(X)? jo ;?;L‘fe“iﬁk'ui‘;i?me
E(X) = SxP(X = x) = iloczyny-
=1x0,1 + 2x0,25 + 3x0,35 + 4x0,2 + 5x0,1 =
=0,1+05+105+08+0,5 =

=295

. Sci X
7 dia keSS 3T s
Wyznacz néz t artos¢. do siebie
Nastepn efs i dod®)
rawdop iloczyny

2. lle wynosi Var(X)?
Var(Xy = E(X-u)Y=

= X(x—uPP(X = x) =
= (1-2,957x0,1 + (2—-2,955°%x0,25 + (3—2,955x0,35 + (4-2,957%x0,2 + (5—-2,955x0,1 =
= (-1,95%0,1 + (-0,955x 0,25 + 0,05°x0,35 + 1,05°x0,2 + 2,05*°x0,1 =
= 3,8025%0,1 + 0,9025% 0,25 + 0,0025%x0,35 + 1,1025%x0,2 + 4,2025%0,1 =
= 0,38025 + 0,225625 + 0,000875 + 0,2205 + 0,42025 =
= 1,2475
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Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Przypadek Srednich ruchomych

Lokalna stacja telewizyjna w Statsville nadaje kilka popularnych
teleturniejow, z ktorych najwieksza widownia cieszy si¢ ,,IdZ na cato$¢”.
Kazdemu uczestnikowi zabawy prezentowane sa skrzynki z umieszczonymi
wewnatrz pieniedzmi. Jego zadaniem jest wybor jednej z nich
bez zagladania do $rodka. Nastepnie skrzynki, ktore nie zostaly wybrane
przez zawodnika, sa stopniowo otwierane. Po ujawnieniu zawartosci
D f‘ . kazdej kolejno otwieranej skrzynki zawodnik musi zdecydowac,
& [ropie czy chce pozostaé przy swoim pierwotnym wyborze (dokonanym

wi enciej w ciemno), czy tez wybrac inng oferte, ktéra w migdzyczasie
. i ztozyl mu gospodarz programu. Kazda wygrana zawodnika
T‘aJemmcy wiaze si¢ z datkiem na miejscowe towarzystwo opieki

nad fokami.

Uczestnik dzisiejszego teleturnieju jest statystykiem-amatorem.

Zdaje sobie sprawe z tego, ze znalazltby sie w duzo lepszym potozeniu,
gdyby poznat warto$¢ oczekiwana kwot zamieszczonych w poszczegdlnych
skrzynkach. Wladnie skoficzyl ja oblicza¢, gdy podszedt do niego producent
teleturnieju.

,Wchodzi pan na anten¢ za 3 minuty” — powiedzial producent.
»Zmienili§my zawarto§¢ poszczegdlnych skrzynek. Zawieraja one
teraz niemal dwa razy tyle pienigdzy co do tej pory. Bez 10 dolaréw”.

Zawodnik spojrzal na producenta z wyrzutem. Czy to oznacza, ze jego
obliczenia poszly na marne? Watpit w to, by w ciggu trzech minut udato
mu si¢ przeprowadzi¢ wszystkie obliczenia od poczatku. Co wigc powinien
zrobic¢?

Czy nasz zawodnik moglby w prostszy sposéb wyznaczy¢ wartosé
oczekiwang, tak by nie zajelo mu to wiecej niz 3 minuty?
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Nowy rozktad prawdopodobienstwa

Gdy ceny id3 w gére

W ciagu kilku ostatnich minut wiasciciel kasyna podnidst 0 2 dolary
cene zakladu w grze na automatach, zwigkszajac Udziaf1uggl;2re j'ffﬁ:g:d

. L e . . i (e] ) :
jednocze$nie wygrane. Oto plansza z nowymi stawkami: ane

Koszt gry: 2 § /

54 5-1008
? ik;::i;loéé dowolna)

PP P=503%

=258

tawki wygranych
iz‘:osfy p}'u!eciokrotme. D

Koszt udziatu w grze (pociagnigcia za dZwignie automatu)

wzrdst do 2 dolardw, ale w §lad za tym poszly w gore stawki
wygranych — sa teraz piec razy wyzsze. Jesli wiec szczeScie
bedzie nam sprzyjaé, zarobimy duzo wigcej niz poprzednio.

Oto nowy rozktad prawdopodobiefistwa wyptat w tej grze:

y -2 23 |as 73 98
P(Y=y) 0977 [o0008 [0008 [o0,006 [o,001

!

ienngq

Tym razem P Gdybysmy wiedzieli,
0znaczy . . PP N
|osowg( e X jaka jest wartos¢ oczekiwana

jako Y i wariancja tej zmiennej,

moglibysmy oszacowaé wyptate
w dtugiej serii powtérzeh.
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

__ «. Zaostrz otdwek
2N Jaka jest warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?
Jak sie majq te warto$ci do wyznaczonych poprzednio: wartosci
oczekiwanej wynoszacej -0,77 dolara oraz wariancji réwnej 2,69717
y -2 23 48 73 98
P(Y=y) (0977 0,008 |0,008 [0,006 [0,001

jestes tutaj »
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Zaostrz otéwek: Rozwigzanie

_ Zaostrz otowek

&\ Rozwiqzanie Jaka jest warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?
- Jak sie majg te wartosci do wyznaczonych poprzednio: wartosci

oczekiwanej wynoszacej —0,77 dolara oraz wariancji réwnej 2,6971?

y 2 23 |48 73 98
P(Y=y) 0977 [o0008 [0008 [0,006 [o,001

E(Y) = (=2) x 0,977 + 23 x 0,008 + 48 x 0,008 + 73 x 0,006 + 98 x 0,001 =
=-1,954 + 0,184 + 0,384 + 0,438 + 0,098 =
=-0,85

Var(Y) = E(Y—-u)*-
= X(y-uwrPPY =y =
= (-2+0,85) x 0,977 + (23+0,85)* x 0,008 + (48+0,85) x 0,008 + (73+0,85) x 0,006 + (98+0,85)* x 0,001 =
= (1,157 x 0,977 + 23,85% x 0,008 + 48,85 x 0,008 + 73,85% x 0,006 + 98,85% x 0,001 =
= 1,3225 x 0,977 + 568,8225 x 0,008 + 2386,3225 x 0,008 + 5453,8225 x 0,006 + 9771,3225 x 0,001 =
= 1,2920825 + 4,55058 + 19,09058 + 32,722935 + 9,7713225 =
= 67,4275

Warto$¢ oczekiwana jest nieco nizsza, a zatem w diugiej serii powtdrzen oczekujemy przecigtnej straty na poziomie
85 centéw w kazdej grze. Wariancja jest duzo wigksza niz poprzednio. Przecigtie spodziewamy sig wigc wigkszej
straty w kazdej grze, cho¢ mamy co do tego mniejszq pewnos$¢.

Czy to oznacza,
ze przy kazdej zmianie stawek

przez Dana bedziemy musieli
przeprowadzaé te skomplikowane
obliczenia od poczatku?

Stare i nowe stawki wygranych s3 ze sob3 powigzane.

Koszt udziatu w grze zwigkszyt si¢ do 2 dolardw, za$ stawki wygranych poszly

w gore pieciokrotnie. Skoro jest miedzy nimi tak prosta i bezposrednia zalezno$¢,
to warto si¢ przekonacé, czy podobne zaleznoSci istnieja rowniez migdzy
parametrami rozktadéw zmiennych X iY.

Przekonajmy si¢ zatem.
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Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Lamigtowka

Czas na odrobine algebry. Uzupetnij luki w ponizszych
obliczeniach odpowiednimi wartosciami
znajdujacymi sie w basenie. Kazda wartosé
mozesz wykorzystac tylko jeden raz,
cho¢ niektére nie beda Ci potrzebne
w ogdle. Jesli to zadanie wykonasz bezbtednie,
otrzymasz formute pokazujaca relacje miedzy
starymi (X) i nowymi (Y) stawkami wyptat w grze
na automacie w kasynie Dana.

X = (stara stawka wygranej) — (stary koszt gry) =
= (stara stawka wygrangj) — .......ccccccoeerrnnnne
(stara stawka wygranej) = ........c..ccccevriinnas F o,

Y =5 (stara stawka wygranej) — (nowy koszt gry) =

Uwaga: kazda wartos¢
moze by¢ uzyta tylko
jeden raz!
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tamigtéwka: Rozwigzanie

Lamigtowka: Rozwigzanie

Czas na odrobine algebry. Uzupetnij luki w ponizszych
obliczeniach odpowiednimi wartosciami
znajdujacymi sie w basenie. Kazdg wartos¢
mozesz wykorzystac tylko jeden raz, cho¢
niektore nie beda Ci potrzebne w ogdle. Jedli
to zadanie wykonasz bezbtednie, otrzymasz
formute pokazujaca relacje miedzy starymi
(X) i nowymi (Y) stawkami wyptat w grze na
automacie w kasynie Dana.

X = (stara stawka wygranej) — (stary koszt gry) = k—— Koszt gry wynosit przedtem 1 dolar:

= (stara stawka wygranej) — ........... L o
. X 1 W ten sposéb przedsta'wmémy
(stara stawka wygranej) = ... ..o Foeee starq stawke wyptaty jako

funkcje X.

Podstawiamy tutaj Y =5 (stara stawka wygranej) — (nowy koszt gry) =

wartosci st _ _

wggrangy. oo Stawel =5 (LKt ) = =
=5 . KB ] 2, =
= 5 X + 3

A zatem Y = 5X + 3. Migdzy X i Y
istnieje cisle okreslony zwiqzek.

Uwaga: kazda wartos¢
moze by¢ uzyta tylko
jeden raz!

254 Rozdziat5s.



Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Miedzy E(X) i E(Y) ietnieje zwigzek liniowy

Wiemy juz, ze miedzy zmiennymi X (stara wyptata) i Y

(nowa wyptata) istnieje zalezno$¢ liniowa postaci Y = 5X + 3.
Chcieliby$my si¢ teraz dowiedzie¢, czy podobna zaleznos¢ istnieje
miedzy E(X) i E(Y) oraz Var(X) i Var(Y).

Gdyby udato nam si¢ potwierdzi¢ istnienie takiej zaleznoSci, kolejne
zmiany stawek w kasynie Dana nie bytyby dla nas problemem.
PotrafilibySmy bowiem tatwo wyznaczy¢ nowa warto$¢ oczekiwang

i wariancje na podstawie ich wartosci sprzed zmiany.

. Zaostrz otdwek

-

X Sprébujmy sprawdzi¢, czy istnieje zaleznos¢ miedzy E(X) i E(Y)
oraz Var(X) i Var(Y).

1. E(X) = -0,77, zaé E(Y) = -0,85. lle wynosi 5 x E(X)? Aile 5 x E(X) + 3? Jak sie to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, za$ Var(Y) = 67,4275. lle wynosi 5 x Var(X)? Aile 5% x Var(X)? Jak sie to ma do Var(Y)?

3. Czy datoby sie uogdlni¢ zaobserwowane zalezno$ci dla dowolnych zmiennych losowych pozostajacych
wrelacji: Y = aX + b?

jestes tutaj »
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Zaostrz otéwek: Rozwigzanie

. Zaostrz otdwek

2N Rozwiqzanie Sprobujmy sprawdzi¢, czy istnieje zaleznosé miedzy E(X) i E(Y)
oraz Var(X) i Var(Y).
1. E(X) =-0,77, za$ E(Y) = -0,85. lle wynosi 5 x E(X)? Aile 5 x E(X) + 37 Jak sie to ma do E(Y)?
5 x E(X) =-3,85
5x E(X)+3=-085
E(Y)=5x EX) + 3

2. Var(X) = 2,6971, za$ Var(Y) = 67,4275. lle wynosi 5 x Var(X)? Aile 52 x Var(X)? Jak sie to ma do Var(Y)?
5 x Var(X) = 13,4855
5% x Van(X) = 67,4275
Var(Y) = 52 x Var(X)

3. Czy datoby sie uogdlni¢ zaobserwowane zalezno$ci dla dowolnych zmiennych losowych pozostajacych
wrelacji: Y = aX + b?

E(aX +b) = a E(X) + b
Var(aX + b) = a* Var(X)

Podeumujmy nacze rozwazania

Podsumujmy to, czego dowiedziates si¢ na kilku ostatnich stronach.

Najpierw obliczyles warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej X,
ktéra reprezentuje wyptate w pojedynczej grze na automacie.

Nastepnie chciates si¢ przekonad, jaki wpltyw na parametry rozktadu
zmiennej X wywrze zmiana stawek zarzadzona przez Dana, wlasciciela
kasyna. Nie chciates§ jednak liczy¢ wszystkiego od poczatku, dlatego
sprobowates znaleZ¢ relacje migdzy parametrami starego i nowego
rozktadu prawdopodobiefistwa. Przekonates sie, ze:

E(5X + 3) = SE(X) + 3

Var(5X + 3) = 5?Var(X)
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Ogélne wzory na przekeztateenia liniowe

Nasze rezultaty mozemy uogdlni¢ na dowolnga zmiennag losowa.
Dla kazdej zmiennej losowej X zachodzg ponizsze réwnoSci:
: : : ‘P artosé oczekiwang przez &

K\ 50:‘:;5@;:“(3 dodaj b.
E(aX + b) = aE(X) + b

j at
Pomnéz wariancje przez kwadr

a (pomijajac b)
Var(aX + b) = a2Var(X)

Tego rodzaju transformacje nazywamy przeksztatlceniami liniowymi,

poniewaz zmienna X wystepuje w pierwszej potedze, a o zmiennej
Y méwimy, ze jest funkcja X. Zmieniamy tu jedynie potencjalne
wartosci X, przeksztatcajac je do postaci aX + b, lecz nie zmieniajac

prawdopodobiefistwa ich realizacji.

Nie.istnej

gtupie p

0’: Czy a i b musza by¢ statymi liczbami?

U: Musza. Jesli a i b nie sg state, powyzsze wzory nie s3
prawdziwe.

a): Co si¢ stalo z b we wzorze na wariancje?

U: Dodanie ustalonej wartoci do zmiennej losowej nie zmienia jej
wariangji, a jedynie wartos¢ oczekiwang.

Spowoduje ono przesuniecie srodka rozktadu w pewnym

kierunku, ale nie zmieni ogdlnego ksztattu jego wykresu. Oznacza
to, ze zmieni sie wartos¢ oczekiwana, ale rozrzut danych, a wiec

i wariancja, pozostanie niezmieniony.

a): Zaskoczyto mnie to, Ze wariancj¢ trzeba pomnozy¢
przez a’. Dlaczego nie przez a?

U: Mnozac zmienna losowa przez statg, kazda jej wartos¢
mnozymy przez t3 stafa.

We wzorze na wariancje wartosci zmiennej losowej podnoszone
sg do potegi drugiej. Dlatego gdy pomnozymy je przez a, wariancja
zwiekszy sie a® razy.

ania

0’: Czy naprawde musze pamigtac wzory
na przeksztatcenia liniowe parametréow?
Czy s3 one az tak wazne?

U: Tak, s3 wazne. Dzieki nim mozesz zaoszczedzi¢ mnéstwo czasu,
ktéry musiatbys przeznaczy¢ na wyznaczanie wartosci parametrow
rozktadu za kazdym razem, gdy zmieniajg sie wartosci zmiennej
losowej. Zamiast wiec wyznacza¢ rozktad nowej zmiennej, obliczaé
od nowa jej wartos¢ oczekiwang i wariancje, musisz podstawic
jedynie do odpowiedniego wzoru stare wartosci parametrow.

Znajomos¢ tych wzoréw moze sie tez przydaé w czasie
egzamindw ze statystyki. Znajomos¢ tego rodzaju skrotow
pozwoli Ci oszczedzi¢ sporo cennego czasu. Musisz tez pamietad,
ze na egzaminach nie zawsze podawane s3 petne rozktady
prawdopodobiefistwa, a jedynie pewne ich charakterystyki.
Niekiedy wiec mozesz nie mie¢ wyjscia.

0’: Prébowalem wyznaczyc¢ oba parametry na piechote,
ale otrzymatem inne wartosci. Dlaczego?

U: A zatem przekonates sie, ze liczenie na piechote moze by¢
ryzykowne. Po drodze masz bowiem wiele okazji do popetnienia
btedéw. Zawsze, kiedy masz takg mozliwos¢, powinienes korzystaé
ze znanych Ci skrétow.
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Wielka tajemnica rozwigzana!

QCELNE SPOSTRZEZENIA

Przypadek Srednich ruchomych: Rozwiazanie

Czy nasz zawodnik mogthy w prostszy sposob wyznaczyc wartosc oczekiwang,
tak by nie zajeto mu to wiecej niz 3 minuty?

Przez krotka chwile nasz zawodnik rozgladat si¢ nerwowo dokota, jednak .

szybko si¢ uspokoil. Zmiana stawek wygranej to w koficu nie taki duzy WS”CE.\

problem. f . .
ajeronica

Juz raz policzyt warto$¢ oczekiwang kwot znajdujacych si¢ w kolejnych rozwi azana

skrzynkach, co dato mu jaki$ oglad tego, ile moze wygra¢ w tym teleturnieju.

Producent programu powiedzial, ze nowe kwoty pieniedzy ukryte w skrzynkach

sa niemal dwa razy wyzsze od dotychczasowych, z doktadnoscia do 10 dolaréw. Oznacza
to, ze migdzy nowymi (Y) i starymi (X) kwotami istnieje linowy zwiazek, ktéry mozna by
zapisaé jako Y = 2X-10.

To pozwala szybko obliczy¢ E(Y) przy wykorzystaniu faktu, ze E(2X-10) = 2E(X) - 10.
Zatem jedyne, co powinien zrobi¢ nasz zawodnik, to pomnozy¢ obliczong wczesniej
warto$¢ oczekiwang wygranej przez 2 i od tego wyniku odja¢ 10 dolaréw.

Podstawowe
¢ terminy

M(n-n1
Przeksztafcenia
liniowe

Dla kazdej zmiennej losowej

X i statych wartosci a'i b
ziwe S4 réwnosci:

E(aX + b) = aE(X) + b
Var(aX + b) = a*Var(X)

prawd

Rozktad prawdopodobiefstwa przypisuje kazdej m  Odchylenie standardowe zmiennej losowej dane jest
wartosci zmiennej losowej prawdopodobiefstwo jej wzorem: o = V Var(X)
realizacji. . . .

) m Z przeksztatceniem liniowym zmiennej losowe;j
Wartos¢ oczekiwana informuje o przecietnej realizagji X mamy do czynienia wtedy, gdy jej wartosci
zmiennej losowej w dtugiej serii powtdrzen. Oznacza sie przeksztatcamy do ogdlnej postaci: aX + b, gdzie
ja jako E(X) lub p i oblicza ze wzoru: E(X) = ZxP(X = x). ai b sg wartoéciami ustalonymi. Warto$¢ oczekiwana
Wartos¢ oczekiwana funkcji zmiennej losowej X dana i wariancja przeksztatcone] zmiennej s rwne:

jest wzorem: E(f(X)) = Zf(x)P(X = x). 5:)(;; :)_)bz) iEg\;a-:()tz)
Wariancje zmiennej losowej X wyznacza sie wedtug

wzoru: Var(X) = E(X-p)2.
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Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

A zatem przedstawiajac
jedna zmienna losowa jako funkcje
innej zmiennej, bede mogta tatwo
wyznaczyé parametry rozktadu takze wtedy,
gdy zagram wiecej niz raz?

Przeksztatcenia liniowe nie sprawdzj si¢ wtedy, gdy zmienia
si¢ prawdopodobienstwo realizacji zmiennej.

W wyniku liniowego przeksztatcenia zmiennej losowej zmieniaja si¢ jedynie wartosci, jakie
moze ona przyja¢. Prawdopodobiefistwa ich realizacji nie ulegaja zmianie. Nie zmienia si¢
réwniez liczba potencjalnych wartosci.

Gdy my$limy o rozegraniu kilku gier z rzedu, rozklad prawdopodobiefistwa wyptaty bedzie
catkowicie inny: zmienia si¢ zaréwno wartosci samej zmiennej, jak i prawdopodobiefistwa
ich realizacji. Nie wystarczy wiec policzy¢ wytacznie nowe wartosci rozkladu, ale i ich
prawdopodobiefistwa, co nie musi by¢ zadaniem fatwym.

Spojrzmy na przyklad. Zatézmy, ze gra toczy sie na bardzo prostym automacie,
ktory oferuje wyptaty wedtug ponizszego rozktadu:

x -1 5 Teraz

PX=x) (09 0,1 P? an
\ podwoijnie!

R i zostaly
Aby znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej 2X, Wartosc! Zzmiennej Z

. . L. . zone
wystarczy pomnozy¢ przez 2 wszystkie wartosci zmiennej X: pc;r::)z(z,;gdo‘l)oienstwa

nie zmienity Si€:
2x -2 10 /
P2X=2x) |09 |0/

Jak wygladalby rozktad prawdopodobiefistwa wyplaty z gry przy
zalozeniu, ze zagralibySmy dwukrotnie? Tym razem wszystkie
prawdopodobiefistwa musimy obliczy¢ od nowa, rozpatrujac
wszystkie mozliwe kombinacje wygranej (przegranej) w obu grach:

wigni¢

; dz .

P egrasz ciagniemy ski i ich »
Ay A \J Tym ra2o% “pgtencjalne 2o )
? ? [ dwuutzopodobieﬁsfwa r

pra
w -2 4 10 &\
P(Y=y) |08 0,18 0,01 y =10, gdy
wygrasz
Sq to tqczne j w obu grach.
wyniki uzyskane
w obu grach - 4, gdy przegrasz
Tym razem zaréwno wartosci zmiennej, jak i ich w jednej grze “i:
wygrasz W drugte)-

prawdopodobiefistwa sa nieco inne. Czy istnieje
jakis sposéb na skrocenie obliczefi w podobnych
przypadkach?
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Wprowadzamy zmienne niezalezne

Kazde pociagniecie dzwigni jest niezaleznym zdarzeniem

Kazda gre mozemy traktowac jako niezalezne zdarzenie, opisywane za pomoca °
oddzielnej zmiennej losowej, a jej wynik jako oddzielna obserwacje. Wszystkie KaZda gl'a fO

obserwacje bedace realizacjami zmiennych losowych o tym samym rozktadzie, H e dn oz d arze ni e

maja te samg warto$¢ oczekiwang i wariancje, cho¢ same w sobie mogg si¢ . R R
od siebie r6zni¢ — za kazdym razem mozemy uzyskac nieco inna kwote. yn'k kaZde'

Przydalby nam si¢ jakis sposob na to, by fatwo odréznié od siebie poszczegilne gry 'to ied Nna
zdarzenia czy obserwacje. JeSli wyptate w pojedynczej grze oznaczyliSmy przez

[
X, to zmienne opisujace wygrane w poszczegdlnych kolejkach mogliby§my Ob Se l'WaC|a -

oznaczy¢ na przyktad poprzez X, X, itd.

Mamy
te sama
wartosé oczekiwana
i wariancje, ale

jestesmy innymi
zmiennymi.

ynik

cagige@ W
jenna OP'su)q'c
i

= Grugie) IV

2

Obie zmienne: X i X, maja te same prawdopodobiefstwa realizacji
oraz t¢ sama wartoS¢ oczekiwang i wariancje co zmienna X. Innymi
stowy, maja one ten sam rozktad, cho¢ w rzeczywistosci sa to oddzielne
zmienne, ktérych zaobserwowane warto$ci mogg sie réznic.

X, i X, opieraja
sie na mnie
jako zmiennej

Q wyjsciowej.
(o}
X -1 f\ Rozktag
zilad prayg, .
PX=x) |09 |o WyjSciows] zmigmer o SHe
Wtasnie stad wziat sie nasz
rozktad prawdopodobienstwa.
Q
© X, -1 5 X, -1
P(X,=x,) |09 0,1 P(X,=x,) 109 01

Jesli wiec chcemy znaleZé warto$¢ oczekiwang i wariancje tacznej wyplaty
w obu grach, tak naprawde musimy policzy¢ je dla sumy zmiennych

X, + X,. Spojrzmy, jak mozemy tego dokonac jak najmniejszym
kosztem.
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Przydatne ckréty

Sprébujmy znaleZé warto$¢ oczekiwang i wariancie Sl ittt
dla sumy zmiennych X + X.. X, + X, to nie
to samo co 2X.

Wartoéé oczekiwana

Sumujgc zmienne
Policzmy najpierw E(X, + X,): s (waga! X, i X, musisz
iak i E(X, : X .
= _  Zaréwno E(X)), jax ! =l : sie oprzec
BO% ) = B B réwne EQO: Pome;‘:;:; faki :  na realizacjach kazdej z nich.

zmienne majd 1e* 2X tylko jed
=E(X) + E(X) = € X. oznacza tylko jedng

/ i realizacje, tyle Ze podwojong
= 2E(X) ¢ wstosunku do X.

Innymi stowy, aby wyznaczy¢ E(X, + X,), wystarczy pomnozy¢ E(X)
przez 2. GdybySmy wiec dwukrotnie zagrali na automacie, dla ktorego
E(X) = 0,77 dolara, moglibySmy oczekiwac straty na poziomie
-0,77%2, czyli —1,54 dolara.

n zmiennych, mnozymy

Gdy m:mu?arto 3¢ EQQ-

Wynik ten mozemy uogdlni¢ na dowolna liczbe zmiennych. GdybySmy
chcieli wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana » zmiennych tego rodzaju,

Przez
mogliby$my wykorzysta¢ wzor: [

E(X, + X, + ... X.) = nE(X)
Wariancja
A jak policzy¢ Var(X, + X,)? OdpowiedZ ponize;j:

Var(X, + X)) = Var(X)) + Var(X)) =
. jak Var(?Q:
= Var(X) + Var(X) = — Var(X) i Var(X,) sa 1Lc;,k‘rﬁajs;:"rl:nazfdad taki jak X-

poniewai obie zmiennt

= 2Var(X)

Dlatego wariancja wyptaty w przypadku dwukrotnej gry na automacie
o wariancji rownej 2,6971 wyniostaby 2x2,6971, czyli 5,3942.

Wynik ten mozemy uogdlni¢ na dowolna liczbe niezaleznych obserwacji.
GdybySmy chcieli wyznaczy¢ wariancje¢ » obserwacji tego rodzaju,
moglibySmy wykorzysta¢ wzor:

Pomndz Var(X) przez liczbe

obserwacji
Var(X, + X, + ... X ) = nVar(X)

Podsumowujac: aby znalez¢ warto$¢ oczekiwana i wariancje w przypadku
wielokrotnej gry, pomnéz E(X) i Var(X) przez liczbe obserwacji (kolejek gry).
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Nie istniejg glupie pytania

a): Czy E(X, + X,) to nie to samo,
co E(2X)?

U: Nie, cho€ rzeczywiscie wygladaja
podobnie.

E(2X) jest wartoscig oczekiwang zmiennej
losowej, ktorej wartosci zostaty podwojone
wzgledem zmiennej X. Mamy wiec

do czynienia z wartosciami jednej zmiennej.

E(X, + X,) to warto3¢ oczekiwana sumy
dwéch réznych zmiennych losowych: X, i X
Jesli X, oznacza wygrang w jednej grze, a X
w drugiej, X, + X, oznaczac bedzie taczna
wygrang w obu grach.

2

2

Nle .istniej

qtupie PYtania

a): Rozumiem wigc, e X, i X,
s3 tym samym?

U: Niezupetnie. Obie zmienne majg
ten sam rozktad prawdopodobiefistwa,
choc sg to dwie rézne zmienne. X, moze
oznaczaC wygrana w jednej kolejce, a X,
w drugiej. Cho¢ maja ten sam rozkfad
prawdopodobiefistwa, to wygrane

w kazdej kolejce moga sie od siebie
znaczaco roznic.

(P: Dlaczego wariancja w przypadku
n zmiennych wynosi nVar(X),

a nie n2Var(X), jak dla zmiennych
przeksztatconych liniowo?

U: Tym razem mamy do czynienia

z szeregiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkfadzie
prawdopodobiefstwa. Catkowitg wariancje
mozemy wyznaczy¢ jako sume wariangji
poszczegdlnych zmiennych. Poniewaz
mamy n zmiennych niezaleznych,

wynosi ona nVar(X).

W przypadku zmiennej nX kazda z wartosci
zmiennej X mnozymy przez n. Poniewaz

w formule na wariancje wystepuja
kwadraty tych wartosci, stad w wyniku
n?Var(X), a nie nVar(X).

QCELNE SPOSTRZEZENIA

m Rozkfad prawdopodobiefistwa opisuje

Podstawowe
terminy

Zmienne niezalezne

Dla niezaleznych zmiennych losowych
prawdziwe sq wzory:
E(X, + X2 + ... + Xn) = nE(X)
Var(X, + X2 + ... + Xn) = nVar(X)

prawdopodobiefistwo realizacji kazdej mozliwej
wartosci zmiennej losowe;j.

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X opisuje
przecietny wynik mozliwy do uzyskania w dtugiej serii
powtdrzen. Oznaczamy ja jako E(X) lub i obliczamy
ze WZoru:

E(X) = ZxP(X=x)
Wariancja zmiennej losowej X dana jest wzorem:

Var(X) = E(X - )2

m  Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem

kwadratowym z wariangji.

Przeksztatcenie liniowe polega na przeksztatceniu
zmiennej X w zmienng aX + b, gdzie a i b sg statymi.
Warto3¢ oczekiwang i wariancje nowej zmiennej mozna
obliczy¢ ze wzoréw:

E(aXx +b) =aE(X) +b
Var(aX + b) = a?Var(X)
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Zmienne przeksz¢atcone

¢€zy niezalezne?

Ponizej zamieszczono opisy kilku sytuacji z zycia codziennego.
Zaktadajac, ze znasz rozktad zmiennej X, zdecyduj, czy wystepujace w
opisach zdarzenia mozna opisac za pomoca przeksztatcenia liniowego
(funkcji) zmiennej X, czy tez wystepuja w nich zmienne niezalezne.

Przeksztalcenie ~ Zmienne
lintowe niezalezne

Ilos¢ kawy, ktora sktada sie na duzag porcje;
X — ilo$¢ kawy zawarta w standardowej |:| |:|
porgji.

Spozywanie dodatkowego kubka kawy
kazdego dnia; X — ilos¢ kawy w jednym [] []
kubku.

Wyplata mozliwa do uzyskania po nabyciu
10 loséw na loterii; X — wyplata mozliwa |:| |:|
do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Wyptata mozliwa do uzyskania po nabyciu

pojedynczego losu, ktérego cena poszia |:| |:|
w gore; X — wyplata mozliwa do uzyskania

po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Kupno dodatkowych kur znoszacych jajka;
X — liczba znoszonych jaj w zaleznosSci |:| |:|
od gatunku kury.
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Zmienne przeksztatcone czy niezalezne: Rozwigzanie

Zmienne przeckszt¢atcone

czy niezalezne?

Ponizej zamieszczono opisy kilku sytuacji z zycia codziennego.
Zaktadajac, ze znasz rozktad zmiennej X, zdecyduj, czy wystepujace

w opisach zdarzenia mozna opisa¢ za pomoca przeksztalcenia liniowego
(funkcji) zmiennej X, czy tez wystgpuja w nich zmienne niezalezne.

Przeksztalcenie =~ Zmienne

liniowe niezalezne
[los¢ kawy, ktora sktada sie na duza porcje;
X — ilo$¢ kawy zawarta w standardowej M |:|
porgcji.
Spozywanie dodatkowego kubka kawy
kazdego dnia; X — ilos¢ kawy w jednym I:I \gr
kubku.
Wyptata mozliwa do uzyskania po nabyciu
10 losow na loterii; X — wyplata mozliwa 6 |:|

do uzyskania po nabyciu jednego losu.
Wygrane z kazdego losu sq
niezalezne od siebie.

Wyptata mozliwa do uzyskania po nabyciu
pojedynczego losu, ktorego cena poszia \m/ |:|
w gore; X — wyptata mozliwa do uzyskania
o nabyciu pojedynczego losu w starej cenie. .
p y pojedy 9 ] Zmiana ceny losu wptywa na wa(fo’sc
&—/—\ wyptaty, ale nie na prawdopodobieristwo
wygranej, dlafego mamy do czynienia
Kupno dodatkowych kur znoszacych jajka; z przeksztatoeniem liniowym.
X — liczba znoszonych jaj w zaleznosci |:|

od gatunku kury.
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Lokalna cukiernia wiaczyta do swojej oferty ciasteczka z niespodzianka. Ich cena

2, ) to 0,5 dolara za sztuke. Wiekszo$¢ ciasteczek zawiera pomysing wrdzbe na przysztosc,
Cwiczenie ale w niektérych kryja sie pienigdze. Prawdopodobienistwo wygrania 2 dolaréw wynosi
0,1, 5 dolaréw — 0,07, za$ 10 dolaréw — 0,03.

Niech X oznacza wyptate (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej ,gry”.
Sporzadz rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej X. lle wynosi E(X) i Var(X)?

Cukiernia zdecydowata sie podnies¢ cene ciasteczek do 1 dolara za sztuke.
lle teraz wynosi warto$¢ oczekiwana i wariancja wyptaty?
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Cwiczenie: Rozwigzanie

Lokalna cukiernia wiaczyta do swojej oferty ciasteczka z niespodzianka. Ich cena

2 ) to 0,5 dolara za sztuke. Wiekszo$¢ ciasteczek zawiera pomysing wrdzbe na przysztosc,
Cwiczenie ale w niektorych kryja sie pieniadze. Prawdopodobienstwo wygrania 2 dolaréw wynosi
Rozwigzanie 15 dolarow — 0,07, zas 10 dolarow — 0,03.

Niech X oznacza wypfate (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej ,gry’.
Sporzadz rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej X. lle wynosi E(X) i Var(X)?

Oto rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X:

X -0,5 1,5 4,5 2,5
P(X = x) 0,8 0,1 0,07 0,03

E(X) = (-0,5)x0,8 + 1,5x0,1 + 4,5x0,07 + 9,5x0,03 =
=-0,4 + 0,15 + 0,315 + 0,285 =
= 0,35

Var(X) = E(X—u) =
= Z(x—uyP(X = x) =
= (-0,5-0,357x0,8 + (1,5-0,357x0,1 + (4,5-0,35Fx0,07 + (9,5-0,35)x0,03 =
= (-0,85x0,8 + 1,15°x0,1 + 4,15°x0,07 + 9,15°x0,03 =
= 0,7225%0,8 + 1,3225%0,1 + 17,2225% 0,07 + 83,7225%0,03 =
= 0,578 + 0,13225 + 1,205575 + 2,511675 =

= 4,4275

Cukiernia zdecydowata si¢ podnie$¢ cene ciasteczek do 1 dolara za sztuke.
lle teraz wynosi warto$¢ oczekiwana i wariancja wyptaty?

Cukiernia podniosta ceng ciasteczek o 0,5 dolara, a zatem wyptate
po podwyzce mozna przedstawié jako X-0,5.

E(X-0,5) = E(X) - 0,5 =
=035-0,5=
= -0,15
Var(X-0,5) = Var(X) =
= 4,4275
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Dyskretne rozktady prawdopodobienstwa

Nowe automaty wehodz3 do gry!

Wiasciciel kasyna sprowadzit catkiem nowy model automatéw
do gry. Kazda gra kosztuje teraz wigcej, ale jesli szczeScie bedzie
Ci sprzyjaé, bedziesz mogt liczy¢ na naprawde spore pieniadze.
Oto nowy rozklad prawdopodobiefistwa:

ZoTy
T

x -5 395
Sra kosatuje g, ~7[Px=x) [0%9 [oo
al Tnych a“fOMataJhmz
€ Spdjrz nq ¢, ©

Wiemy juz, jak wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zaréwno
w pojedynczej grze, jak i w przypadku kilku gier rozegranych na tym
samym automacie. Co by si¢ jednak stato, gdybySmy chcieli rozegraé
kilka kolejek i na starych, i na nowych urzadzeniach?

W tej sytuacji mamy do czynienia z dwoma niezaleznymi rozkladami
prawdopodobiefistwa — dla maszyn starego i nowego typu:

X -5 395 é\ Oto wygrane mozliwe do uzyskania
na automatach nowego typu.
P(X = x) 0,99 0,01

y -2 23 [a8 |73 98
P(Y=y) 0977 [o0008 [0008 [0,006 [o0,001

0 wygrane
(\)Nt aufom“f‘mh

u.
Czy mozemy tatwo policzy¢ warto$¢ oczekiwana i wariancje wyplaty starego P

w przypadku wielokrotnej gry na obu rodzajach automatow?

Moglibysmy wyznaczyé rozktad
sumy X+Y, ale bytoby to dosé
czasochtonne. Zastanawiam sie,
czy moglibysmy péjs¢ na skréty.
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Suma i réznica zmiennych

Dodaj E(X) do E(Y), by uzyckaé E(X+Y)...

Chcemy znaleZ¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje wyplaty przy zalozeniu,

Ze gramy raz na automacie starego typu i raz na automacie nowego typu.
Innymi stowy, interesuje nas warto$¢ E(X+Y) i Var(X+Y), gdzie XiY sa
zmiennymi losowymi opisujacymi gre na starych i nowych urzadzeniach.
Sa to zmienne niezalezne.

W tym celu moglibySmy wyznaczy¢ rozklad prawdopodobiefnistwa sumy
X+Y, a nastepnie znalez¢ jego wartoS¢ oczekiwang i wariancje.

X y
Nie martw sie, nie bedsi \ / . sobies
. ) ed: brazasz *
musiat tego liczye. - N erasu 28R
T L am policeni® Sedéw
Xty szystkied |rzy
moglibﬂé,my
Popefrﬂc
Na szczeécie nie musimy tego robié. Aby znalezé E(X+Y),
mozemy po prostu dodaé do siebie E(X) i (Y). E(X + Y) = E(X) + E(Y)

Przyznasz sam, ze ma to sens. Gdybys gral w dwie gry,
przy czym w pierwszej oczekiwatby$ wygranej w wysokosci
5 dolaréw, a w drugiej 10 dolaréw, tacznie spodziewatbys sie
wygra¢ 5+10 = 15 dolaréw.
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)
Podobnie mozemy postapi¢ w przypadku wariancji. Aby znaleZ¢
Var(X+Y), mozemy doda¢ do siebie wariancje obu zmiennych.
Jednak tylko wtedy, gdy X i1 Y sa zmiennymi niezaleznymi.

E(X +Y) ,
EX) 1N N e
E(Y) P . :
Q/ K _ Swobodnie g
+ - 3 mozna :
dodawaé tylko :
\lwaga! wariancje :
L (AN 0 — : zmiennych :
Var(X) Var(Y) Var(X +Y) : niezaleznych.
/( . Jesli X iY nie sq zmiennymi

niezaleznymi, wtedy Var(X+Y)

War,’anc' .
)2 sig zwi L ;
eksza nie jest réwna Var(X) + Var(Y).

— rozkfad Prawdo

Jest bar

dziej rozp podobieristwq

roszony,
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

...lub odejmij E(Y) od E(X), by uzyckaé E(X-Y)

W podobny sposéb mozemy réwniez wyznaczy¢ parametry
zmiennej bedacej réznica dwoch zmiennych losowych, czyli

X-Y. E(X -Y) = E(X) - E(Y)
Roéwnie tatwo jak w przypadku sumy zmiennych mozna

wyznaczy¢ E(X-Y). Wystarczy odja¢ E(Y) od E(X). Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)
Formuta na wariancje jest nieco mniej intuicyjna. Aby znalezé ) o

Var(X-Y), musimy... doda¢ do siebie Var(X) i Var(Y). Tutaj wariancje sumujemy, wiec bads ostrozny!

Wyznaczajac
wariancje
Przeciez to nie réznicy
ma sensu. Dlaczego ““)aqa\, zmiennych
mielibysmy dodawaé losowych,

wariancje?

zsumuj ich wariancje.

tatwo tu o pomytke, poniewaz
w pierwszej chwili wydaje

Poniewaz w tym przypadku . Sig to sprzeczne z intuicjq.
zmiennos¢ réwniez sie zwieksza. | Zapamiclajjednak, ze

: jesli Xi Y sq niezaleznymi
Chociaz odejmujemy od siebie dwie zmienne losowe, : zmiennymi losowymi,
to wariancja rozktadu wynikowego nie zmniejsza sie, to Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y).

ale zwicksza.

E(X)
\(/ E(Y) E(X -Y)
- K = l \ : okszd
Wariancja z“."q‘k-sm
sie cho¢ odjelismy
0 0 zmienne-

e o >
Var(X) Var(Y) Var(X - Y)

Odjecie od siebie dwéch

Wariancja zmiennej bedacej réznica dwdch niezaleznych o h I |1
zmiennych losowych jest doktadnie taka sama, jak wariancja ZMIeﬂﬂ)'C osowyc

i j bedacej ich . Wob dkach zmi S¢ H H H
Zml.enPeJ Q 4Ce] 1C S}lmq obu przypadkach zmiennosc ZW| ksza warlanclg .
moze jedynie wzrosnac. —_L_
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Suma i réznica zmiennych przeksztatconych

Podobne operacje mozeez wykonywaé
na zmiennych przekeztateanyceh liniowo

To jeszcze nie wszystko. Oprocz dodawania i odejmowania samych zmiennych
losowych te same operacje mozna wykonywac na ich przeksztalceniach
liniowych.

Zastanow sig, co by si¢ stato, gdyby wiasciciel kasyna zmienit stawki

oplat i wygranych w maszynach starego i nowego typu. Ostatnia rzecza,

jaka chcieliby$Smy robic, to tworzy¢ od poczatku jeszcze jeden rozktad

prawdopodobiefistwa i wyznaczac jego parametry. X =3 aX

Na szczeécie istnieje wygodna droga na skroty.

N . Y => bY
Zalézmy, ze Dan zmienit stawki wygranych na wszystkich maszynach
dostepnych w kasynie, tak ze wyptata z maszyn starego typu zmienita si¢ z X /\
na aX, za$ z Y na by, gdzie a i b sg ustalonymi warto$ciami. )
aib mogq byc dowolnymi liczbami.
Aby znaleZ¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje liniowej kombinacji aX i bY,
mozemy postapi¢ w opisany nizej sposob.

Sumujemy aX i bY

Warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej aX + by
znajdziemy, korzystajac ze wzoréw:

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
Var(aX + bY) = a2Var(X) + b2Var(Y)

M nekszfafce“ia

W formule na wariancje wystepuja kwadraty, poniewaz Jest to rOdZ:idee koradraty-
mamy tutaj do czynienia z przeksztalceniem liniowym. linioweg»

Odejmujemy aX i bY

Jesli chcemy znalezé E(X-Y) lub Var(X-Y),
mozemy skorzystaé z ponizszych formut:

E(aX - bY) = aE(X) - bE(Y)
Var(aX - bY) = a?Var(X) + b?Var(Y)

Tak jak poprzednio, dodajemy wariancje obu Pamictaj, #e wariancje dodajemy.
zmiennych, cho¢ szukamy wariancji ich rdznicy.
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0’: Skoro X i Y oznaczaja wyptaty
w dwoch grach, to czy aX + bY
oznacza f3czn3 wygrang w a grach X
ibgrachY?

U: Zapis aX + bY przedstawia wtasciwie
sume dwdch przeksztatcer liniowych
zmiennych X i Y. Innymi stowy, zmianie
ulegajg zaréwno wartosci zmiennej X, jak i Y.

m: Nie wiem, czy kiedykolwiek
przyda mi si¢ znajomos¢ rozkiadu
X-Y. Czy ma on w ogéle jakis sens?

U: X-Y przydaje sie wowczas, gdy
interesuja nas réznice miedzy dwiema
wielkosciami. E(X-Y) daje odpowied?
na pytanie: ,Jakiej réznicy miedzy

XY oczekujesz?”. Var(X-Y) informuje
0 wariancji takiej réznicy.

Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Nie.istnie

gupie pytania

a): Dlaczego przy liczeniu Var(X-Y)
musimy doda¢ wariancje zmiennych X
i Y2 Czy nie powinnismy ich odjac?

U: Chot z pozoru moze sie to wydawac
sprzeczne z intuicja, to jednak odejmujac
od siebie dwie zmienne losowe,
zwiekszamy zmiennos¢ wartosci zmiennej
wynikowej, dlatego jej wariancja rosnie.
Wariancja sumy dwéch zmiennych
niezaleznych jest taka sama jak wariancja
ich réznicy.

Mozna to wyjasni¢ jeszcze inaczej:

przy liczeniu wariancji podnosimy

do kwadratu wartosci zmiennych losowych.

Var(X + bY) jest rowna Var(X) + b2Var(Y).
Podstawiajgc b = -1, otrzymamy szukana
Var(X-Y). Poniewaz (-1)? = 1, zatem
Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y).

a): Czy te same obliczenia mozemy
wykonywac dla zmiennych, ktére nie
s3 niezalezne?

U: Nie, formuty dla wariancji zachowuja
waznos¢ tylko w przypadku zmiennych
niezaleznych. Jesli chcesz wyznaczy¢
Var(X+Y) dla zmiennych, ktére sg zalezne,
musisz najpierw wyznaczy¢ rozktad
prawdopodobiefistwa zmiennej X+Y.

a): Wyglada na to, Ze te same zasady,
ktore stosuja si¢ do X+Y, s3 rowniez
prawdziwe w przypadku X, + X,.

Mam racje?

U: Oczywiscie. Mozesz je stosowal
do wszystkich zmiennych losowych,
pod warunkiem ze sg one niezalezne.

QCELNE SPOSTRZEZENIA

E(X + X, + ..+ X ) = nE(X)

prawdziwe sg wzory:

E(X+Y) =E(X) + E(Y)
E(X-Y) =E(X) - E(Y)

Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)

m Przez niezalezne obserwacje zmiennej X rozumie¢
nalezy kolejne realizacje zmiennej X. Mozna je opisac
oddzielnymi zmiennymi losowymi, z ktérych kazda ma
ten sam rozkfad prawdopodobiefistwa co X.

m Jedli X, X, X, .., X s3zmiennymi niezaleznymi
o rozkfadzie takim jak X, wéwczas:

Var(X, + X, + ... X ) = nVar(X)

Var(X 4+Y) = Var(X) + Var(Y)

ze Wzorow:

m Jedli XY sa niezaleznymi zmiennymi losowymi,

m  Wartos¢ oczekiwang i wariancje liniowych funkgji
zmiennych losowych X iY mozna wyznaczyé

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

E(aX - bY) = aE(X) - bE(Y)

Var(aX + bY) = a?Var(X) + b?Var(Y)
Var(aX - bY) = a?Var(X) + b*Var(Y)
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Cwiczenie

W ponizszej tabeli zamieszczono wartosci oczekiwane i wariancje réznych zmiennych losowych.
Sprobuj podac najprostszy sposéb na wyznaczenie kazdej z tych wartosci. W razie potrzeby
przyjmij zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych.

Parametr Sposob obliczenia

E(aX + b)

Var(aX + b)

Var(aX - bY)

Var(X)

E(aX - bY)

E(XX, + X, +X,)

Var(X, + X, + X,)

E(X?)

Var(aX - b)
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie wazne
w weekendy. Kazde z nich zawiera potrawy w czterech réznych kategoriach cenowych.

Cwiczenie Rozktady prawdopodobienstw wydatkéw klientéw zamieszczono w ponizszych tabelkach:

Dni robocze: X 10 15 20 25
P(X=x) |02 0,5 0,2 0,1

Weekend: y 15 20 25 30

P(Y=y) [015 0,6 0,2 0,05

Kto, Twoim zdaniem, wyda wiecej pieniedzy na positek w tej restauracji: grupa 20 klientéw
weekendowych czy 25 klientdw odwiedzajacych restauracje w pozostate dni?

jestes tutaj» 273



Cwiczenie: Rozwigzanie

W ponizszej tabeli zamieszczono wartosci oczekiwane i wariancje réznych zmiennych losowych.

Cwiczenie Sprobuj podac najprostszy sposéb na wyznaczenie kazdej z tych wartosci. W razie potrzeby

Rozwiazanie przyjmij zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych.
Parametr Sposob obliczenia

E(aX +b) aE(X) + b

Var(aX + b) a?Var(X)

E(X) SP(x = )

E(f(X)) DHOPIX = x)

Var(aX - bY) a?Var(X) + b*Var(Y)

Var(X) E(X - uy = E(X?») - u?

E(aX - bY) aE(X) - bE(Y)

E(X, +X,+X,) 3E(X)

Var(X, + X, + X,) 3Van(X)

E(X?) DoP(X = %)

Var(aX - b) a*Var(X)
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie wazne
w weekendy. Kazde z nich zawiera potrawy w czterech réznych kategoriach cenowych.

R
Cwiczenie Rozktady prawdopodobienistw wydatkow klientow zamieszczono w ponizszych tabelkach:
Rozwigzanie
Dni robocze: |, 10 15 20 25
P(X=x) |02 0,5 0,2 0,1
Weekend: |, 15 20 (25 |30
P(Y=y) |05 |06 0.2 0,05

Kto, Twoim zdaniem, wyda wiecej pieniedzy na positek w tej restauracji: grupa 20 klientéw
weekendowych czy 25 klientdw odwiedzajacych restauracje w pozostate dni?

Zacznijmy od wyznaczenia wartosci oczekiwanej kwoty, jakq wyda przecigtny klient
odwiedzajqcy restauracje w weekend (Y) oraz w pozostate dni (X).

E(X) = 10x0,2 + 15x0,5 + 20x0,2 + 25%x0,1 =
=2+75+4+25=
16

ECY) = 15x0,15 + 20x0,6 + 25x0,2 + 30x0,05 =

=225+12+5+1,5=

= 20,75
Wydatek kazdego klienta mozna opisa¢ za pomocq niezaleznej obserwacji. Aby wyznaczyc
tqczne wydatki klientéw zaliczonych do obu grup, pomnozymy E(X) i E(Y) przez
liczebno$¢ kazdej grupy.
25 klientéw w dni robocze wyda razem: 25xE(X) = 25x16 = 400
20 klientéw weekendowych wyda zas: 20xE(Y) = 20x20,75 = 415

Mozemy wigc oczekiwac, ze 20 klientéw odwiedzajqcych restauracje w ciggu weekendu
wyda wiecej niz 25 klientéw odwiedzajqcych jq w tygodniu.
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Jestes mistrzem w zarzgdzaniv oczekiwaniami!

Rozbiteé bank!

W tym rozdziale poruszyliémy catkiem
sporo zagadnien. Dowiedziates sie,

jak mozna postuzy¢ si¢ rozktadem
prawdopodobienstwa, wartoscia
oczekiwang i wariancjg zmiennej losowej
do przewidywania wygranej w starciu

z ,jednorgkim bandyta”.

&cpsm :

K

Dowiedziates si¢ réwniez, jak za pomoca
przeksztatcen liniowych wyznaczy¢ nowe
wartoSci parametrow, gdy zmienia si¢
profil wyptaty w grze. Dzigki wiedzy

0 tym, czym s3 zmienne niezalezne,
umiesz juz wyznacza¢ parametry
rozktadu w przypadku gier ztozonych

z wielu kolejek.

Jackpot!
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Dyskretne rozkiady prawdopodobienstwa

Cwiczenie

Sam zwykt jada¢ w dwoch restauracjach. Restauracja A jest drozsza niz B, ale serwuje znacznie

lepsze jako$ciowo dania.

Ponizsze tabelki prezentujg rozktady prawdopodobienstw wydatkéw Sama w obu restauracjach.
Jak mogtby$ scharakteryzowac roznice w poziomie cen miedzy restauracjg A i B? lle wynosi jej

wariancja?

Restauracja A:

Restauracja B:

x 20 30 40 45
P(X=x) |03 0.4 02 0,1
y 10 15 18
P(Y=y) |02 06 02
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Cwiczenie: Rozwigzanie

Sam zwykt jada¢ w dwoch restauracjach. Restauracja A jest drozsza niz B, ale serwuje znacznie
lepsze jako$ciowo dania.

Cwiczenie . _ . . .
Rozwiazanie Ponizsze tabelki prezentujg rozktady prawdopodobienstw wydatkow Sama w obu restauracjach.
Jak mogtby$ scharakteryzowac roznice w poziomie cen miedzy restauracjg Ai B? lle wynosi jej

wariancja?
Restauracja A: |, 20 30 40 45
P(X=x) (03 0,4 0,2 0,1
Restauracja B: y 10 15 18
P(Y=y) |02 0,6 0.2

Wyznaczmy najpierw parametry rozktadéw zmiennych X i Y:

E(Y) = 10x0,2 + 15%x0,6 + 18x0,2 =

E(X) = 20%x0,3 + 30x0,4 + 40x0,2 + 45x0,1 =
=2+9+36=

=6+12+8+45=
= 14,6

= 30,5
Var(Y) = (10-14,67%0,2 + (15-14,67%x 0,6 +

Var(X) = (20-30,5°%x0,3 + (30-30,5x0,4 + + (18-14,6)'x0,2 =
+ (40-30,55x0,2 + (45-30,5x0,1 =
= (-4,67x0,2 + 0,4x0,6 + 3,4x0,2 =

= (-10,58x0,3 + (-0,57x0,4 + 9,5°x0,2 + 14,5°x0,1 =
= 21,16x0,2 + 0,16x0,6 + 11,56x0,2 =

= 110,25%x0,3 + 0,25%x0,4 + 90,25%0,2 + 210,25%0,1 =
= 4,232 + 0,096 + 2,312 =

= 33,075 + 0,1 + 18,05 + 21,025 =
= 6,64

=72,25

Réznice miedzy poziomami cen w obu restauracjach
mozna przedstawié jako X-Y:

Var(X-Y)= Var(X) + Var(Y) =
E(X-Y)= EX) - ECY) = = 72,25 + 6,64 =
= 30,5 - 14,6 = - 78,89
=159
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