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Ksigzka ,Java. Algorytmy i struktury danych” jest tatwym do zrozumienia

podrecznikiem poswieconym ztozonym zagadnieniom gromadzenia i zarzadzania

° danymi w taki sposdb, aby uzyska¢ maksymalng efektywno$¢ dziatania programéw

7 b RTE e | komputerowych. Niezaleznie od uzywanej platformy systemowej oraz jezyka

programowania, opanowanie zagadnien przedstawionych w niniejszej ksiazce poprawi
jako$¢ i efektywno$¢ tworzonego oprogramowania. Dzieki wykorzystaniu Javy

0 NOWOSCIACH do implementacji najwazniejszych poje¢, uniknigto probleméw zwiazanych ze

ztozonoscia jezykow C oraz C++ i w petni skoncentrowano sig na prezentacii

algorytmow i struktur danych.

Autor — Robert Lafore — prezentuje proste i zrozumiate przyktady unikajac
niepotrzebnej matematyki i skomplikowanych dowodéw, czesto pojawiajacych sie

w ksigzkach o tej tematyce. W prezentowanym drugim wydaniu ksigzki, autor
udoskonalit i rozbudowat przyktady, wykorzystujac w nich najnowsze mozliwosci Javy.
Na koncu kazdego z rozdziatow zostaty zamieszczone pytania i odpowiedzi,
umozliwiajace sprawdzenie stopnia zrozumienia i opanowania omawianych zagadnien.
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W ksigzce opisano:

* Tablice

* Proste i ztozone algorytmy sortowania

o Stosy i kolejki

e Listy

e Zastosowania rekurencji

* Rozne rodzaje drzew i sposoby ich implementacji
* Tablice rozproszone

o Sterty

* Grafy i grafy wazone

¢ Dobdr wtasciwych algorytméw i struktur danych

Wydawnictwo Helion
ul. Chopina 6

44-100 Gliwice

tel. (32)230-98-63
e-mail: helion@helion.pl

Robert Lafore pisze o programowaniu od 1982 roku. Do jego najbardziej poczytnych
ksiazek naleza: ,Object-oriented Programming in C++”, ktdra zostata sprzedana

w ponad 200 tysigcach egzemplarzy na catym Swiecie, ,Assembly Language
Programming for the IBM PC”, ,,C Programming Using Turbo C++” oraz ,C++ Interactive
Course”. Lafore posiada tytuty naukowe z matematyki i elektryki, a programowaniem
zajmuje sie aktywnie od czaséw, gdy krélowaty komputery PDP-5 i gdy 4 kB
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Rekurencja

W tym rozdziale:

e Liczby trojkatne.
e Silnia.
e Anagramy.
e Rekurencyjne wyszukiwanie binarne.
e Wieze Hanoi.
e Sortowanie przez scalanie.
¢ Eliminacja rekurencji.
¢ Niektore interesujace zastosowania rekurencji.
Rekurencja jest technika programistyczng, polegajaca na wywotywaniu funkcji wewnatrz niej
samej. Mozna sadzi¢, ze postgpowanie takie jest dziwne, a nawet, ze jest ono katastrofalnym btedem.
Niemniej jednak rekurencja jest jedna z najbardziej interesujacych technik programistycznych i to
w dodatku technika zaskakujaco efektywna. Z poczatku moze si¢ wydawaé, ze rekurencja jest
czyms niesamowitym, czyms$ co mozna by poréwnac z ciagnigciem siebie samego za sznurowadia
butéw (masz sznurowadta, nieprawdaz?). Niemniej jednak rekurencja nie tylko dziata, lecz co wig-
cej, daje unikalng pojeciowa podstawe do rozwiazywania wielu problemow.

W tym rozdziale zostanga przedstawione liczne przyktady pokazujace szeroka gamme sytuacji,
w ktorych mozna zastosowac rekurencje. Miedzy innymi zostanie zaprezentowany sposob obliczania
liczb trojkatnych, silni, generacji anagraméw, wyszukiwania binarnego, rozwiazywania problemu
Wiez Hanoi oraz sortowania przez scalanie. Przedstawione zostang takze aplety demonstrujace pro-
blem Wiez Hanoi oraz sortowania przez scalanie.

W rozdziale zostang takze omowione mocne i stabe strony rozwiazan rekurencyjnych oraz
sposob przeksztatcania algorytmdéw rekurencyjnych na algorytmy wykorzystujace stos.

Liczby trojkatne

Twierdzi sig, Ze pitagorejczycy — grupa greckich matematykow pracujacych pod przewodnictwem
Pitagorasa (autor stynnego twierdzenia nazwanego jego nazwiskiem) — czuli mistyczny zwiazek
z ciagiem liczb: 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... (gdzie trzykropek oznacza, ze ciag jest nieskonczony). Czy
jeste$ w stanie okresli¢ kolejna liczbe tego ciagu?
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N-ty element ciagu jest uzyskiwany poprzez dodanie liczby n do poprzedniego elementu ciagu.
A zatem, drugi element ciagu to 2 plus wartos¢ pierwszego elementu (czyli 1), co daje 3. Trzeci ele-
ment ciagu to 3 plus 3 (warto$é drugiego elementu), co daje 6; i tak dalej.

Liczby nalezace do tego ciagu sa nazywane liczbami tréjkatnymi, gdyz mozna je przedstawic
za pomoca odpowiedniej ilosci obiektéw rozmieszczonych w formie trojkata. Na rysunku 6.1 uzyto
w tym celu niewielkich trojkatow.

Q
| ao
Q aa aao
QQ Qoo Qoo
#1=1 #2=3 #3=6 #4=10
Q
Q aa
@ Qo aaa
Qo Qan Qaan
Qoo QAo R
R s Dooae aaaaao
Q0000 0000 OODOO@3@ rYSUNEKEL.
#5=15 #6 = 21 #H7 =28 Liczby trojkatne

Okreslanie wartosci n-tego elementu przy uzyciu petli

Zalézmy, ze chcemy znalez¢ wartos¢ pewnego (dowolnego) elementu ciagu — na przyktad, czwar-
tego elementu (ktorego wartos¢ wynosi 10). W jaki sposéb mozna ja obliczy¢? Po przeanalizowaniu

rysunku 6.2 mozna by dojs¢ do wniosku, ze mozna w tym celu zsumowac¢ wszystkie kwadraciki w po-
szczegoblnych kolumnach.

Lo

L1 w tej kolumnie
2 w tej kolumnie RYSUNEK 6.2.
3 w tej kolumnie Liczba trojkatna
4 w tej kolumnie przedstawiona

Suma =1 w postaci kolumn
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W czwartym elemencie ciagu pierwsza kolumna zawiera cztery kwadraciki, druga — trzy kwa-
draciki, i tak dalej. Dodajac 4 + 3 + 2 + 1 uzyskujemy wartos¢ 10.

Przedstawiona ponizej metoda triangle() oblicza liczby trojkatne, wykorzystujac opisang weze-
$niej metode ,.kolumnowa”. Sumuje ona wszystkie kolumny, zaczynajac od tej o wysokosci # i kon-
czac na kolumnie o wysokosci 1:

int triangle( int n ) {

int total = 0;

while(n > 0) // az don=1
{
total = total + n; // dodajemy n (wysokos$¢ kolumny) do zmiennej total
--n; // dekrementujemy wysoko$¢ kolumny

return total;

Metoda wykonuje zawarto$¢ petli # razy; za pierwszym razem do zmiennej total dodawana
jest warto$é n, za drugim — »n — 1 i tak dalej, az do wartosci 1. Petla konczy sie¢ w momencie, gdy
zmienna » osiagnie wartosc 0.

Okreslanie wartosci n-tego elementu przy uzyciu rekurencji
Metoda wykorzystujaca petle moze si¢ wydawaé bardzo prosta, jednak istnieje takze inny sposéb po-
dejscia do zagadnienia. Otdz wartos¢ n-tego elementu mozna potraktowaé jako sume dwoéch liczb,

a nie sume wszystkich elementdéw ciagu. Liczbami tymi sa:

(1) Pierwsza (najwyzsza) kolumna o wartosci #.
(2) Suma wszystkich pozostalych kolumn.

Podejscie takie przedstawia rysunek 6.3.

T—wartoéc’; 6 w pozostatych kolumnach RYSUNEK 6.3. )
warto$¢ 4 w pierwszej kolumnie Liczba trojkatna jako

Suma =10 suma kolumny i trojkata

Okreslanie wartosci pozostatych kolumn

Znajac sposob obliczania sumy pozostatych kolumn, mozna by zmodyfikowa¢ metode triangle()
zwracajaca warto$¢ n-tej liczby trdjkatnej w nastepujacy sposob:
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int triangle(int n)

{

return( n + sumaPozostalychKolumn(n) ); // metoda niepetna

}

Jednak jaka jest zaleta tego rozwiazania? Mozna sadzi¢, ze napisanie metody sumaPozostalych-
KoTumn() jest roéwnie ztozonym zadaniem jak napisanie metody triangle() przedstawionej w po-
przedniej czesci rozdziatu.

Patrzac na rysunek 6.3 mozna jednak zauwazy¢, ze suma wszystkich pozostalych kolumn dla
n-tego elementu ciggu jest taka sama jak warto$¢ wszystkich kolumn elementu » — 1. A zatem,
znajac metode sumujaca wszystkie kolumny elementu xn-tego, mozna by jej uzy¢ do obliczenia wszyst-
kich pozostatych kolumn tego elementu, przekazujac w jej wywotlaniu argument n — 1:

int triangle(int n)
{

return( n + sumaWszystkichKolumn(n - 1) ); // metoda niepetna

}

Zastanawiajac si¢ nad powyzsza metoda, mozna doj$¢ do wniosku, Zze robi ona doktadnie to
samo co metoda triangle(), czyli sumuje wszystkie kolumny dla pewnej wartosci n, przekazanej
jako argument jej wywolania. Czy zatem nie mozna by uzy¢ samej metody triangle() zamiast wpro-
wadzania kolejnej metody? Rozwiazanie takie mialoby nastgpujaca postac:

int triangle(int n)
{

return( n + triangle(n-1) ); // metoda niepetna

}

By¢ moze pomysl, aby metoda wywotywala sama siebie jest nieco szokujacy, ale dlaczego mia-
oby to by¢ niemozliwe? W koncu wywotanie metody jest (miedzy innymi) przekazaniem sterowania
na poczatek okreslonej metody. To przekazanie moze byé wykonane zardwno spoza metody jak i z jej
wnetrza.

Przekazywanie koszyka

Wszystkie te metody moga nieco przypominaé przekazywanie koszyka. Ktos kaze nam okresli¢
wartos¢ dziewiatej liczby trojkatnej. Wiemy, ze jej wartos¢ to 9 plus wartos¢ dsmej liczby trojkat-
nej, zatem wotamy Henia i prosimy go po okreslenie wartosci dsmej liczby trojkatnej. Gdy Henio
udzieli nam odpowiedzi, podana przez niego warto$¢ dodajemy do 9 i w ten sposob uzyskujemy
poszukiwang odpowiedz.

Henio wie, ze 6sma liczba trojkatna to 8 plus wartos¢ siodmej liczby trojkatnej, dlatego wota
Sabinkeg i prosi ja o obliczenie siddmej liczby trojkatnej. Ten proces powtarza sig, a kazda kolejna
osoba przekazuje koszyk nastepne;.

W ktorym momencie to przekazywanie koszyka konczy si¢? W pewnym momencie kto§ musi
by¢ w stanie poda¢ odpowiedz bez koniecznosci proszenia o pomoc kolejnej osoby. Gdyby to si¢ nie
zdarzylo, powstatby nieskonczony tancuch osob, proszacych kolejne osoby o pomoc — co$ w stylu
arytmetycznego schematu Ponziego, ktory nigdy by si¢ nie zakonczyt. W przypadku metody trian-
gle() oznaczaloby to, ze metoda ta w wywotywataby samga siebie w nieskonczonej sekwencji, ktora
doprowadzitaby do awarii programu.
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W tym miejscu konczy si¢ przekazywanie koszyka

Aby zapobiec powstaniu nieskonczonej sekwencji wywotan, osoba poproszona o podanie wartosci
pierwszej liczby trojkatnej (czyli liczby, dla ktdrej n przyjmuje warto$¢ 1), musi widzie¢ ze wartos¢
ta wynosi 1, i to bez proszenia o pomoc kogokolwiek innego. W takim przypadku nie mozna juz
prosi¢ kogos o obliczenie mniejszej liczby trdjkatnej, nie mozna juz do niej doda¢ niczego innego,
a zatem wilasnie w tym momencie konczy si¢ przekazywanie koszyka. Warunek ten mozna wyrazic¢
poprzez dodanie do metody triangle() odpowiedniej instrukcji warunkowej:

int triangle(int n)
{
if(n==1)
return 1;
else
return( n + triangle(n-1) );

}

Warunek, ktory sprawia, ze metoda rekurencyjna zwraca wartos¢ bez kolejnego wywotania, na-
zywany jest przypadkiem bazowym. Umieszczenie takiego warunku w kazdej metodzie rekurencyj-
nej ma kluczowe znaczenie, gdyz tylko dzigki niemu metoda nie wywotuje samej siebie w nieskon-
czonos¢, doprowadzajac w koncu do awarii programu.

Program triangle.java

Czy metody rekurencyjne sprawdzaja si¢ w praktyce? Uruchamiaja program triangle.java mozna si¢
przekonaé, ze tak. Po podaniu numeru obliczanego elementu (liczby #), program wyswietli wartos¢
odpowiedniej liczby trojkatnej. Kod programu zostat przedstawiony na listingu 6.1.

LISTING 6.1.
Program triangle.java

// triangle.java
// Program wyznacza wartosci liczb trdjkatnych
// Aby uruchomi¢ program program: C>java TriangleApp
import java.io.*;
[ITTTTTEI0 0000000070000 rr0000 7007001711777
class TriangleApp
{

static int theNumber;

public static void main(String[] args) throws IOException
{
System.out.print("Podaj liczbe: ");
theNumber = getInt();
int theAnswer = triangle(theNumber);
System.out.printin("Wartosc liczby trojkatnej="+theAnswer);
}// koniec metody main()
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F R e e e
public static int triangle(int n)
if(n==1)
return 1;
else
return ( n + triangle(n-1) );
}
= mm
public static String getString() throws IOException
{
InputStreamReader isr = new InputStreamReader(System.in);
BufferedReader br = new BufferedReader(isr);
String s = br.readLine();
return s;
}
F R e R
public static int getInt() throws IOException
{
String s = getString();
return Integer.parselnt(s);
}
J R e e T

} /7 koniec klasy TriangleApp
LTI LEI 0000000000077 1110010777177

Gtowna metoda programu — main() — prosi uzytkownika o podanie wartosci #, a nastgpnie
wyswietla warto$¢ wynikowa. Z kolei metoda triangle() wykonuje cate zadanie, wywotujac re-
kurencyjnie sama siebie.

Oto przyktadowe wyniki dziatania programu:

Podaj liczbe: 1000
Wartosc Ticzby trojkatnej = 500500

Jesli nie jestes przekonany co do poprawnosci dziatania metody triangle(), to tak sie sktada,
ze wartos¢ liczby trojkatnej mozna takze wyznaczy¢ przy uzyciu ponizszego wzoru:

warto$é n-tej liczby tréjkatnej = (n* + n) / 2

Co sig¢ tak naprawde dzieje?

Zmodyfikujmy nieco metode triangle(), tak aby mie¢ wglad w to co si¢ dzieje podczas jej wyko-
nywania. Do kodu oryginalnej metody wstawimy wywotania metody printin(), ktore zapewnia nam
dostep do informacji o przekazywanych argumentach i zwracanych warto$ciach wynikowych:

pubTlic static int triangle(int n)

{

System.out.printin("Dane wejsciowe: n=" + n);
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if(n==1)
{
System.out.printin("Zwracana wartosc
return 1;

}

else
{
int temp = n + triangle(n-1);
System.out.printin("Zwracana wartosc = " + temp);
return temp;

}

1");

Ponizej zostaly przedstawione wyniki wygenerowane przez zmodyfikowana metode triangle(),
gdy uzytkownik wpisat wartos¢ 5:

Podaj Ticzbe: 5

Dane wejsciowe:
Dane wejsciowe:
Dane wejsciowe:
Dane wejsciowe:
Dane wejsciowe:
Zwracana wartosc = 1

33?33
=N W s o

Zwracana wartosc = 3
/wracana wartosc = 6
Zwracana wartosc = 10
/Zwracana wartosc = 15

Wartosc Ticzby trojkatnej = 15

Za kazdym razem gdy metoda triangle() wywoluje sama siebie, argument jej wywotania (kto-
ry poczatkowo przyjmuje wartos$¢ 5) jest pomniejszany o 1. Kolejne wywotania metody sa konty-
nuowane az do momentu, gdy argument wywolania przyjmie warto$¢ 1. W tym momencie metoda
zwraca warto$¢ wynikowa. Doprowadza to do zwracania wartosci i zakanczania kolejnych wywotan
metody triangle() — metoda ,,cofa si¢” coraz wyzej w sekwencji wywolan. Za kazdym razem wy-
nik zwrdcony przez metodg jest dodawany do wartosci n przekazanej jako argument jej wywotania.

Wartosci wynikowe podsumowuja sekwencje liczb trdjkatnych, ktéra konczy sie przekaza-
niem wartosci wynikowej do metody main(). Rysunek 6.4 przedstawia, ze kazde wywotanie metody
triangle() mozna sobie wyobrazi¢ jako zdarzenie zachodzace ,,wewnatrz” wczesniejszego wywotania.

Nalezy zauwazy¢, ze tuz przed momentem gdy najbardziej wewngtrzne wywotanie metody
triangle() zwrdci wartos¢ 1, istnieje jednoczesnie az pigc ,,inkarnacji” (wywotan) tej metody. Do
najbardziej zewnetrznego wywotania zostata przekazana warto$é 5, a do najbardziej wewnetrznego
— wartos¢ 1.

Charakterystyczne cechy metod rekurencyjnych

Cho¢ metoda triangle() jest bardzo krotka, zawiera jednak wszystkie elementy charakterystyczne
dla wszystkich procedur rekurencyjnych:
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wywotanie
z argumentem
n=5

|

Wersja 1
n=5
Wersja 2
n=4
Wersja 3
n=3
Wersja 4
n=2

Wersja 5
n=1
Zwraca 1

Dodajemy 2
Zwraca 3

Dodajemy 3
Zwraca 6

Dodajemy 4
Zwraca 10

Dodajemy 5
Zwraca 15

I
\ '/ RYSUNEK 6.4.

Rekurencyjna
metoda triangle()

o Wywoluje sama siebie.

e Jesli wywoluje sama siebie, to robi to w celu rozwiazania ,,mniejszego” problemu.

e Istnieje pewna wersja problemu, ktora jest na tyle prosta, ze metoda moze ja obliczy¢ bez ko-
niecznosci ponownego wywotywania samej siebie.

W kazdym kolejnym rekurencyjnym wywolaniu metody przekazywany do niej argument staje
si¢ mniejszy (lub, by¢ moze, mniejszym staje si¢ zakres opisywany przez kilka przekazywanych ar-
gumentow); co odzwierciedla fakt, ze rozwigzywany problem staje si¢ ,,mniejszy” lub prostszy. Gdy
argument lub zakres dojdzie do pewnej minimalnej wielkosci, zostaje spetniony warunek, a metoda
zwraca warto$¢ bez kolejnego wywotywania samej siebie.

Czy rekurencja jest efektywna?

Wywolywanie metody wiaze si¢ z pewnymi narzutami. Konieczne jest przekazanie sterowania
z miejsca w jakim znajduje si¢ aktualnie na poczatek metody. Co wigcej, nalezy zapisa¢ na wewngtrz-
nym stosie adres miejsca gdzie ma by¢ przekazane sterowanie po zakonczeniu metody oraz jej argu-
menty, tak aby metoda miata dostep do przekazywanych wartosci i wiedziata, gdzie zwrdci¢ wartosé
wynikowa.
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W przypadku metody triangle() jest calkiem mozliwe, iz narzuty te sprawiaja, ze rozwiaza-
nie bazujace na wykorzystaniu petli while jest bardziej efektywne od rozwiazania rekurencyjnego.
Pogorszenie efektywnosci moze nie by¢ znaczace, niemniej jednak, jesli rekurencyjne rozwiazanie
problemu wymaga wykonania bardzo wielu wywotan metody, to celowe moze si¢ okaza¢ skorzy-
stanie z rozwiazania, ktore nie bazuje na rekurencji. Zagadnienia te zostang doktadniej opisane na
koncu rozdziatu.

Kolejnym czynnikiem pogarszajacym efektywnos¢ dziatania metod rekurencyjnych jest fakt,
ze wszystkie posrednie argumenty i zwracane wartosci s przechowywane na wewnetrznym stosie.
W przypadku gdy ilosci danych przechowywanych w ten sposob sg bardzo duze, moze to dopro-
wadzi¢ do przepehienia stosu.

Rekurencja jest zazwyczaj uzywana nie ze wzgledu na swoja efektywnos¢, lecz dlatego, ze
jest w stanie pojeciowo uprosci¢ rozwiazanie problemu.

Indukcja matematyczna

Rekurencja jest programistycznym odpowiednikiem indukcji matematycznej. Indukcja matematycz-
na to sposob definiowania pewnego zagadnienia poprzez to zagadnienie (ten sam termin jest takze
uzywany w odniesieniu do podobnej metody udowadniania poprawnosci twierdzen). Wykorzystujac
indukcje matematyczna mozna zdefiniowacé liczby trojkatne w nastepujacy sposob:

tri(n) = 1 jeslin=1
triln)=n+triln—1) jeslin>1

Definiowanie pewnego zagadnienia przy uzyciu jego samego moze si¢ bardzo wydawaé dziw-
ne, niemniej jednak sposob ten jest catkowicie poprawny (zakladajac, ze istnieje warunek bazowy).

Silnia

Silnia jest pojeciowo zblizona do liczb trojkatnych, z ta réznica, iz zamiast dodawania jest uzywa-
ne mnozenie. Liczba trdjkatna dla pewnej wartosci 7 jest okreslana poprzez dodanie tej wartosci do
liczby tréjkatnej odpowiadajacej wartosci #n — 1. Z kolei wartos¢ » silnia uzyskiwana jest poprzez
pomnozenie n razy warto$¢ n — 1 silnia. Oznacza to, ze wartoscia piatej liczby trojkatnej jest 5 + 4
+3+2+ 1, natomiast 5 silniato 5 * 4 * 3 = 2 * 1, co daje 120. W tabeli 6.1 zostaly przedstawione
silnie liczb od 0 do 9.

Na mocy definicji warto$¢ 1 silnia wynosi 1. Jak wida¢ wartosci silni rosna niezwykle szybko.

Silnie mozna oblicza¢ przy uzyciu metody rekurencyjnej przypominajacej metode triangle().
Oto jej kod:

static int factorial(int n)

{

if(n==0)
return 1;

else

return (n * factorial(n-1) );

}
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TABELA 6.1.
Silnie
Liczba Obliczenie Silnia
0 z definicji 1
1 1%1 1
2 21 2
3 3%2 6
4 4%6 24
5 5% 24 120
6 6+ 120 720
7 7720 5040
8 8 * 5040 40 320
9 9 % 40 320 362 880

Istnieja jedynie dwie rdznice pomigdzy metodami factorial() oraz triangle(). Po pierwsze
w metodzie factorial() jest uzywany operator mnozenia (*), a nie dodawania (+):

n * factorial(n-1)

A po drugie, warunek bazowy zachodzi w przypadku gdy argument n ma warto$¢ 0, a nie 1, jak to
bylo w przypadku metody triangle(). Ponizej zostaly przedstawione przyktadowe wyniki wygene-
rowane przez program obliczajacy silnie, podobny do programu triangle.java:

Podaj Ticzbe: 6
Silnia = 720

Rysunek 6.5 pokazuje, w jaki sposob kolejne ,,inkarnacje” metody factorial() wywoluja same
siebie, w przypadku gdy w pierwszym wywolaniu zostala przekazana warto$¢ 4.

Obliczenie silni jest klasycznym sposobem prezentacji zagadnienia rekurencji. Niemniej jednak
sposobu obliczania silni nie mozna przedstawi¢ w sposob graficzny rownie tatwo jak wyznaczania
liczb trdjkatnych.

W podobny, rekurencyjny sposdb mozna rozwigzywac wiele innych problemow numerycznych,
takich jak obliczanie najwickszego wspdlnego dzielnika dwoch liczb (stuzacego do uzyskania jak
najmniejszego utamka), podnoszenie liczby do potegi, i tak dalej. Takze w tych przypadkach sa to
jedynie ciekawe sposoby prezentacji algorytmow rekurencyjnych, ktoére nie beda zapewne uzywa-
ne w praktyce, gdyz algorytmy wykorzystujace petle sa znacznie bardziej efektywne.

Anagramy

W tej czesci rozdziatu zostal przedstawiony kolejny problem, ktéry w elegancki spos6b mozna
rozwiazad przy uzyciu rekurencji. Permutacja jest rozmieszczeniem elementow w $cisle okreslonej
kolejnos$ci. Zatézmy, ze chceieliby$Smy stworzy¢ liste anagramow pewnego stowa — czyli wszystkie
permutacje liter tworzacych dane stowo (niezaleznie do tego, czy uzyskane w ten sposob ciagi liter two-
rza sensowne stowa, czy tez nie). Stworzenie listy anagramdw stowa kot datoby nastgpujace wyniki:
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wywotlanie
z argumentem
n=4

WeYsja 1

n=4
Wersja 2
n=3
Wersja 3
n=2
Wersja 4
n=1

Wersja 5
n=0
Zwraca 1

Mnozymy razy 1
Zwraca 1

Mnozymy razy 2
Zwraca 2

Mnozymy razy 3
Zwraca 6

Mnozymy razy 4
Zwraca 24

I
V RYSUNEK 6.5.

Rekurencyjna
metoda factorial()

kot,
kto,
otk,
okt,
tok,
tko.

Warto sprébowac samodzielnie utozy¢ taka liste anagraméw. Mozna si¢ przekonaé, ze ilo$¢ do-
stepnych mozliwosci odpowiada silni z ilosci liter tworzacych stowo. Dla 3 liter istnieje 6 mozliwych
stéw, dla 4 liter — 24 stowa, dla 5 liter — 120 stow, i tak dalej (zaktadamy przy tym, ze wszystkie
litery stowa sa unikalne; w przypadku powtarzania sig¢ liter ilo$¢ uzyskiwanych stéw bedzie mniejsza).

W jaki sposdb mozna by napisa¢ program tworzacy anagramy stowa? Oto jedno z mozliwych
rozwiazan. Zat6zmy, ze stowo sktada si¢ z n liter.

(1) Utworzenie anagramow n — 1 liter stowa z pominigciem skrajnej lewej litery.
(2) Cykliczne przesunigcie wszystkich n liter.
(3) Powtorzenie powyzszych czynnosci n razy.
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Cykliczne przesuniecie stowa oznacza przesunigcie wszystkich jego liter o jedna pozycje w lewo,
z wyjatkiem skrajnej, lewej litery, ktora jest zapisywana z prawej strony wyrazu, tak jak pokazano
na rysunku 6.6.

Zmienna
pomocnicza Stowo

=
o o
(=L, Q
() @
o o

I pEN i

o | d ICRICHIN: RYSUNEK 6.6.
Cykliczne
T przesuwanie stowa

Cykliczne przesuwanie stowa n razy powoduje, ze kazda litera znajdzie si¢ na jego poczatku.
W momencie gdy dana litera stowa zajmuje miejsce na jego poczatku, tworzone sg anagramy wszyst-
kich pozostatych liter (czyli sa one zapisywane na wszystkich mozliwych pozycjach). Dla stowa kot
sktadajacego sie wytacznie z trzech liter, cykliczne przesunigcie dwoch pozostatych liter sprowadza
si¢ do zamienienia ich miejscami. Cata sekwencja tworzenia anagramow stowa kot zostata przed-
stawiona w tabeli 6.2.

TABELA 6.2.

Tworzenie anagraméw stowa kot
Stowo Wyswietlac? Pierwsza litera Pozostate litery Operacja
kot Tak k ot Cyklicznie przesuwamy ot
kto Tak k to Cyklicznie przesuwamy to
kot Nie k ot Cyklicznie przesuwamy kot
otk Tak 0 tk Cyklicznie przesuwamy tk
okt Tak 0 kt Cyklicznie przesuwamy kt
otk Nie 0 tk Cyklicznie przesuwamy otk
tko Tak t ko Cyklicznie przesuwamy ko
tok Tak t ok Cyklicznie przesuwamy ok
tko Nie t ko Cyklicznie przesuwamy tko
kot Nie k ot Gotowe

Nalezy zauwazy¢, ze przed przesunigciem stowa trzyliterowego konieczne jest dodatkowe prze-
sunigcie stowa dwuliterowego, ktore przywraca ich oryginalng kolejnos¢. W ten sposob generowana
jest sekwencja stow: kot, kto, kot. Powtarzajace si¢ stowa nie sa wyswietlane.
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A w jaki sposdb mozna stworzy¢ anagramy » — 1 liter oryginalnego stowa? Wystarczy wywotaé
te sama metode¢. Rekurencyjna metoda doAnagram() pobiera tylko jeden argument — liczbg¢ okre-
Slajaca wielkos¢ stowa, dla ktdrego nalezy utworzy¢ anagramy. Stowo to tworzy n liter oryginalnego
stowa, zapisanych z jego prawej strony. Za kazdym razem gdy metoda doAnagram() wywotuje sama
siebie, przetwarzane stowo jest o jedna litere krotsze niz poprzednio, co pokazano na rysunku 6.7.

w wywotaniu
przekazywane
jest stowo kot

|

Stowo = cat

Przestnan o el Wyswietlane stowo cat

| Stowo = a '

Przesuwane stowo ta

Wyswietlane stowo cta

Rotate cat = atc

Stowo = tc

I Stowo = ¢ l

Przesuwane stowo tc

Wyswietlane stowo atc

Stowo =t

Przestiwanc GowoIE Wyswietlane stowo act

Rotate atc = tca

Stowo = ca

Przesuwane Slowo ca Wyswietlane stowo tca

| Stowo = ¢ l

Przesuwane stowo ac

Wyswietlane stowo tac RYSUNEK 6.7.

Rekurencyjna metoda
doAnagram()

Przesuwane stowo tca = cat

Warunek bazowy jest spelniony w momencie gdy stowo, dla ktérego metoda ma utworzy¢ li-
ste anagramow, ma dlugos¢ jednej litery. W takim przypadku wykonywanie metody konczy sie, gdyz
nie mozna zmieni¢ kolejnosci w jakiej jest zapisana jedna litera. W kazdym innym przypadku, meto-
da tworzy liste anagramow wszystkich liter przekazanego stowa, z wyjatkiem jego skrajnej lewej
litery, a nastepnie cyklicznie przesuwa cate stowo. Te dwie czynnosci sa wykonywane » razy, gdzie n
jest dlugoscia stowa przekazanego w wywotaniu metody. Ponizej zostat przedstawiony kod rekuren-
cyjnej metody doAnagram():



252

6. REKURENCIJA

public static void doAnagram(int newSize)

if(newSize == 1)
return;

for(int j=0; j<newSize; j++)
{
doAnagram(newSize-1);
if (newSize==2)

displayWord();

rotate(newSize);

}

// jes1i stowo zbyt mate
// konczymy
// dla kazdej pozycji

// tworzymy anagramy pozostatych liter
// jes1i najbardziej zagtebione wywotanie
// wySwietlamy stowo

Za kazdym razem gdy metoda doAnagram() wywoluje sama siebie, stowo na jakim operuje jest
mniejsze o jedna litere, a jego poczatek jest przesuwany o jedna litere w prawo. Proces ten zostat

przedstawiony na rysunku 6.8.

tlal|k
0o 1 2 3

Poziom 1

Poziom 2

‘—E' newSize = 1

Poziom 4
pozycja =3
Poziom 3 newSize = 2

pozycja = 2
newSize = 3
pozycja = 1
newSize = 4 RYSUNEK 6.8.
pozycja =0 Coraz mniejsze wyrazy

Pelny kod programu anagram.java przedstawiono na listingu 6.2. Metoda main() pobiera stowo
podane przez uzytkownika, zapisuje je w tablicy znakdw, tak aby mozna na nim operowaé¢ w konwen-
cjonalny sposdb, a nastepnie wywotuje metode doAnagram().

LISTING 6.2.
Program anagram.java

// anagram.java
// Program generuje anagramy

// Aby uruchomi¢ program: C>java AnagramApp

import java.io.*;

HILLTTTTI LTI i i i i i i i i i i i ir i rnriiirrry

class AnagramApp

{

static int size;
static int count;

static char[] arrChar = new char[100];

public static void main(String[] args) throws IOException

{
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System.out.print("Wpisz slowo: "); // pobieramy stowo
String input = getString();
size = input.length(); // okre$lamy jego rozmiar
count = 0;
for(int j=0; j<size; j++) // zapisujemy w tablicy
arrChar[j] = input.charAt(j);
doAnagram(size); // generujemy anagramy
}// koniec metody main()
= m e
public static void doAnagram(int newSize)
{
int limit;
if(newSize == 1) // je$1i stowo zbyt mate,
return; // konczymy wykonywanie metody
for(int j=0; j<newSize; j++) // dla kazdej pozycji,
{
doAnagram(newSize-1); // anagramy pozostatych liter
if(newSize==2) // jes1i najbardziej wewnetrzny,
displayWord(); // wySwietlamy Stowo
rotate(newSize); // przesuwamy cyklicznie stowo
}
}
= m

// metoda przesuwa 0 Jjedna pozycje w lewo wszystkie litery
// od podanej pozycji az do konca stowa
public static void rotate(int newSize)

{
int J;
int position = size - newSize;
char temp = arrChar[position]; // zapamietujemy pierwszg litere
for(j=position+l; j<size; j++) // przesuwamy pozostate
arrChar[j-11 = arrChar(j];
arrChar[j-1] = temp; // zapisujemy pierwsza na koncu
}
R e
public static void displayWord()
{

if(count < 99)

System.out.print(" ");
if(count < 9)

System.out.print(" ");
System.out.print(++count + " ");
for(int j=0; j<size; j++)

System.out.print( arrChar[j] );
System.out.print(" ");
System.out.flush();
if(count%6 == 0)

System.out.printin("");

}

253
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public static String getString() throws IOException
{
InputStreamReader isr = new InputStreamReader(System.in);
BufferedReader br = new BufferedReader(isr);
String s = br.readLine();
return s;

}// koniec klasy AnagramApp
ITIIIELLIT LTI L0101 1071771771711717

Metoda rotate() cyklicznie przesuwa stowo o jedna liter¢ w lewo, w sposdb opisany we wcze-
$niejszej czgsci rozdzialu. Metoda displayWord() wyswietla stowo, dodajac do niego liczbg utatwia-
jaca okreslenie ilosci wygenerowanych stow. Ponizej zostaty przedstawione przyktadowe wyniki
wygenerowane przez program:

Wpisz sTowo: tran
1 tran 2 trna 3 tanr 4 tarn 5 tnra 6 tnar
7 rant 8 ratn 9 rnta 10 rnat 11 rtan 12 rtna
13 antr 14 anrt 15 atrn 16 atnr 17 arnt 18 artn
19 ntra 20 ntar 21 nrat 22 nrta 23 natr 24 nart

Przedstawionego programu mozna uzywac¢ do generowania anagramow stow piecio-, a nawet
sze$cioliterowych. Niemniej jednak, poniewaz silnia liczby 6 ma warto$¢ 720, préba sporzadzenia
anagramow dla tak dlugiej sekwencji znakéw moze powodowac wygenerowanie wigkszej ilosci stow,
niz by$Smy sobie tego zyczyli.

Rekurencyjne wyszukiwanie binarne

Czy Czytelnik przypomina sobie wyszukiwanie binarne omawiane w rozdziale 2., ,, Tablice”? Jego
celem bylo odnalezienie konkretnej komorki w posortowanej tablicy przy uzyciu minimalnej ilosci
poréwnan. Zastosowane rozwiazanie polegato na podzieleniu tablicy na dwie potowki, sprawdzeniu,
w ktorej z nich znajduje si¢ poszukiwana komorka, podzieleniu tej potowy tabeli na potowe i tak
dalej. Ponizej zostat przedstawiony kod oryginalnej metody find():

public int find(long searchKey)
int TowerBound = 0;

int upperBound = nElems-1;
int curln;

while(true)

curln = (lTowerBound + upperBound ) / 2;
if(alcurIn]==searchKey)
return curln; // znaleziono
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else if(lowerBound > upperBound)

return nElems; // nie mozna znalezé
else // dzielimy zakres
{

if(alcurIn] < searchKey)
TowerBound = curln + 1; // jest w gornej potdwce
else
upperBound = curln - 1; // jest w dolnej potdwce
}// koniec klauzuli else dzielacej zakres
}// koniec while
} /7 koniec funkcji find()

By¢ moze warto przeczytaé¢ fragment dotyczacy przeszukiwania binarnego w tablicach upo-
rzadkowanych zamieszczony w rozdziale 2., wyjasniajacy zasade dziatania powyzszej metody. Moz-
na takze uruchomic¢ aplet orderedArray.java przedstawiony w rozdziale 2., aby przekona¢ si¢ jak
dziata wyszukiwanie binarne.

Powyzszy algorytm wykorzystujacy petle stosunkowo fatwo mozna przeksztatcic¢ na algorytm
rekurencyjny. W metodzie bazujacej na petli najpierw modyfikowane sg wartosci zmiennych Tower-
Bound lub upperBound okreslajacych przeszukiwany zakres, a nastepnie wykonywana jest pozostata
czes¢ petli. Kazde wykonanie petli powoduje podzielenie zakresu (mniej wigcej) na potowe.

Zastapienie pe¢tli rozwigzaniem rekurencyjnym
W rozwiazaniu rekurencyjnym, zamiast modyfikowania wartosci zmiennych TowerBound lub upper-
Bound, nowe wartosci tych zmiennych sa przekazywane w kolejnym wywotaniu metody find(). Petla

znika, a jej miejsce zajmuje rekurencyjne wywotanie. Oto jak wyglada nowa wersja metody:

private int recFind(Tong searchKey, int TowerBound,
int upperBound)
{

int curln;

curln = (TowerBound + upperBound ) / 2;
if(alcurln]==searchKey)

return curln; // znaleziony
else if(TowerBound > upperBound)
return nElems; // nie mozna znalezc
else // dzielimy zakres
if(alcurIn] < searchKey) // w gornej potdwce zakresu
return recFind(searchKey, curln+l, upperBound);
else // w dolnej potéwce zakresu

return recFind(searchKey, lowerBound, curln-1);
}// koniec klauzuli else dzielace] zakres
}// koniec metody recFind()

Uzytkownik klasy reprezentowany przez metod¢ main() moze nie wiedziec¢, jaka wielko$¢ ma
przeszukiwana tablica w momencie wywotywania metody find(), a co wiecej, pod zadnym pozo-
rem nie powinien by¢ zmuszany do samodzielnego okreslania poczatkowych warto$ci zmiennych
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upperBound oraz TowerBound. Dlatego tez zostata stworzona specjalna ,,posrednia”, publiczna metoda
find(). Jest ona wywotywana przez metod¢ main(), a w jej wywotaniu nalezy przekaza¢ tylko jeden
argument — warto$¢ poszukiwanego klucza. Metoda find() podaje poprawne poczatkowe warto-
$ci zmiennych ToweBound oraz upperBound (ktdorymi sa odpowiednio: 0 oraz nElems-1), a nastgpnie
wywotuje prywatna rekurencyjna metode recFind(). Ponizej przedstawiono kod metody find():

pubTlic int find(long searchKey)
{

return recFind(searchKey, 0, nElems-1);

}

Pelny kod programu binarySearch.java zostat przedstawiony na listingu 6.3.

LISTING 6.3.
Program binarySearch.java

// binarySearch.java

// Prezentuje rekurencyjny alagorytm wyszukiwania binarnego

// Aby wykona¢ program: C>java BinarySearchApp

LILIIILILIIIII LI LI LI LI LI LI LI LI LI il i i rrrrrrrrrrirriirr71777
class ordArray

private Tong[] a; // odwotanie do tablicy a
private int nElems; // i10$¢ elementéw tablicy
= m
pubTic ordArray(int max) // konstruktor

{

a = new long[max]; // tworzymy tablice

nElems = 0;

}
e e

public int size()
{ return nElems; }

public int find(long searchKey)
{

return recFind(searchKey, 0, nElems-1);

}

private int recFind(Tong searchKey, int TowerBound,
int upperBound)
{

int curln;

curln = (lTowerBound + upperBound ) / 2;
if(alcurln]==searchKey)

return curln; // znaleziony
else if(lowerBound > upperBound)

return nElems; // nie mozna znalezé
else // dzielimy zakres

{
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if(alcurIn] < searchKey) // w gbrnej potowce zakresu
return reckFind(searchKey, curln+l, upperBound);
else // w dolnej potdwce zakresu

return recFind(searchKey, lowerBound, curln-1);
}// koniec klauzuli else dzielacej zakres
} // koniec metody recFind()

J = m
public void insert(long value) // zapis elementu w tablicy
{
int j;
for(j=0; j<nElems; j++) // okreSlamy gdzie go zapisac
if(alJ] > value) // (wyszukiwanie Tiniowe)
break;
for(int k=nElems; k>j; k--) // wieksze elementy przesuwamy w gore
alk] = alk-11;
aljl = value; // wstawiamy element
nElems++; // powiekszamy wielko$¢ tablicy
}// end insert()
f = m
pubTic void display() // wySwietlenie zawarto$ci tablicy
{
forCint j=0; j<nElems; j++) // dla kazdego elementu tablicy,

System.out.print(aljl + " "); // wySwietlamy go
System.out.printin("");

}// koniec klasy ordArray
NNy
class BinarySearchApp

{

public static void main(String[] args)
{
int maxSize = 100; // wielkos¢ tablicy
ordArray arr; // odwotanie do tablicy
arr = new ordArray(maxSize); // tworzymy tablice

arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert

72); // zapisujemy elementy
90);
45);
126);
54);
99);
144);
27);
135);
81);
18);
108);
9);
117);
63);
36);

N~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~
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arr.display(); // wySwietTamy tablice

int searchKey = 27; // szukamy elementu

if( arr.find(searchKey) !'= arr.size() )
System.out.printin("Znaleziono " + searchKey);

else
System.out.printin("Nie znaleziono " + searchKey);

}// koniec metody main()

}// koniec klasy BinarySearchApp
IITTTIITEI T r 70 r i rrr i rrr7ii 1700707007717 77

Wewnatrz metody main() w tablicy zapisywanych jest 16 liczb. Metoda insert() zapisuje je
w kolejnosci rosnacej. Po wstawieniu elementdw zawartos$¢ catej tablicy jest wyswietlana. W koncu
wywolywana jest metoda find(), podejmujaca probg odszukania wartosci kluczowej — 27. Oto przy-
ktadowe wyniki wykonania programu:

9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 108 117 126 135 144
/naleziono 27

W programie binarySearch.java w tablicy zostato zapisanych 16 liczb. Na rysunku 6.9 poka-
zano, w jaki sposob metoda recFind() rekurencyjnie wywotuje sama siebie, za kazdym razem zmniej-
szajac przeszukiwany zakres tablicy. Gdy wewngtrzne wywolanie metody odnajdzie poszukiwany
element, ktory w tym przypadku ma wartos¢ 27, metoda konczy dziatanie i zwraca indeks odnalezio-
nej wartosci, ktory w naszym przypadku ma warto$¢ 2 (o czym mozna si¢ takze przekonac, analizu-
jac wyswietlong zawartosc¢ tablicy). Warto$¢ wynikowa jest nastepnie przekazywana jako wynik kaz-
dego wywotania metody recFind(), a w koficu metoda find() zwraca go uzytkownikowi klasy.

Rekurencyjny algorytm wyszukiwania binarnego ma tg sama ztozonos¢ dzialania co algorytm
wykorzystujacy petle — ztozonos¢é O(logN). Jest on nieco bardziej elegancki, cho¢ jednoczesnie nieco
wolniejszy.

Algorytmy ,,dziel 1 zwycig¢za)”

Rekurencyjne wyszukiwanie binarne jest przyktadem algorytmu typu dziel i zwyciezaj. Zasada dzia-
fania algorytmow tego typu polega na podzieleniu duzego problemu na mniejsze, a nastgpnie nie-
zaleznego rozwigzywania kazdego z nich. Rozwiazanie kazdego z mniejszych probleméw jest takie
samo — jest on dzielony na jeszcze mniejsze problemy, ktore nastepnie zostaja rozwigzane nieza-
leznie od siebie. Ten proces podzialu na coraz to mniejsze problemy jest kontynuowany az do mo-
mentu uzyskania przypadku bazowego, ktdry mozna rozwigza¢ w prosty sposob bez dalszego dzielenia
zagadnienia.

Metodologia ,,dziel i zwycigzaj” jest bardzo czesto uzywana w algorytmach rekurencyjnych,
cho¢, jak mozna si¢ byto przekona¢ na przyktadzie wyszukiwania binarnego przedstawionego w roz-
dziale 2., mozna ja takze zastosowac¢ w algorytmach, ktore nie sa rekurencyjne.

Metody dziatajace zgodnie z zasada ,,dziel i zwyciezaj” zawieraja zazwyczaj dwa rekurencyjne
wywolania same;j siebie, z ktdrych kazde obstuguje ,,potowe” problemu. W przypadku wyszukiwania
binarnego wystepuja dwa takie wywotania, lecz w rzeczywistosci wykonywane jest tylko jedno z nich
(to, ktdre z nich zostanie wykonane, zalezy od wartosci klucza). Algorytm sortowania przez scalanie
przedstawiony w dalszej czgsci rozdziatu wykonuje oba rekurencyjne wywotania (kazde z nich sor-
tuje potowg tablicy).
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w wywotaniu
przekazywane sg argumenty
lowerBound=0
upperBound=15

|+

lowerBound=0
upperBound=15

lowerBound=0
upperBound=6

lowerBound=0
upperBound=2

lowerBound=2
upperBound=2

Znaleziono
element
w komorce
o indeksie 2
Zwraca 2

Wersja 5

Wersja 4

Wersja 3

Zwraca 2

Wersja 2

Zwraca 2

Wersja 1

Zwraca 2

Zwraca 2

v RYSUNEK 6.9.

Rekurencyjna metoda
Zwraca 2 binarySearch()

Wieze Hanoi

Wieze Hanoi to starozytna zagadka sktadajaca si¢ z pewnej ilosci dyskow umieszczonych na trzech
kolumnach, w sposo6b przedstawiony na rysunku 6.10.

Wszystkie dyski maja rézne srednice oraz otwory na samym $rodku, dzigki czemu mozna je
umieszczaé na kolumnach. Poczatkowo wszystkie dyski sa umieszczane na kolumnie A. Celem za-
gadki jest przeniesienie wszystkich dyskow na kolumng C. W kazdym ruchu mozna przenosi¢ tyl-
ko jeden dysk, a dodatkowo Zzaden dysk nie moze by¢ umieszczony na dysku o mniejszej srednicy.
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RYSUNEK 6.10.
Wieze Hanoi

Istnieje starozytna legenda twierdzaca, ze gdzies w Indiach, w niedostgpnej $wiatyni, mnisi pra-
cuja dzien i noc, aby przenies¢ 64 ztote dyski z jednej wysadzanej diamentami kolumny na druga.
Gdy skoncza, ma nastapi¢ koniec $§wiata. Na szczgscie, wszelkie obawy jakie mozna poczué po po-
znaniu tej legendy znikna, gdy okaze sig, jak wiele czasu zajmuje rozwiazanie tej zagadki, nawet dla
znacznie mniejszej ilosci dyskow.

Aplet Towers Workshop

Uruchom aplet Towers Workshop. Korzystajac z niego, mozna samodzielnie podjaé probe rozwiaza-
nia zagadki, przesuwajac myszka najwyzszy dysk i umieszczajac go na innej kolumnie. Rysunek 6.11
przedstawia wyglad apletu po wykonaniu kilku przesunigc¢.

& Applet Yiewer: Towers.class : i [m]

Applet
Stepl Run | Enter humber: IE

Maved disk 4 from Ata &

RYSUNEK 6.11.
Aplet demonstracyjny
Applet stanted. — Wieze Hanoi
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Apletu mozna uzywac na trzy sposoby:

e Mozna sprébowaé samodzielnie rozwigza¢ problem, przeciagajac dyski z jednej kolumny na
druga przy uzyciu myszki.

e Mozna klikaé¢ przycisk Step (Krok), aby obserwowac, jak algorytm rozwiazuje zagadke. Pod-
czas wykonywania kazdego kroku w oknie apletu jest wyswietlany komunikat opisujacy czyn-
nosci wykonywane przez algorytm.

e Mozna takze klikna¢ przycisk Run (Uruchom), aby zobaczy¢, jak algorytm rozwiazuje zagadke
bez zadnej interwencji ze strony uzytkownika, przesuwajac dyski na poszczegélne kolumny.

Aby ponownie rozpoczaé zagadke, nalezy wpisac ilos¢ dyskow, jaka ma zostaé uzyta, a nastgp-
nie dwukrotnie kliknaé przycisk New (Nowa) (pierwsze kliknigcie powoduje wyswietlenie pytania,
czy na pewno nalezy ponownie rozpocza¢ zagadke). Poczatkowo odpowiednio utozone dyski zostang
umieszczone na kolumnie A. Gdy pierwszy dysk zostanie przeciagnigty myszka na inng kolumne,
przestanie by¢ dostepna mozliwos¢ korzystania z przyciskow Step oraz Run. Aby méc z nich skorzy-
sta¢, konieczne bedzie ponowne rozpoczgcie zagadki (z wykorzystaniem przycisku New). Niemniej
jednak nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozpocza¢ samodzielne rozwiazywanie zagadki podczas kro-
kowego lub w pelni automatycznego dziatania algorytmu, badz tez, aby przejs¢ do trybu w petni au-
tomatycznego po wczesniejszym klikaniu przycisku Stzep lub do trybu krokowego podczas w petni
automatycznego rozwigzywania zagadki.

Warto podjaé probe samodzielnego rozwiazania zagadki przy uzyciu niewielkiej liczby dyskow,
na przyktad trzech lub czterech. Potem mozna sprobowac ja rozwiazaé, gdy dyskow bedzie wigce;.
Aplet pozwala na intuicyjne poznanie sposobu rozwiazywania zagadki Wiez Hanoi.

Przesuwanie poddrzew

Zatézmy, ze poczatkowe rozmieszczenie dyskéw na kolumnie A, przypominajace ksztaltem drzewo
lub piramide, okreslimy mianem drzewa. (Takie ,,drzewa” nie maja nic wspolnego z drzewiastymi
strukturami danych, opisywanymi w innych rozdziatach niniejszej ksiazki). Bawiac si¢ apletem, moz-
na zauwazyc¢, ze podobne, lecz mniejsze drzewa sa generowane jako fragmenty procesu rozwiazy-
wania zagadki. Te mniejsze drzewa, zawierajace jedynie czes¢ catosci dyskdéw uzywanych z zagadce,
bedziemy nazywac poddrzewami. Na przyktad mozna zauwazy¢, ze w przypadku zagadki wykorzy-
stujacej cztery dyski, w jednym z krokdéw posrednich wystgpuje poddrzewo skladajace si¢ z 3 dyskow
umieszczonych na kolumnie B (przedstawione na rysunku 6.12).

RYSUNEK 6.12.
Poddrzewo
na kolumnie B

Takie poddrzewa sa wielokrotnie tworzone podczas procesu rozwigzywania zagadki. Wynika to
z faktu, ze utworzenie poddrzewa jest jedynym sposobem przeniesienia wigkszego dysku z jednej
kolumny na druga — wszystkie mniejsze dyski musza by¢ umieszczane na srodkowej kolumnie,
gdzie w naturalny spos6b formuja poddrzewo.
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Oto reguta, ktéra moze poméoc w samodzielnym rozwiazywaniu zagadki. Jesli poddrzewo, ktore
chcemy przesunaé, sktada sie z nieparzystej liczby dyskow, to dysk znajdujacy si¢ na jego wierz-
chotku mozna umiesci¢ bezposrednio na docelowej kolumnie. Jesli natomiast przesuwane poddrze-
wo zawiera parzysta ilos¢ dyskow, dysk znajdujacy si¢ na jego wierzchotku nalezy przesunaé na srod-
kowa kolumne.

Algorytm rekurencyjny

Rozwiazanie problemu Wiez Hanoi mozna wyrazi¢ w sposob rekurencyjny, wykorzystujac przy tym
notacje¢ poddrzew. Zalézmy, ze chcemy przenies¢ wszystkie dyski z kolumny zroédtowej (nazwijmy
ja Z) na kolumne docelowsa (oznaczong symbolem D). Dostgpna jest kolumna pomocnicza (oznacza-
na symbolem /). Zaktadamy takze, ze na kolumnie Z znajduje si¢ # dyskow. Oto algorytm:

(1) Przenie$ poddrzewo sktadajace si¢ z n — 1 dyskdow z kolumny Z na kolumneg /.
(2) Przenies ostatni (najwickszy dysk) z kolumny Z na D.
(3) Przenies poddrzewo z kolumny / na D.

Na samym poczatku kolumna zrédtowa jest kolumna A, kolumna pomocnicza — kolumna B,
a docelowa — kolumna C. Na rysunku 6.13 zostaly przedstawione trzy kroki ilustrujace ten sposob
rozwigzywania problemu Wiez Hanoi.

W pierwszej kolejnosci poddrzewo sktadajace si¢ z dyskow 1, 2 oraz 3 jest przesuwane na
kolumne B. Nastepnie najwigkszy dysk — 4 — jest przesuwany na kolumng C. W ostatnim kroku
cate poddrzewo jest przesuwane z kolumny B na C.

Oczywiscie algorytm ten nie pokazuje, w jaki sposdb mozna przenie$é poddrzewo sktadajace si¢
z dyskow 1, 2 oraz 3 na kolumng B, gdyz w jednym ruchu nie mozna przenies¢ catego poddrzewa
— jeden ruch umozliwia przeniesienie tylko jednego dysku. Przeniesienie poddrzewa sktadajacego
si¢ z trzech dyskow nie jest zadaniem prostym. Niemniej jednak jest prostsze niz przeniesienie drze-
wa sktadajacego si¢ z czterech dyskow.

Jak si¢ okazuje, przesunigcie trzech dyskdéw z kolumny A4 na docelowa kolumng B takze mozna
zrealizowa¢ poprzez wykonanie tych samych trzech czynnosci, koniecznych do przeniesienia czterech
dyskéw. Te czynnosci to: przeniesienie poddrzewa skladajacego si¢ z dwodch pierwszych dyskow
z kolumny A na pomocnicza kolumng C, przeniesienie trzeciego dysku z kolumny 4 na docelowa
kolumne B i w koncu przeniesienie poddrzewa z kolumny C na B.

A w jaki sposob mozna przenies¢ poddrzewo sktadajace si¢ z dwoch dyskoéw z kolumny 4 na C?
Ot6z nalezy przenie$¢ poddrzewo sktadajace si¢ z jednego dysku (1) z kolumny A4 na B. To jest przy-
padek bazowy: przesuwajac jeden dysk, mozna go po prostu zdjac z jednej kolumny i umiescié¢ na
drugiej — nie wymaga to zadnych dodatkowych czynnosci. Nastgpnie pozostaje przeniesienie wigk-
szego dysku (2) z kolumny 4 na C i umieszczenie na nim poddrzewa (czyli dysku 1).

Program towers.java

Program fowers.java rozwiazuje zagadke Wiez Hanoi przy uzyciu algorytmu rekurencyjnego. Pro-
gram przedstawia wykonywane czynno$ci, wyswietlajac stosowne opisy; takie rozwiazanie znacz-
nie upraszcza kod programu, ktéry w przypadku koniecznosci wyswietlania kolumn i dyskéw byl-
by znacznie bardziej skomplikowany. Zadaniem uzytkownika programu jest odczytanie listy operacji
i samodzielne wykonanie odpowiednich czynnosci.
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Przenosimy
poddrzewo
na kolumne B

o)

Przenosimy ostatni g
dysk na kolumne C

b)
Przenosimy
poddrzewo
na kolumne C
c)
Zagadka jest
rozwigzana!
RYSUNEK 6.13.
Rekurencyjne
rozwigzanie
problemu
d) Wiez Hanoi

Sam kod programu jest bardzo prosty. Metoda main() zawiera pojedyncze wywotanie metody
doTowers(). Z kolei metoda doTowers() rekurencyjnie wywotuje sama siebie az do momentu roz-
wiazania catego problemu. W tej wersji programu, przedstawionej na listingu 6.4, wykorzystywane
sa jedynie trzy dyski; cho¢ oczywiscie mozna ponownie skompilowaé program, tak aby liczba wyko-
rzystywanych dyskow byta inna.

LISTING 6.4.
Program towers.java

// towers.java

// Program rozwigzuje zagadke Wiez Hanoi

// Aby wykonaC program: C>java TowersApp
Ny,
class TowersApp

{

static int nDisks = 3;
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public static void main(String[] args)

doTowers(nDisks, 'A', 'B', 'C");

public static void doTowers(int topN,
char src, char inter, char dest)

{
if(topN==1)

System.out.printin("Dysk 1 z " + src + " na "+ dest);
else

{

doTowers(topN-1, src, dest, inter); // z kol. Zrddtowej na pomocnicza

System.out.printin("Dysk " + topN + // przesuwamy
"z " +src+ " na"+dest);
doTowers(topN-1, inter, src, dest); // wstawiamy dysk

}// koniec klasy TowersApp
1IP0I 0010001071771771111717

Nalezy pamietaé, ze trzy dyski sa przenoszone z kolumny 4 na kolumng C. Ponizej zostaty
przedstawione wyniki wykonania programu:

Dysk 1 zAnaC
Dysk 2z AnaB
Dysk 1zCnaB
Dysk 3z AnaC
Dysk 1 z B na A
Dysk 2 zBnaC
Dysk 1 zAnaC

Argumentami wywotania metody doTowers() sa: ilo$¢ przenoszonych dyskow, kolumna zro-
dlowa (from), pomocnicza (inter) oraz docelowa (dest). Za kazdym razem gdy metoda wywotuje
sama siebie, ilos¢ dyskow jest zmniejszana o jeden. Zmieniane sg takze kolumny — zrédtowa, po-
mocnicza i docelowa.

Ponizej zostaly przedstawione wyniki wykonania programu zawierajace dodatkowe informacje,
pokazujace, w ktérym miejscu rozpoczyna si¢ wykonywanie metody, jakie sa jej argumenty oraz czy
dysk jest przesuwany, poniewaz zostal spetniony warunek bazowy (poddrzewo zawiera tylko jeden
dysk), czy tez dlatego, ze jest to najwigkszy dysk pozostaty po przeniesieniu poddrzewa:

Poczatek (3 dyski): z=A, i=B, d=C
Poczatek (2 dyski): z=A, i=C, d=B
Poczatek (1 dysk): z=A, i=B, d=C
Przypadek bazowy: przesuwamy dysk 1 z Ana C
Koniec (1 dysk)
Przesuwamy dolny dysk 2 z Ana B
Poczatek (1 dysk): z=C, i=A, d=B
Przypadek bazowy: przesuwamy dysk 1 z C na B
Koniec (1 dysk)
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Koniec (2 dyski)
Przesuwamy dolny dysk 3 z Ana C
Poczatek (2 dyski): z=B, i=A, d=C
Poczatek (1 dysk): z=B, i=C, d=A
Przypadek bazowy: przesuwamy dysk 1 z B na A
Koniec (1 dysk)
Przesuwamy dolny dysk 2 z B na C
Poczatek (1 dysk): z=A, i=B, d=C
Przypadek bazowy: przesuwamy dysk 1 z Ana C
Koniec (1 dysk)
Koniec (2 dyski)
Koniec (3 dyski)

Przestudiowanie powyzszych wynikow oraz kodu zrédtowego metody doTowers() powinno
umozliwié¢ zrozumienie zasady dziatania tej metody. To zadziwiajace, ze tak prosty fragment kodu
jest w stanie rozwiaza¢ pozornie tak bardzo zlozony problem.

Sortowanie przez scalanie

Ostatnim przyktadem rekurencji przedstawionym w tym rozdziale bedzie algorytm sortowania przez
scalanie. Jest to algorytm sortujacy, ktorego efektywnos$¢ jest znacznie wyzsza od efektywnosci
rozwiazania przedstawionego w rozdziale 3., ,,Proste algorytmy sortowania”, przynajmniej pod
wzgledem szybkosci dziatania. Algorytm ,,babelkowy” oraz algorytmy bazujace na wstawianiu oraz
selekeji maja ztozono$é rzedu O(N?), natomiast algorytm sortowania przez scalanie — ztozono$é O
(N * logN). Wykres przedstawiony na rysunku 2.9 (w rozdziale 2.) pokazuje, jak ogromny jest to
wzrost efektywnosci 1 szybkosci dziatania. Na przyktad, jesli N (ilo§¢ sortowanych elementow) wy-
nosi 10 000, to N* wynosi 100 000 000, natomiast N * logN — jedynie 40 000. A zatem zak}ada-
jac, ze posortowanie takiej ilosci elementdw przy uzyciu algorytmu mergestort trwa 40 sekund, to
w przypadku algorytmu wstawiania sortowanie zajeloby 28 godzin.

Algorytm sortowania przez scalanie jest stosunkowo tatwy do zaimplementowania. Pojgeciowo
jest on znacznie tatwiejszy od algorytmow quicksort oraz sortowania Shella, ktore zostang oméwione
w nastepnym rozdziale.

Wada tego algorytmu jest konieczno$¢ utworzenia w pamigci dodatkowe;j tablicy o takiej same;j
wielkos$ci jak sortowana tablica. A zatem, jesli sortowana tablica zajmuje prawie cala dostgpna pa-
mig¢ komputera, to algorytm ten nie bedzie nadawat si¢ do wykorzystania. Jesli jednak wolnej pamig-
ci jest duzo, to jego zastosowanie bgdzie dobrym pomystem.

Scalanie dwéch posortowanych tablic

Najwazniejsza czescia algorytmu sortowania przez scalanie jest scalenie dwdch posortowanych ta-
blic. W wyniku scalenia dwdch posortowanych tablic A i B powstaje trzecia tablica — C, ktdra
zawiera posortowane elementy z tablic A i B. W pierwszej kolejnosci zostanie przedstawiony wiasnie
proces scalania, a dopiero potem sposdb wykorzystania tego procesu w sortowaniu.
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Wyobrazmy sobie dwie posortowane tablice. Tablice te nie musza by¢ tej samej wielkosci. Za-
16zmy przyktadowo, ze tablica A zawiera 4 elementy, a tablica B 6 elementéw. W wyniku scalenia
zawartos¢ tych tablic zostanie zapisana w tablicy C, ktéra poczatkowo sktada si¢ z 10 pustych ko-
morek. Tablice te zostaty przedstawione na rysunku 6.14.

AR,
0 1 2 3
® \0

a) przed scaleniem

C| 7 |14|23|39|47|55|62|74|81 |95'
o v J2 s fs s e |7 s e
RYSUNEK 6.14.

b) po scaleniu Scalanie dwoch tablic

Cyfry umieszczone w kéteczkach widoczne na rysunku 6.14 okreslaja kolejnos¢, w jakiej ele-
menty tablic A i B sa zapisywane w tablicy C. W tabeli 6.3 zostaty przedstawione poréwnania, ktore
nalezy wykonaé, aby okresli¢, jakie elementy majg by¢ skopiowane. Kroki zamieszczone w tabeli
odpowiadaja czynnosciom przedstawionym na rysunku. Po kazdym poréwnaniu mniejszy z elemen-
tow jest zapisywany w tablicy C.

TABELA 6.3.

Czynnosci zwiazane ze scalaniem tablic
Krok Poréwnanie (jesli jest) Kopiowanie
1 Poréwnujemy liczby 23 oraz 7 Kopiujemy liczbe 7 z tablicy B do C
2 Poréwnujemy liczby 23 oraz 14 Kopiujemy liczbe 14 z tablicy B do C
3 Poréwnujemy liczby 23 oraz 39 Kopiujemy liczbe 23 z tablicy A do C
4 Poréwnujemy liczby 39 oraz 47 Kopiujemy liczbe 39 z tablicy B do C
5 Poréwnujemy liczby 55 oraz 47 Kopiujemy liczbe 47 z tablicy A do C
6 Poréwnujemy liczby 55 oraz 81 Kopiujemy liczbe 55 z tablicy B do C
7 Poréwnujemy liczby 62 oraz 81 Kopiujemy liczbe 62 z tablicy B do C
8 Poréwnujemy liczby 74 oraz 81 Kopiujemy liczbe 74 z tablicy B do C
9 Kopiujemy liczbe 81 z tablicy A do C
10 Kopiujemy liczbe 95 z tablicy A do C

Warto zwrdci¢ uwage, iz po wykonaniu kroku 8. tablica B jest pusta, a zatem nie ma potrzeby
wykonywania jakichkolwiek dodatkowych poréwnan; wszystkie pozostate elementy tablicy A moz-
na po prostu skopiowaé do tablicy C.
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Listing 6.5 przedstawia napisany w Javie program realizujacy operacj¢ scalenia zaprezento-
wana na rysunku 6.14 oraz w tabeli 6.3. Nie jest to program rekurencyjny — jest on jedynie wste-
pem, ktory pozwoli zrozumie¢ dziatanie algorytmu sortowania przez scalanie.

LISTING 6.5.
Program merge.java

// merge.java
// Program demonstrujacy scalanie dwdéch tabel i zapis ich
// zawarto$ci w trzeciej.
// Aby uruchomi¢ program: C>java MergeApp
11770000117 7000 0001770070017 70070077777007007017777771111711711117
class MergeApp
{

public static void main(String[] args)

int[] arrayA
int[] arrayB
int[] arrayC

{23, 47, 81, 95};
{7, 14, 39, 55, 62, 74};
new int[10];

merge(arrayA, 4, arrayB, 6, arrayC);
display(arrayC, 10);
}// koniec metody main()

// taczymy tablice A i B zapisujac ich zawartoS¢ w tablicy C
public static void merge( int[] arrayA, int sizeA,
int[] arrayB, int sizeB,
int[] arrayC )
{

int aDex=0, bDex=0, cDex=0;

while(aDex < sizeA && bDex < sizeB) // zadna tablica nie jest pusta
if( arrayAlaDex] < arrayB[bDex] )
arrayCLcDex++] = arrayALaDex++];
else
arrayCLcDex++] = arrayB[bDex++];

while(aDex < sizeA) // tablica B (arrayB) jest pusta,
arrayClcDex++] = arrayAlaDex++]; // ale tablica A (arrayA) nie jest
while(bDex < sizeB) // tablica A (arrayA) jest pusta,
arrayClcDex++] = arrayB[bDex++]; // ale tablica B (arrayB) nie jest
}// end merge()

// wySwietlenie tablicy
public static void display(int[] theArray, int size)
{
for(int j=0; j<size; j++)
System.out.print(theArray[j]l + " ");
System.out.printIn("");

}



268 6. REKURENCIJA

}// koniec klasy MergeApp
ITILTTIIIEI LD LD i 0101101001001 0177117177

W metodzie main() tworzone sg trzy tablice — arrayA, arrayB oraz arrayC, nastgpnie wywo-
lywana jest metoda merge() scalajaca tablice arrayA i arrayB i zapisujaca ich zawarto$¢ w tablicy
arrayC, a w koncu zawartosc tablicy arrayC jest wyswietlana. Oto wyniki wykonania programu:

7 14 23 39 47 55 62 74 81 95

Wewnatrz metody merge() umieszczone sa trzy petle while. Pierwsza z nich analizuje zawartos¢
tablicy arrayA oraz arrayB, porownujac ich elementy i zapisujac mniejszy z nich do tablicy arrayC.

Druga petla obstuguje sytuacje, w ktorej cata zawartos¢ tablicy arrayB zostata zapisana w arrayC,
natomiast w tablicy arrayA wciaz pozostaty elementy do przeniesienia (wlasnie tak dzieje si¢ w na-
szym przyktadzie, w ktorym w tabeli arrayA pozostaja liczby 81 i 95). Petla ta kopiuje pozostate ele-
menty tablicy arrayA i zapisuje je w tablicy arrayC.

Trzecia petla while obshuguje podobng sytuacje, gdy wszystkie elementy z tablicy arrayA zo-
staty zapisane w arrayC, lecz w tablicy arrayB wciaz pozostaja elementy, ktore nalezy przeniesé. Petla
kopiuje te elementy do tablicy arrayC.

Sortowanie przez scalanie

Idea dziatania algorytmu sortowania przez scalanie polega na podzieleniu tablicy na dwie czgsci,
posortowaniu kazdej z nich, a nastgpnie scaleniu obu posortowanych potéwek z wykorzystaniem
metody merge() z powrotem w jedna tablice. A w jaki sposdb sa sortowane te poldwki oryginalnej
tablicy? Niniejszy rozdzial przedstawia zagadnienia rekurencji, a zatem Czytelnik zapewne juz zna
odpowiedz — te potdwki dzieli si¢ na polowy, ktore nastgpnie sg sortowane i ponownie scalane.

W podobny sposdb wszystkie pary dsmych czesci tablicy sa scalane, tworzac posortowane
¢wiartki, wszystkie pary szesnastych czesci tablicy sa scalane, tworzac posortowane 6sme czg$ci
tablicy, i tak dalej. Tablica jest dzielona, az do momentu uzyskania poddrzewa zawierajacego tyl-
ko jeden element. To jest przypadek bazowy — zakladamy bowiem, Zze tablica zawierajaca jeden
element jest posortowana.

Jak mozna si¢ bylo przekonaé, kazde rekurencyjne wywolanie metody powoduje zmniejszenie
danych, na jakich operujemy, jednak przed zakonczeniem wywotania dane te sa ponownie taczone.
W przypadku algorytmu sortowania przez scalanie kazde rekurencyjne wywolanie metody powoduje
podzielenie zakresu danych, na jakich operujemy na potowe¢ i ponowne scalenie mniejszych zakre-
sOw przez zakonczeniem wywotania.

Gdy metoda mergeSort () konczy dziatanie po dotarciu do dwoch jednoelementowych tablic,
elementy te sg scalane do postaci posortowanej tablicy dwuelementowej. Wszystkie pary tablicy dwu-
elementowych sg nastgpnie scalane do postaci tablicy czteroelementowych. Proces ten jest kontynu-
owany, az do momentu gdy cata tablica zostanie posortowana. Sposéb dziatania algorytmu najlatwiej
mozna przedstawié, w przypadku gdy ilo$¢ elementéw w poczatkowej tablicy jest potega liczby 2,
jak pokazano na rysunku 6.15.

W pierwszej kolejnosci na samym dole tablicy zakresy 0-0 oraz 0-1 sg scalane do zakresu 0-1.
Oczywiscie w rzeczywistosci zakresy 0-0 oraz 1-1 nie sa prawdziwymi zakresami — sg to pojedyn-
cze elementy, spetniajace warunek bazowy. Podobnie zakresy 2-2 oraz 3-3 sa scalane do zakresu 2-3.
Nastepnie zakresy 0-1 oraz 2-3 sg scalane do zakresu 0-3.
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RYSUNEK 6.15.
Scalanie coraz
wigkszych tablic

W gdrnej potdwce tablicy zakresy 4-4 1 5-5 sa scalane do zakresu 4-5, zakresy 6-6 1 7- 7 do za-
kresu 6-7, a zakresy 4-5 i 6-7 do zakresu 4-7. W koncu dolna potdwka tablicy (zakres 0-3) oraz jej

gbrna potdwka (zakres 4-7) sa taczone w pelna, posortowang tablice (zakres 0-7).

Jesli natomiast ilo$¢ elementéw tablicy nie jest potega liczby 2, zachodzi koniecznos¢ scalenia
tablic o r6znych wielko$ciach. Na przyktad rysunek 6.16 przedstawia sytuacje, w ktorej sortowana
tablica zawiera 12 elementow. W tym przypadku nalezy scali¢ tablice zawierajaca 2 elementy z ta-

blicgq zawierajaca 1 element, uzyskujac w ten sposob tablice trdjelementowa.
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o) 12 21 33 64 70 85

RYSUNEK 6.16.
Scalanie tablic,
ktérych wielkosé

o 3 12 21 24 33 40 44 51 64 70 85 97 nie jest potega
liczby 2

W pierwszej kolejnosci jednoelementowy zakres 0-0 jest scalany z jednoelementowym zakre-
sem 1-1, tworzac w ten sposob dwuelementowy zakres 0-1. Nastgpnie zakres 0-1 jest scalany z jed-
noelementowym zakresem 2-2. W ten sposob tworzony jest trojelementowy zakres 0-2. Ten zakres
jest z kolei scalany z trojelementowym zakresem 3-5. Proces ten trwa az do posortowania catej tablicy.
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Nalezy zauwazy¢, ze algorytm sortowania przez scalanie nie scala dwdch niezaleznych tablic,
zapisujac ich elementy w trzeciej, jak to byto robione w programie merge.java. Zamiast tego sca-
lane sa dwa fragmenty tej samej tablicy, w ktorej takze sa zapisywane wyniki scalenia.

Mozna si¢ zastanawiac, gdzie sg przechowywane wszystkie te ,,podtablice”. Algorytm tworzy
w tym celu tablicg robocza, ktorej wielkos$¢ odpowiada wielko$ci oryginalnej sortowanej tablicy.
Wszystkie podtablice sg przechowywane w odpowiednich miejscach tej tablicy roboczej. Oznacza to,
ze podtablice wyznaczone w oryginalnej tablicy sa kopiowane w odpowiednie miejsca tablicy robo-
czej. Po kazdym scaleniu zawarto$¢ tablicy roboczej jest kopiowana z powrotem do tablicy oryginalne;.

Applet MergeSort Workshop

Opisywany w tej czesci rozdziatu proces sortowania tatwiej doceni¢, gdy naocznie mozna si¢ prze-
konaé, w jaki sposdb on dziata. W tym celu uruchom aplet MergeSort Workshop. Klikajac przycisk
Step (Krok), mozna wykonywa¢ algorytm krok po kroku. Na rysunku 6.17 zostal przedstawiony stan
algorytmu po wykonaniu trzech pierwszych krokow.

& Applet Yiewer: MergeSort.class =3 o ] 4

Applet
Bapizssm. e | | |

Compatisons =0

upper

Will ort lower half: 0-5

RYSUNEK 6.17
Aplet demonstracyjny

Applet started. sortowania przez scalanie

Strzatki lower oraz upper oznaczaja zakres liczb aktualnie analizowany przez algorytm, z kolei
strzatka mid wskazuje $rodek rozpatrywanego zakresu. Poczatkowo zakres obejmuje catg sortowa-
na tablice, a nastgpnie jest dzielony na potowy za kazdym razem, gdy metoda mergesort() wywotuje
sama siebie. Gdy rozpatrywany zakres zawiera jeden element, metoda zostaje zakonczona — jest
to warunek bazowy algorytmu. W przeciwnym przypadku scalane sa dwie podtablice. Aplet wyswie-
tla takze komunikaty tekstowe, na przyktad: ,,Will sort lower half: 0-5”, informujac uzytkownika
o wykonywanych czynnos$ciach oraz o aktualnie rozpatrywanym zakresie tablicy.

Wiele krokéw algorytmu polega na wywotaniu metody mergesort () lub zwracaniu wartosci. Ope-
racje porownywania oraz kopiowania sa wykonywane wyltacznie podczas procesu scalania, kiedy to
aplet generuje komunikaty o postaci ,,Merged 0-0 and 1-1 into workspace”. Samego scalenia nie
mozna zaobserwowacé, gdyz obszar roboczy nie jest prezentowany. Niemniej jednak, po skopiowaniu
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odpowiedniego fragmentu obszaru roboczego do oryginalnej tablicy, mozna zobaczy¢ wyniki scale-
nia — stupki w danym zakresie zostang wyswietlone w kolejnosci rosnace;.

Na samym poczatku zostang posortowane dwa pierwsze stupki, nastepnie pierwsze trzy shupki,
potem pierwsze dwa shupki zakresu 3-4, trzy stupki zakresu 3-5, sze$¢ stupkow zakresu 0-5, i tak
dalej, zgodnie z sekwencja przedstawiong na rysunku 6.16. W koncu wszystkie stupki zostana po-
sortowane.

Klikajac przycisk Run (Uruchom), mozna zazada¢ wykonania catego algorytmu. Proces ten
mozna jednak w dowolnej chwili przerwacé, klikajac przycisk Step. Po przerwaniu wykonywania al-
gorytmu mozna go realizowa¢ krokowo — naciskajac przycisk Step — jak réwniez wznowi¢ wyko-
nywanie ,,ciagle” — klikajac ponownie przycisk Run.

Podobnie jak w innych apletach demonstrujacych algorytmy sortowania, takze i w tym kliknie-
cie przycisku New (Nowe) powoduje zapisanie w tablicy nowej grupy nieposortowanych liczb oraz
przetacza wypethianie tablicy liczbami losowymi badz liczbami zapisanymi w kolejnosci malejace;.
Przycisk Size (Wielkos¢) umozliwia zmiang ilosci sortowanych liczb — dostepne ilosci to 12 oraz 100.

Wyjatkowo pouczajace jest obserwowanie dziatania algorytmu podczas sortowania 100 liczb za-
pisanych poczatkowo w kolejnosci malejacej. Wyswietlane wyniki bardzo wyraznie pokazuja, jak
kolejne zakresy sa sortowane niezaleznie do siebie, a nastepnie scalane, oraz jak zakresy staja si¢ co-
raz to wigksze.

Program mergeSort.java

W dalszej czgsci rozdziatu zostanie przedstawiony caly program mergeSortjava. W pierwszej kolej-
nosci przeanalizujemy jednak metode, ktdra realizuje algorytm sortowania przez scalanie. Oto jej kod:

private void recMergeSort(Tong[] workSpace, int TowerBound,
int upperBound)

{

if(TowerBound == upperBound) // je$li zakres zawiera 1 elem.,
return; // nie ma sensu sortowac

else
{ // znajdujemy punkt Srodkowy

int mid = (lowerBound+upperBound) / 2;

// sortujemy Tewa potdowke
recMergeSort(workSpace, TowerBound, mid);

// sortujemy prawa potowke
recMergeSort (workSpace, mid+1, upperBound);

// scalamy posortowane potowki
merge(workSpace, TowerBound, mid+1, upperBound);
} /7 koniec klauzuli else

}// koniec metody recMergeSort()

Jak mozna si¢ przekonac, oprocz przypadku bazowego, kod metody zawiera wylacznie cztery
inne instrukcje. Jednak z nich wyznacza punkt srodkowy analizowanego zakresu, dwie kolejne sa
rekurencyjnymi wywotaniami metody recMergeSort() (po jednym dla kazdej potéwki analizowane-
go zakresu), a ostatnig jest wywotanie metody merge() scalajacej posortowane potowki zakresu. Przy-
padek bazowy zachodzi, gdy analizowany zakres zawiera tylko jeden element (czyli gdy TowerBound
==upperBound); w takiej sytuacji dziatanie metody zostanie bezzwtocznie zakonczone.
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W programie mergeSort.java uzytkownik klasy ma dostgp jedynie do metody mergeSort(). Me-
toda ta tworzy tablice workSpace[], a nastgpnie wywoluje rekurencyjna metode recMergeSort(),
ktdra jest odpowiedzialna za faktyczne posortowanie tablicy. Stworzenie tablicy roboczej na potrze-
by sortowania jest realizowane w metodzie mergeSort (). Gdyby tablica ta byta tworzona w metodzie
recMergeSort (), to kazde rekurencyjne wywotanie tej metody powodowaloby ponowne utworzenie
tablicy. Oczywiscie bytoby to bardzo nieefektywne.

Metoda merge() przedstawiona wczesniej w programie merge.java (patrz listing 6.5) operowata
na trzech oddzielnych tablicach: dwoch tablicach zrodtowych oraz jednej tablicy wynikowej. Metoda
merge() wykorzystana w programie mergeSort.java operuje na jednej tablicy — polu theArray klasy
DArray. Argumentami wywotania tej metody sa liczby okreslajace punkt poczatkowy dolnej potowy
podtabeli, punkt poczatkowy gornej potowy podtabeli oraz punkt koncowy gornej potowy podtabeli.
Na podstawie tych informacji metoda oblicza wielkosci obu fragmentéw analizowanego obszaru tabeli.

Pelny kod programu mergeSort java zostat przedstawiony na listingu 6.6. Program ten wykorzy-
stuje klas¢ DArray — odmiang klasy implementujacej tablice przedstawionej w rozdziale 2., wzboga-
cong o metody recMergeSort() oraz mergeSort(). Metoda main() programu tworzy tablice, zapisuje
w niej 12 elementow, wyswietla jej poczatkowa zawartosé, nastepnie wywoluje metode mergeSort(),
po czym ponownie wyswietla zawarto$¢ tablicy.

LISTING 6.6
Program mergeSort.java

// mergeSort.java

// Program demonstruje rekurencyjne sortowanie przez scalanie

// Aby uruchomi¢ program: C>java MergeSortApp

[I1770000 117700000017 700700 177007707 77770070707017717771111711711117
class DArray

{
private long[] theArray; // odwotanie do tablicy theArray
private int nElems; // i10S¢ elementow
e
public DArray(int max) // konstruktor
{
theArray = new long[max]; // stworzenie tablicy
nElems = 0;
}
e
public void insert(long value) // zapisanie elementu w tablicy
{
theArray[nElems] = value; // wstawiamy element
nElems++; // inkrementujemy ilos$¢ elementdw
}
e
public void display() // wySwietlenie zawarto$ci tablicy
{
for(int j=0; j<nElems; j++) // dla kazdego elementu,

System.out.print(theArray[j] + " "); // wySwietlamy go
System.out.printin("");

}

public void mergeSort() // wywotywana przez main()
{ // tworzymy obszar roboczy



274 6. REKURENCIJA

Tong[ ] workSpace = new long[nElems];
recMergeSort (workSpace, 0, nElems-1);

private void recMergeSort(long[] workSpace, int TlowerBound,
int upperBound)

if(lowerBound == upperBound) // je$li zakres zawiera 1 elem.,
return; // nie ma sensu sortowac
else

// znajdujemy punkt Srodkowy
int mid = (lowerBound+upperBound) / 2;

// sortujemy lewg potowke
recMergeSort (workSpace, TowerBound, mid);

// sortujemy prawa potowke
recMergeSort (workSpace, mid+1, upperBound);

// scalamy posortowane potowki
merge(workSpace, TowerBound, mid+l, upperBound);
}// koniec klauzuli else

}// koniec metody recMergeSort()

private void merge(long[] workSpace, int TowPtr,
int highPtr, int upperBound)
{

int j=0; // indeks obszaru roboczego
int lowerBound = TowPtr;

int mid = highPtr-1;

int n = upperBound-TowerBound+1; // 110SC elementow

while(TowPtr <= mid && highPtr <= upperBound)
if( theArray[TowPtr] < theArrayLhighPtr] )
workSpace[ j++] = theArray[TowPtr++];
else
workSpace[ j++] = theArray[highPtr++];

while(TowPtr <= mid)
workSpace[ j++] = theArray[ TowPtr++];

while(highPtr <= upperBound)
workSpace[ j++] = theArray[highPtr++];

for(j=0; j<n; j++)
theArray[ lowerBound+j] = workSpace[j];
}// koniec metody merge()

}// koniec class DArray
LTI L0 0000001000110 11177177717
class MergeSortApp

public static void main(String[] args)

{
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int maxSize = 100; // wielkoSC tablicy
DArray arr; // odwotanie do tablicy
arr = new DArray(maxSize); // tworzymy tablice

arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert
arr.insert

64); // wstawiamy elementy
21);
33);
70);
12);
85);
44,
3);
99);
0);
108) ;
36);

N o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~

arr.display(); // wySwietTamy elementy
arr.mergeSort(); // sortujemy tablice

arr.display(); // ponownie wySwietlamy elementy
}// koniec metody main()
}// koniec class MergeSortApp
LTI EI 0000007000100 7111771077717

Wyniki wykonania tego programu przedstawiaja jedynie nieposortowang oraz posortowang za-
wartos¢ tablicy:

64 21 33 70 12 85 44 3 99 0 108 36
031221 33 36 44 64 70 85 99 108

Umieszczajac w kodzie metody recMergeSort() dodatkowe instrukcje, mozna by generowac ko-
munikaty informujace o czynnosciach, jakie program wykonuje podczas sortowania. Ponizszy przy-
ktad pokazuje, jak moglyby wygladac¢ takie informacje, generowane podczas sortowania tablicy
zawierajacej 4 liczby {64, 21, 33, 70} (tablice t¢ mozna sobie wyobrazi¢ jako dolng potéwke ta-
blicy z rysunku 6.15).

Wywotanie 0-3
Sortowana bedzie doTna potdwka 0-3
Wywotanie 0-1
Sortowana bedzie dolna potdwka 0-1
Wywotanie 0-0
Przypadek bazowy - zwracane 0-0
Sortowana bedzie gérna potéwka 0-1
Wywotanie 1-1
Przypadek bazowy - zwracane 1-1
Scalanie potowek w zakres 0-1
/wracane 0-1 theArray=21 64 33 70
Sortowana bedzie gorna potdwka 0-3
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Wywotanie 2-3
Sortowana bedzie dolna potéwka 2-3
Wywotanie 2-2
Przypadek bazowy - zwracane 2-2
Sortowana bedzie gérna potéwka 2-3
Wywotanie 3-3
Przypadek bazowy - zwracane 3-3
Scalanie potowek w zakres 2-3

/wracane 2-3 theArray=21 64 33 70
Scalanie potowek w zakres 0-3
Zwracane 0-3 theArray=21 33 64 70

Mniej wigcej te same informacje zwrécitby aplet demostracyjny MergeSort, gdyby byt w sta-
nie sortowaé jedynie cztery elementy. Analiza powyzszych wynikéw oraz pordwnanie ich z kodem
metody recMergeSort () i rysunkiem 6.15 umozliwi doktadne zrozumienie zasady dziatania omawia-
nego algorytmu sortowania.

Efektywnos¢ dziatania algorytmu sortowania przez scalanie

Zgodnie z podanymi wczesniej informacjami, efektywnos¢ dziatania algorytmu sortowania przez
scalanie wynosi O(N * logN). Ale skad to wiadomo? Przekonajmy si¢, w jaki sposéb mozna okreslic,
ile razy podczas dzialania algorytmu dane beda musiaty zostaé¢ skopiowane oraz ile razy trzeba je
bedzie poréwnywaé. Zakladamy, ze wiasnie kopiowanie danych oraz ich pordwnywanie sa operacja-
mi zajmujacymi najwigcej czasu oraz ze rekurencyjne wywolania metod i zwracanie wartosci przez
metode nie powoduje znaczacych narzutdw czasowych.

[lo$¢ kopiowan

Przeanalizujmy rysunek 6.15. Kazda komdrka umieszczona ponizej gornego wiersza liczb reprezen-
tuje dang skopiowang z tablicy do obszaru roboczego.

Dodajac do siebie ilos¢ wszystkich komérek widocznych na rysunku 6.15 (w siedmiu ponume-
rowanych etapach), mozna si¢ przekonac, ze posortowanie § elementéw wymaga wykonania 24 ope-
racji kopiowania. Log,8 ma wartos$¢ 3, a zatem 8 * log,8 daje 24. Wynika stad, ze dla tablicy za-
wierajacej 8 elementow, ilo$¢ operacji kopiowania jest proporcjonalna do wartosci N * log, V.

Na analizowany proces sortowania mozna jednak spojrze¢ w inny sposob. Ot6z posortowanie
8 liczb wymaga 3 poziomow, a kazdy z nich sktada si¢ z 8 operacji kopiowania. Poziom oznacza
w tym przypadku wszystkie operacje kopiowania do podtablicy o takiej samej wielkosci. Na pierw-
szym poziomie wykorzystywane sg cztery podtablice 2-elementowe, na drugim poziomie — dwie
podtablice 4-elementowe, a na trzecim poziomie — jednak podtablica 8-elementowa. Kazdy poziom
zawiera 8 elementow. A zatem takze przy takim podej$ciu wykonywanych jest 3 * 8, czyli 24 operacje
kopiowania.

Analizujac fragmenty rysunku 6.15, mozna si¢ przekonaé, ze do posortowania 4 elementow ko-
niecznych jest 8 operacji kopiowania (etapy 1, 2 oraz 3), a do posortowania 2 elementéw — dwie
operacje kopiowania. Identyczne obliczenia pozwalaja okresli¢ ilo$¢ operacji kopiowania, jakie nale-
zy wykona¢ w celu posortowania wigkszych tablic. Podsumowanie tych informacji zostato przedsta-
wione w tabeli 6.4.
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TABELA 6.4.

Tlo$¢ operacji wykonywanych w przypadku gdy N jest potega liczby 2
N log2N llos¢ operaciji kopiowania taczna ilos¢ operaciji llos¢ poréwnan Maksimum

do obszaru roboczego kopiowania (minimum)

2 1 2 4 1(1)
4 2 8 16 5(4)
8 3 24 48 17 (12)
16 4 64 128 49 (32)
32 5 160 320 129 (80)
64 6 384 768 321 (192)
128 7 896 1792 769 (448)

W rzeczywistosci sortowane liczby nie sa kopiowane jedynie do obszaru roboczego, lecz tak-
ze z powrotem do oryginalnej tablicy. Oznacza to, ze ilo$§¢ operacji kopiowania jest dwukrotnie
wigksza, co zostato odzwierciedlone w kolumnie ,,t.aczna ilo§¢ operacji kopiowania”. Ostatnia ko-
lumna tabeli 6.4 zawiera informacje dotyczace ilosci porownan; to zagadnienie zostanie opisane
w dalszej czesci rozdziatu.

Nieco trudniej jest obliczy¢ ilo$¢ operacji kopiowania oraz ilo§¢ poréwnan w przypadku gdy N
nie jest wielokrotnoscia liczby 2. Wyniki uzyskiwane w tych przypadkach mieszcza si¢ w granicach
uzyskiwanych dla liczb stanowiacych potegi liczby 2. Na przyktad dla 12 elementéw koniecznych
jest 88 operacji kopiowania, a dla 100 elementéw — 1344 operacje kopiowania.

[lo$¢ poréwnan

W przypadku algorytmu sortowania przez scalanie ilo$¢ poréwnan, jakie nalezy wykona¢ w celu po-
sortowania tablicy, zawsze jest nieco mniejsza od ilosci koniecznych operacji kopiowania. O ile mniej-
sza? Zaktadajac, ze ilos¢ sortowanych elementow jest wielokrotnoscia liczby 2, dla kazdej nieza-
leznej operacji scalania maksymalna ilo§¢ poréwnan jest zawsze o jeden mniejsza od ilosci scalanych
elementow. Z kolei minimalna ilo$¢ poréwnan odpowiada potowie ilosci scalanych elementow.
O prawdziwosci tych obliczen mozna si¢ przekonaé, analizujac rysunek 6.18, przedstawiajacy dwie
sytuacje, jakie moga zaj$¢ podczas scalania dwoch 4-elementowych tablic.

W pierwszym przypadku elementy sa rozmieszczone naprzemiennie, a do scalenia tablic na-
lezy wykona¢ siedem porownan. W drugim przypadku wszystkie elementy pierwszej tablicy sa
mniejsze od wszystkich elementéw drugiej tablicy, a zatem do scalenia obu tablic konieczne beda
tylko cztery poréwnania.

Podczas kazdego sortowania wykonywanych jest wiele operacji scalania, a zatem nalezy zsu-
mowac ilo$ci porownan wykonywanych w ramach poszczegdlnych operacji scalania. Odwotujac si¢
ponownie do rysunku 6.15, mozna sie przekonaé, ze posortowanie os$miu elementdw wymaga wy-
konania siedmiu operacji scalania. Ilosci scalanych elementéw oraz odpowiadajace im ilosci porow-
nan zostaty przedstawione w tabeli 6.5.

Maksymalna ilo$¢ poréwnan, jakie nalezy wykonaé podczas kazdej operacji scalania, jest o je-
den mniejsza od iloéci scalanych elementéow. Po dodaniu odpowiednich liczb dla wszystkich wy-
konywanych operacji scalania okazuje si¢, ze maksymalna ilo$¢ poréwnan wynosi 17.

Z kolei minimalna ilo$¢ pordwnan zawsze jest o potowe mniejsza od ilosci scalanych elemen-
tow, co, po zsumowaniu wszystkich operacji scalania, daje w rezultacie wynik 12. W taki sam spo-
sob zostaly wyznaczone wyniki podane w kolumnie ,,Ilo$¢ poréwnan” tabeli 6.4. Faktyczna ilo$¢
poréwnan, jakie nalezy wykona¢ w celu posortowania konkretnej tablicy, zalezy od kolejnosci, w ja-
kiej sa zapisane jej elementy; niemniej jednak zawsze bedzie to liczba lezaca pomigdzy przedstawiong
powyzej wartoscig minimalng i maksymalna.
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llo§¢ poréwnan

12-24
24-34
34-47
47-55
55-63
63-79
. 79-85

Nooswen-

llo$¢ poréwnan

1. 12-55
2. 24-55
3. 34-55
4. 47-55
RYSUNEK 6.18.
E Maksymalna
i minimalna
b) najlepszy z mozliwych przypadkéw ilo$¢ poréwnan
TABELA 6.5.
Poréwnania wykonywane podczas sortowania 8 elementéw
Numer kroku 1 2 3 4 5 6 7 llo$¢ sumaryczna
llos¢ scalanych 2 2 4 2 2 4 8 24
elementow (N)
Maksymalna ilo$¢ 1 1 3 1 1 3 7 17
poréwnan (N — 1)
Minimalna ilos¢ 1 1 2 1 1 2 4 12

poréwnan (N / 2)

Eliminacja rekurencji

Niektore algorytmy mozna zaimplementowac w sposob rekurencyjny, a inne nie. Jak mozna si¢ byto
przekonad, rekurencyjne metody triangle() oraz factorial() mozna zaimplementowac przy uzyciu
petli, a co wiecej, rozwigzanie takie bedzie bardziej efektywne niz uzycie rekurencji. Niemniej jed-
nak, wiele algorytméw dziatajacych wedlug zasady ,,dziel i zwycigzaj”, takich jak na przyktad sor-
towanie przez scalanie, dziata bardzo dobrze, wykorzystujac wtasnie rekurencje.

Czesto zdarza sig, ze algorytm mozna tatwo wyobrazi¢ sobie jako metode rekurencyjna, jednak
po jego implementacji okazuje sig, ze takie rozwiazanie jest mato efektywne. W takich przypadkach
warto przeksztalci¢ algorytm rekurencyjny na odpowiadajacy mu algorytm, ktéry nie wykorzystuje
rekurencji. Takie przeksztatcenie algorytmu rekurencyjnego czgsto moze bazowaé na wykorzysta-
niu stosu.
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Rekurencja 1 stosy

Istnieje bardzo bliski zwiazek pomigdzy rekurencja i stosami. W rzeczywistosci przewazajaca wigk-
szo$¢ kompilatoréw implementuje mechanizmy rekurencyjne wiasnie w oparciu o stosy. Zgodnie
z informacjami podanymi wczesniej, w momencie wywolywania metody kompilator zapisuje na sto-
sie argumenty przekazywane do metody oraz adres powrotu (okreslajacy miejsce, gdzie zostanie prze-
kazane sterowanie po jej zakonczeniu), po czym przekazuje sterowanie do metody. Gdy metoda konczy
dziatanie, informacje zapisane na stosie przed jej uruchomieniem zostaja ze stosu usuniete. Argu-
menty metody znikaja, a sterowanie jest przekazywane pod wskazany adres powrotu.

Symulowanie metod rekurencyjnych
W tej czgsci rozdziatu zostanie przedstawiona metoda przeksztatcania metod rekurencyjnych na me-
tody bazujace na wykorzystaniu stosu. Czy Czytelnik pamigta rekurencyjng metode triangle() przed-

stawiong w pierwszej czesci tego rozdziatu? Oto jej kod:

int triangle(int n)

{

if(n==1)
return 1;

else

return( n + triangle(n-1) );

}

Algorytm ten zostanie teraz podzielony na poszczegdlne czynnosci, z ktorych kazda bedzie re-
prezentowana przez osobna klauzule case w instrukcji switch (podobnego podziatu metody mozna
takze dokonaé, stosujac instrukcje goto dostepna w C++ oraz innych jezykach programowania, jed-
nak w Javie instrukcja ta nie istnieje).

Instrukcja switch zostala umieszczona w metodzie o nazwie step(). Kazde wywotanie tej me-
tody powoduje wykonanie jednej z klauzul case umieszczonych w instrukcji switch. Cykliczne wy-
wolywanie metody step() spowoduje w koncu wykonanie wszystkich operacji algorytmu.

Przedstawiona powyzej metoda triangle() wykonuje dwa rodzaje operacji. Pierwsza z nich
jest wykonanie obliczen arytmetycznych koniecznych do wyznaczenia wartoscei liczby trojkatnej. Wy-
maga ona sprawdzenia, czy warto$¢ n jest rowna 1 oraz dodanie n do wartosci zwroconej przez re-
kurencyjne wywotanie metody. Niemniej jednak metoda triangle() wykonuje takze inne operacje,
konieczne do jej poprawnego wykonania; mozna do nich zaliczy¢ przekazywanie sterowania, po-
bieranie argumentow oraz zwracanie wartosci wynikowej. Operacji tych nie mozna zauwazy¢, anali-
zujac kod metody, jednak wystepuja one we wszystkich tworzonych metodach. Ponizej zostaty ogdlnie
opisane czynnosci wykonywane podczas wywotywania metody:

e W momencie wywolywania metody jej argumenty oraz adres powrotu sa zapisywane na stosie.

e Metoda moze uzyskac dostep do argumentow, pobierajac je z wierzchotka stosu.

e Bezposrednio przed zakoniczeniem dziatania metody ze stosu pobierany jest adres powrotu,
a nastgpnie zaré6wno ten adres, jak i argumenty wywolania metody sa usuwane ze stosu.



280 6. REKURENCIJA

Program stackTriangle java zawiera trzy klasy: Params, StackX oraz StackTriangleApp. Klasa
Param reprezentuje adres powrotu oraz argument wywotania metody — n; obiekty tej klasy sa zapi-
sywane na stosie. Klasa StackX przypomina klasy implementujace stosu przedstawione w innych roz-
dziatach tej ksiazki; wyroznia ja jedynie to, iz umozliwia operowanie na obiektach klasy Params.
Klasa StackTriangleApp zawiera cztery metody: main(), recTriangle(), step() oraz znang juz meto-
de getInt() stuzaca do pobierania danych liczbowych.

Metoda main() prosi uzytkownika o podanie liczby, nastgpnie wywoluje metode recTriangle()
(ktorej zadaniem jest wyznaczenie liczby trojkatnej odpowiadajacej liczbie podanej w wywotaniu),
a w koncu wyswietla wyniki.

Metoda recTriangle() tworzy obiekt StackX i przypisuje wiasciwosci codePart warto$¢ 1. Po-
zostala czegscia metody jest petla while, ktéra cyklicznie wywoluje metode step(). Petla ta zostanie
zakonczona dopiero w momencie, gdy metoda step() zwrdci warto$¢ true, co nastapi w przypadku
wykonania szdstej klauzuli case — czyli punktu zakonczenia metody. Metoda step() jest w zasa-
dzie duza instrukcja switch, ktorej klauzule case odpowiadaja fragmentom kodu oryginalnej metody
triangle(). Kod programu stackTriangle.java zostal przedstawiony na listingu 6.7.

LISTING 6.7.
Program stackTriangle.java

// stackTriangle.java
// Program wyznacza liczby tréjkatne, zastepujac rekurencje stosem
// Aby uruchomi¢ program: C>java StackTriangleApp

import java.io.*; // for I1/0
LTI LI T2 000011000111 107777 711177177717
class Params // parametry zapisywane na stosie

public int n;
pubTic int returnAddress;

public Params(int nn, int ra)
{
n=nn;
returnAddress=ra;

}// koniec klasy Params
[ITTTITTII LD LT 00000 771710771717
class StackX

{
private int maxSize; // wielko$¢ tablicy StackX
private Params[] stackArray;
private int top; // wierzchotek stosu
L R R T R L L T e P e
public StackX(int s) // konstruktor
{
maxSize = s; // okre$lamy wielko$¢ tablicy
stackArray = new Params[maxSize]; // tworzymy tablice
top = -1; // na razie tablica jest pusta
}
L R R e L L L L R L PP PR

public void push(Params p) // umieszczenie elementu na wierzchotku stosu

{
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stackArray[++top] = p; // inkrementujemy indeks wierzchotka, wstawiamy element
}
= m
pubTic Params pop() // pobranie elementu z wierzchotka stosu
return stackArray[top--1; // pobierany element, dekrementujemy indeks wierzchotka
!
R e e e T T PP
public Params peek() // odczyt elementu z wierzchotka stosu
// bez usuwania elementu
return stackArray[top];
!
J R e e e

}// koniec klasy StackX
ITILTTIIILI LD LD i i 101001000010 17117777
class StackTriangleApp

static int theNumber;
static int theAnswer;
static StackX theStack;
static int codePart;
static Params theseParams;

public static void main(String[] args) throws IOException
{
System.out.print("Podaj liczbe: ");
theNumber = getInt();
recTriangle();
System.out.printin("Odpowiadajaca jej 1iczba trojkatna="+theAnswer);
}// end main()

public static void recTriangle()
{
theStack = new StackX(10000);
codePart = 1;
while( step() == false) // wywotujemy step() az do zwrdcenia true
; // instrukcja pusta

public static boolean step()

{

switch(codePart)
{
case 1: // wywotanie poczatkowe
theseParams = new Params(theNumber, 6);
theStack.push(theseParams) ;

codePart = 2;
break ;
case 2: // "wejscie" do metody
theseParams = theStack.peek();
if(theseParams.n == 1) // sprawdzenie warunku

{
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theAnswer = 1;

codePart = 5; // koniec
}
else
codePart = 3; // wywotanie rekurencyjne
break;
case 3: // wywotanie metody

Params newParams = new Params(theseParams.n - 1, 4);
theStack.push(newParams) ;

codePart = 2; // wejscie do metody
break;
case 4: // obliczenia

theseParams = theStack.peek();
theAnswer = theAnswer + theseParams.n;
codePart = 5;
break ;
case b5: // wyjscie z metody
theseParams = theStack.peek();
codePart = theseParams.returnAddress; // (4 Tub 6)
theStack.pop();
break;
case 6: // zakonczenie dziatania metody
return true;
}// koniec instrukcji switch
return false;
} // koniec metody triangle

public static String getString() throws IOException

InputStreamReader isr = new InputStreamReader(System.in);
BufferedReader br = new BufferedReader(isr);

String s = br.readLine();

return s;

public static int getInt() throws IOException

{
String s = getString();
return Integer.parselnt(s);

}// koniec klasy StackTriangleApp

Yy

Powyzszy program wyznacza warto$¢ liczb tréjkatnych, podobnie jak program triangle.java
przedstawiony na poczatku tego rozdziatu (na listingu 6.1). Oto przyktadowe wyniki jego wykonania:

Podaj liczbe 100
Odpowiadajaca jej Ticzba trojkatna=5050

Rysunek 6.19 przedstawia relacje pomigedzy poszczegdlnymi klauzulami case oraz fragmen-
tami algorytmu.
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Case 1:
Wywotanie
poczgtkowe
simMeth() Symulowana metoda
Case 2:

Punkt
poczatkowy

gotowe

nie gotowe

Case 3:] Wywotanie metody

Case 4:| Wykonanie obliczen

Case 5:

Punkt
koncowy g «——

Case® RYSUNEK 6.19.
Punkt Xl :
powrotu auzule case oraz
metoda step()

Cho¢ caly przedstawiany program symuluje jedna metodg, nie nosi zadnej nazwy, gdyz w rze-
czywistosci nie jest on prawdziwa metoda. Tej symulowanej metodzie nadamy umowng nazwe sim-
Meth(). Jej poczatkowe wywotanie (w klauzuli case 1) zapisuje na stosie wartos¢ podang przez uzyt-
kownika oraz warto$¢ wynikowa 6, po czym przechodzi do punktu poczatkowego (klauzula case 2).

W punkcie poczatkowym (klauzula case 2) metoda simMeth() sprawdza, czy przekazany argu-
ment ma warto$¢ 1. W tym celu odczytywana jest wartos¢ elementu znajdujacego si¢ na wierzchotku
stosu (bez jego usuwania). Jesli argument ma wartos¢ 1, zachodzi przypadek bazowy i sterowanie
przekazywane jest do punktu koncowego (klauzula case 5). W przeciwnym wypadku, czyli gdy war-
tos¢ przekazanego argumentu jest rozna od 1, metoda rekurencyjnie wywotuje sama siebie (klauzula
case 3). To ,rekurencyjne” wywotanie polega na umieszczeniu na stosie wartosci n - 1 i adresu
powrotu wynoszacego 4 oraz przejscia do punktu poczatkowego metody (klauzula case 2).

Podczas zakanczania rekurencyjnego wywotania metody metoda simMeth() dodaje argument n
do wartosci zwroconej przez wywotanie rekurencyjne. W koncu rekurencyjne wywotanie metody
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zostanie zakonczone (klauzula case 5). W tym momencie ze stosu jest usuwany obiekt Params umiesz-
czony na jego wierzchotku; obiekt ten nie jest juz do niczego potrzebny.

Adres powrotu, podany w poczatkowym wywotaniu, miat wartos¢ 6. A zatem, w momencie
zakanczania dziatania metody simMeth(), sterowanie jest przekazywane do klauzuli case 6. Umiesz-
czony w niej kod zwraca wartos¢ true, co powoduje zakonczenie petli while w metodzie rec-
Triangle().

Warto zwréci¢ uwage, iz w powyzszym opisie metody simMeth() uzywane sa takie zwroty jak:
argument, wywolanie rekurencyjne oraz adres powrotu. Nalezy pamietac, ze w tym kontekscie opisuja
one jedynie symulowane cechy, a nie faktyczne informacje i operacje wykonywane przez program.

Gdyby w poszczegodlnych klauzulach case zostaly umieszczone instrukcje wyswietlajace infor-
macje o czynno$ciach wykonywanych przez metodg¢ simMeth(), to wygenerowane wyniki mogtyby
przypominacé te przedstawione ponizej:

Podaj liczbe: 4

case 1. theAnswer=0 Stos:

case 2. theAnswer=0 Stos: (4, 6)

case 3. theAnswer=0 Stos: (4, 6)

case 2. theAnswer=0 Stos: (4, 6) (3, 4)

case 3. theAnswer=0 Stos: (4, 6) (3, 4)

case 2. theAnswer=0 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4)

case 3. theAnswer=0 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4)

case 2. theAnswer=0 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4) (1, 4)
case 5. theAnswer=1 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4) (1, 4)
case 4. theAnswer=1 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4)

case 5. theAnswer=3 Stos: (4, 6) (3, 4) (2, 4)

case 4. theAnswer=3 Stos: (4, 6) (3, 4)

case 5. theAnswer=6 Stos: (4, 6) (3, 4)

case 4. theAnswer=6 Stos: (4, 6)

case 5. theAnswer=10 Stos: (4, 6)

case 6. theAnswer=10 Stos:
Odpowiadajaca jej liczba trojkatna=10

Cyfra wyswietlana przy stowie ,,case” okresla aktualnie wykonywany fragment kodu. Wyswie-
tlana jest takze zawartos¢ stosu (sktadajaca si¢ z obiektow Params zawierajacych argument n oraz
adres powrotu). Metoda simMeth() jest rozpoczynana i zakanczana cztery razy (czemu odpowiadajg
klauzule case 2 oraz case 5). Dopiero w momencie zakanczania tej metody obliczone wyniki zostajg
zapisywane w zmiennej theAnswer.

Czego to dowodzi?

Program stackTriangle java przedstawiony na listingu 6.7 jest przyktadem programu, ktéry, w spo-
sob mniej lub bardziej systematyczny, przeksztalca algorytm rekurencyjny w rozwigzanie wykorzy-
stujace stos. Sugeruje to, ze w podobny sposéb mozna przeksztatci¢ dowolny program wykorzystu-
jacy rekurencje. I faktycznie jest to mozliwe.

Wktadajac nieco dodatkowej pracy, mozna systematycznie zmodyfikowaé przedstawiony pro-
gram w celu poprawienia efektywnosci jego dziatania. Modyfikacje te moga nawet doprowadzi¢ do
calkowitego zlikwidowania instrukcji switch.
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W rzeczywistosci znacznie bardziej praktycznym rozwiazaniem jest przemyslenie i zaimple-
mentowanie algorytmu od podstaw, z wykorzystaniem stosu, a nie rekurencji. Listing 6.8 pokazuje
jak w takim przypadku moze si¢ zmieni¢ kod metody triangle().

LISTING 6.8.
Program stackTriangle2.java

// stackTriangle2.java
// Program wyznacza liczby trojkatne, wykorzystujac stos, a nie rekurencje
// Aby uruchomi¢ program: C>java StackTriangle2App
import java.io.*; // konieczne do operacji wejscia/wyjscia
[IT1700000 0000007707000 7700007 07 77007070717770707111771171717
class StackX
{
private int maxSize; // wielko$¢ tablicy stosu
private int[] stackArray;
private int top; // wierzchotek stosu

public StackX(int s) // konstruktor
{
maxSize = s;
stackArray = new int[maxSize];
top = -1;

public void push(int p) // umieszczenie elementu na wierzchotku stosu
{ stackArray[++top] = p; }

public int pop() // pobranie elementu z wierzchotka stosu
{ return stackArray[top--1; }

pubTic int peek() // odczytanie wartosSci elementu z wierzchotka
{ return stackArray[top]; }

public boolean iskmpty() // true jesli stos jest pusty
{ return (top == -1); }

}// koniec klasy StackX
ITILTTIIIIII DL E 0000001001001 007117777
class StackTriangle2App

static int theNumber;
static int theAnswer;
static StackX theStack;

public static void main(String[] args) throws IOException
{
System.out.print("Podaj Ticzbe: ");
System.out.flush();
theNumber = getInt();
stackTriangle();
System.out.printin("Odpowiadajaca jej liczba trojkatna="+theAnswer);
}// end main()
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F R e e e
public static void stackTriangle()
{
theStack = new StackX(10000); // stworzenie stosu
theAnswer = 0; // inicjalizacja wartosci wynikowe]
while(theNumber > 0) // az do momentu gdy n wynosi 1
theStack . push(theNumber); // zapis na stosie
- -theNumber; // dekrementacja liczby
while( !theStack.isEmpty() ) // az do momentu gdy stos jest pusty,
{
int newN = theStack.pop(); // pobranie wartosci,
theAnswer += newN; // dodanie wartosci do odpowiedzi
}
}
= mm
public static String getString() throws IOException
{
InputStreamReader isr = new InputStreamReader(System.in);
BufferedReader br = new BufferedReader(isr);
String s = br.readLine();
return s;
}
F R e et
public static int getInt() throws IOException
{
String s = getString();
return Integer.parselnt(s);
}
R e e e LT

} /7 koniec klasy StackTriangle2App
e,

W metodzie stackTriangle() zostaly umieszczone dwie krétkie petle while, zastgpujace calg
metode step() wykorzystywang w programie stackTriangle java. Oczywiscie, analizujac ten pro-
gram, mozna si¢ przekonac, ze istnieje mozliwos¢ rezygnacji z wykorzystania stosu 1 sprowadzenia
catego programu do prostej petli while. Niemniej jednak, w bardziej ztozonych algorytmach stos
musi by¢ wykorzystywany.

Bardzo czgsto nalezy przeprowadzaé eksperymenty, aby przekonac sig, ktore z rozwigzan — re-
kurencyjne, wykorzystujace stos, czy tez bazujace na prostej petli — jest najbardziej efektywne
w danej sytuacji.

Niektore interesujace zastosowania rekurencji

W tej czesci rozdziatu zostang pokrotce przedstawione niektdre inne, interesujace zastosowania reku-
rencji. Wziawszy pod uwage réznorodnos¢ przedstawionych tu przyktadéw, mozna doj$¢ do wniosku,
ze rozwigzania rekurencyjne mogg si¢ przydawac¢ w wielu niespodziewanych sytuacjach. W tej czesci
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rozdzialu zostang przeanalizowane trzy zagadnienia: podnoszenie liczby do potegi, rozwiazanie ,,pro-
blemu plecakowego” oraz wybieranie czlonkdéw ekspedycji alpinistycznej. We wszystkich tych przy-
padkach zostana przedstawione wylacznie ogdlne pojecia zwiazane z danym zagadnieniem, natomiast
implementacja programu bedzie stanowi¢ ¢wiczenie, ktore Czytelnik moze wykona¢ we wlasnym
zakresie.

Podnoszenie liczby do potegi

Bardziej zaawansowane kalkulatory kieszonkowe pozwalaja na podnoszenie liczb do dowolnej pote-
gi. Zazwyczaj na klawiaturze takich kalkulator6w mozna znalez¢ przycisk x"y, gdzie znak * ozna-
cza, ze liczba x jest podnoszona do potegi y. W jaki sposob mozna wykona¢ potggowanie, w przypad-
ku gdy kalkulator nie bedzie dysponowat odpowiednim przyciskiem? Mozna przyjac, ze podniesienie
liczby z do potegi y wymaga pomnozenia liczby x przez siebie sama y razy. A zatem, jesli X wy-
nosi 2, a'y wynosi 8 (2%), to wymagane byloby wykonanie nastepujacego dziatania: 2 * 2 % 2 % 2 *
2 % 2 % 2 * 2. Niemniej jednak w przypadkach, gdy wartos¢ y jest bardzo duza, rozwiazanie to mo-
ze si¢ okaza¢ meczace. Czy istnieje zatem jakis lepszy sposob?

Jednym z mozliwych rozwiagzan jest zmiana podej$cia do problemu i mnozenie przez siebie
iloczyndw liczby 2, a nie uzyskanego wyniku razy 2. Rozpatrzmy przyklad podnoszenia liczby 2 do
potegi 8 (2%). W tym przypadku konieczne jest pomnozenie przez siebie osmiu liczb 2. Zatézmy, ze
zaczynamy od dziatania 2 * 2 = 4. Jego wykonanie spowoduje, ze dwie liczby 2 zostana juz wyko-
rzystane, pozostaje jednak kolejnych 6 liczb. Jednak w tym momencie pojawia si¢ nowa wartosc,
ktéra bierze udzial w dziataniu — jest nig warto$¢ 4. Mozna zatem sprébowaé pomnozy¢ 4 * 4, co
daje 16 i wykorzystuje juz 4 liczby 2 (poniewaz kazda liczba 4 to dwie pomnoZone przez siebie
liczby 2). A zatem nalezy wykorzystac jeszcze cztery liczby 2, jednak w tym momencie mozna juz
operowac na wartosci 16, a mnozenie 16 * 16 wykorzystuje doktadnie osiem liczb 2 (gdyz kazda licz-
ba 16 to cztery pomnozone liczby 2).

A zatem udato si¢ okresli¢ warto$é 2°, wykonujac jedynie trzy mnozenia, a nie siedem. Ozna-
cza to, ze ztozonos¢ takiego algorytmu wynosi O(log N), a nie O(N).

Czy mozna zaimplementowaé ten proces w formie algorytmu, nadajacego si¢ do wykonywa-
nia na komputerze? Schemat jego dziatania opiera sie na réwnaniu x* = (x*y''%. W przedstawionym
przykladzie 28 = (2%)%/2, czyli 2° = (2%)*. Réwnanie to jest poprawne, gdyz potegowanie potegi daje te
same wyniki co pomnozenie wyktadnikow.

Zaktadamy jednak, ze nasz komputer nie jest w stanie podnosi¢ liczb do potegi, a zatem nie
mozemy obliczy¢ wartosci (2°)*. Sprawdzmy zatem, czy mozna przeksztalcié to wyrazenie do posta-
ci wykorzystujacej wylacznie mnozenie. Sztuczka polega na tym, aby rozpoczac obliczenia od zasta-
pienia wartosci 2 nowa zmienna.

Zatozmy, ze 2> = a. W takim przypadku 2°* wynosi (2%)* czyli a*. Niemniej jednak, bazujac na
poczatkowym réwnaniu, a* mozna zapisa¢ jako (a”)’; a zatem 2° = (a?)’.

Ponownie wykorzystujemy nowa zmienna — ¢ — zastepujac nia a°. Tym razem (c)* mozna
zapisa¢ jako (c?)'. Takze i to wyrazenie jest rowne 2°.

W ten sposdb uzyskaliSmy problem, ktéry mozna rozwiaza¢, wykorzystujac wylacznie mnoze-
nie — wystarczy pomnozy¢ c razy c.

Ten schemat postgpowania mozna zaimplementowa¢ w postaci metody rekurencyjnej pozwa-
lajacej na wyznaczanie potgg. Metodzie tej mozna, na przyktad, nada¢ nazwe power(). Argumen-
tami wywotania tej metody sg liczby x oraz y, a metoda zwraca warto$¢ x’. Zmiennymi pomocniczy-
mi, takimi jak a oraz c¢ nie trzeba si¢ przejmowaé, gdyz podczas kazdego rekurencyjnego wywotania
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metody, argumentom x oraz y sa przypisywane nowe wartosci. Konkretnie rzecz biorac, argumento-
Wi x przypisywana jest warto$¢ x * x, a argumentowi y — wartos$¢ y / 2. Ponizej zostata przedsta-
wiona sekwencja argumentdw i zwracanych wartosci dla argumentéw poczatkowych wynoszacych
odpowiednio x =2 oraz y = 8:

Wynik 256, x=256, y=1
Wynik 256, x=16, y=2
Wynik 256, x=4, y

Wynik 256, x=2, y

-4
-8

Metoda zwraca warto$¢ wynikowa w momencie, gdy argument y uzyska wartos¢ 1. Gdy to na-
stapi, wartos¢ wynikowa jest przekazywana bez zadnych modyfikacji az na sam poczatek sekwencji
wywotan metody.

Przedstawiony przyklad zaktada, ze wartos¢ y zawsze jest parzysta (nawet po kolejnych dziele-
niach). Jednak nie jest to jedyny mozliwy przypadek. Ponizej pokazano, w jaki spos6b mozna zmo-
dyfikowaé algorytm, tak aby obstugiwat takze nieparzyste wartosci wykladnika (y). Realizujac ko-
lejne rekurencyjne wywotania metody, nalezy uzywac dzielenia catkowitego lub pomija¢ wszelkie
utamki, ktére moga wystapi¢ podczas dzielenia wartosci y przez 2. Natomiast pdzniej, podczas pro-
cesu konczenia kolejnych rekurencyjnych wywotan metody, w przypadku gdy wartos¢ y jest nie-
parzysta, zwrocony wynik nalezy dodatkowo pomnozy¢ razy x. Oto sekwencja wywotan realizo-
wana podczas wyznaczania wartosci 3'%:

x=6561, y=2

x=43046721, y=1

Wynik 43046721, x=43046721, y=1

Wynik 43046721, x=6561, y=2

Wynik 43046721, x=81, y=4

Wynik 387420489, x=9, y=9 // y Jjest nieparzyste, wiec wynik mnozymy razy x
Wynik 387420489, x=3, y=18

Problem plecakowy

Jest to klasyczny problem informatyczny. W najprostszej postaci polega on na podejmowaniu prob
umieszczenia w plecaku elementdéw o réznej wadze, tak aby sumaryczna waga plecaka osiagneta pew-
ng okres$long wartos¢. Nie ma wymogu, by w plecaku zostaty umieszczone wszystkie elementy.

Na przyktad, zatézmy, ze sumaryczna waga plecaka ma wynosi¢ 20 kilograméw, a do dyspozy-
c¢ji mamy elementy o wagach 11, 8, 7, 6 oraz 5 kilograméow. W przypadku niewielkiej ilosci elemen-
tow, ludzie catkiem dobrze radza sobie z rozwigzywaniem tego problemu, sprawdzajac kolejne
mozliwosci. Dlatego Czytelnik zapewne nie bedzie mie¢ wiekszych problemow z okresleniem, ze
zamierzong wartos¢ 20 mozna uzyskaé dodajac liczby 8, 7 oraz 5.
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Jednak, aby to komputer rozwiazat ten problem, konieczne bedzie podanie mu bardziej szcze-
gdtowych instrukcji. Ponizej zostal przedstawiony algorytm rozwiazania:

(1) Jesli w jakimkolwiek momencie realizacji procesu suma wag wybranych elementéw zréwna
si¢ z waga docelowa, nalezy zakonczy¢ dziatanie.

(2) Poczatkowo wybierany jest pierwszy element. Wagi pozostatych elementow musza zrownaé
si¢ z waga docelowa, pomniejszona o wagg pierwszego wybranego elementu. Jest to nowa wa-
ga docelowa.

(3) Kolejno nalezy wyprébowaé wszystkie dostepne kombinacje pozostatych elementoéw. Nalezy
jednak zauwazyé, ze w rzeczywisto$ci weale nie trzeba sprawdza¢ wszystkich kombinacji,
gdyz sumowanie mozna zakonczy¢ w momencie, gdy sumaryczna waga wybranych elementéw
przekracza wage docelowa.

(4) Jesli nie uda si¢ odnalez¢ kombinacji elementéw o zadanej wadze, to nalezy odrzuci¢ pierwszy
element i rozpoczaé caty proces od poczatku, wybierajac element kolejny.

(5) W podobny sposob nalezy rozpoczaé caty proces sprawdzania, wybierajac na poczatku trzeci,
czwarty oraz kolejne elementy, az do momentu przeanalizowania catego zbioru dostgpnych ele-
mentéw. Sprawdzenie wszystkich mozliwosci bedzie oznaczaé, ze poszukiwane rozwiazanie
nie istnieje.

W przedstawionym powyzej przyktadzie rozpocznijmy od wybrania elementu o wadze 11. Teraz
suma wag pozostatych elementéw ma wynosi¢ 9 (20 minus 11). Sposroéd dostepnych elementow
wybieramy ten o wadze 8. Sumaryczna waga wybranych elementow jest jednak mniejsza od wagi do-
celowej. Wyznaczamy zatem nowa wage docelowa, wynoszaca 1 (9 minus 8). Wybieramy element
o wadze 7, lecz jest on zbyt cigzki, wigc sprawdzamy pozostate elementy o wagach 6 i 5, jednak
takze one s zbyt cigzkie. W tym momencie zbidr dostgpnych elementéw zostal wyczerpany, a zatem
wiadomo, Ze nie istnieje kombinacja zawierajaca element o wadze 8, ktdrej waga sumaryczna bedzie
wynosi¢ 9. Nastepnie wybieramy element o wadze 7, a zatem poszukiwana nowa waga docelowa wy-
nosi 2 (9 minus 7). Na tej samej zasadzie wykonywane sa kolejne czynnosci przedstawione ponizej:

Elementy: 11, 8, 7, 6, 5

11 // Waga docelowa = 20, 11 to zbyt mato

11, 8 // Waga docelowa = 9, 8 to zbyt mato

11, 8, 7 // Waga docelowa = 1, 7 to zbyt duzo

11, 8, 6 // Waga docelowa = 1, 6 to zbyt duzo

11, 8, 5 // Waga docelowa = 1, 5 to zbyt duzo. Brak elementéw
11, 7 // Waga docelowa = 9, 7 to zbyt mato

11, 7. 6 // Waga docelowa = 2, 6 to zbyt duzo

11, 7. 5 // Waga docelowa = 2, 5 to zbyt duzo. Brak elementéw
11, 6 // Waga docelowa = 9, 6 to zbyt mato

11, 6, 5 // Waga docelowa = 3, 5 to zbyt duzo. Brak elementow
11, 5 // Waga docelowa = 9, 5 to zbyt mato. Brak elementdw
8 // Waga docelowa = 20, 8 to zbyt mato

8, 7 // Waga docelowa = 12, 7 to zbyt mato

8, 7,6 // Waga docelowa = 5, 6 to zbyt duzo

8, 7,5 // Waga docelowa = 5, 5 pasuje! Udato sie!

Jak mozna si¢ domysli¢, rekurencyjna metoda mogtaby wybraé pierwszy element ze zbioru do-
stepnych elementdw, a nastepnie, jesli jego waga jest mniejsza od sumarycznej wagi docelowej, wy-
wotaé sama siebie, by sprawdzi¢ sume¢ wag pozostatych dostepnych elementow.
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Kombinacje: Wybieranie zespotu

W matematyce kombinacja jest wybrana grupa elementow, ktorych kolejnosé nie ma znaczenia. Na
przyktad, zalézmy, ze istnieje grupa pigciu alpinistow oznaczonych jako A, B, C, D oraz E. Sposrod
nich trzeba wybra¢ grupe trzech, ktorzy zdobeda stroma i oblodzona gore Mount Anaconda. Niemniej
jednak zachodza obawy, jak poszczegdlni cztonkowie ekipy beda ze soba wspotpracowac i z tego
wzgledu zdecydowaliSmy si¢ sporzadzi¢ listg wszystkich mozliwych zespotow (czyli wszystkie moz-
liwe kombinacje trzech alpinistow). Wkrotce jednak zmienilismy decyzj¢ i teraz chcemy, aby to pro-
gram komputerowy wygenerowal za nas list¢ zespotéw. Taki program wyswietlitby liste 10 moz-
liwych kombinacji:

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE

W jaki sposob mozna by napisaé taki program? Okazuje si¢, Ze istnieje eleganckie, rekurencyj-
ne rozwiazanie tego problemu. Wiaze si¢ ono z podzieleniem wszystkich kombinacji na dwie gru-
py: tych ktore rozpoczynaja si¢ od alpinisty A, oraz wszystkich pozostalych. Zalézmy, ze zadanie
wybrania druzyny trzech osob sposrod grupy pigecioosobowej zapiszemy skrotowo (5, 3). Nastepnie
zat6zmy, ze wielko$¢ grupy oznaczymy przez n, a ilos¢ 0sdb w zespole — przez k. W takim przy-
padku nasze twierdzenie ma postac:

(mk)y=n—1,k—1)+(n—1,k)

W przedstawionym przyktadzie, wymagajacym wybrania trzech osdb sposrdd pigciu, uzy-
skujemy:

5,3)=4,2)+4,3)

W ten sposob wigkszy problem zostat podzielony na dwa mniejsze. Zamiast wybierania sposrod gru-
py pigciu osob, przeprowadzane sg dwie operacje wyboru z grupy czterech osob. Pierwsza z nich
sprowadza si¢ do wyznaczenia wszystkich sposobow wybrania dwoch 0sob sposrod czterech, a dru-
ga — do wyznaczenia wszystkich sposobow wybrania trzech 0sob z grupy czterech oséb.

Istnieje sze$¢ sposobéw wybrania dwoch 0sdb z grupy czterech osob. A zatem wyrazenie (4, 2),
ktére nazwiemy ,,wyrazeniem lewym”, daje sze$¢ nastgpujacych kombinacji:

BC, BD, BE, CD, CE, DE

Brakujacym cztonkiem grupy jest alpinista A, a zatem, aby uzyska¢ zespot trzyosobowy, do-
pisujemy A do uzyskanych wynikow:

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE

Istnieja cztery sposoby wybrania trzech osob z grupy czterech oséb. A zatem wyrazenie (4, 3),
ktére nazwiemy ,,wyrazeniem prawym”, daje cztery kombinacje:

BCD, BCE, BDE, CDE

Dodajac kombinacje uzyskane z wyrazenia prawego z kombinacjami uzyskanymi z wyrazenia
lewego, dostajemy dziesi¢¢ kombinacji stanowigcych rozwiazanie problemu.
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Ten sam proces rozbioru mozna zastosowaé takze do wyznaczenia kombinacji dla obu grup
sktadajacych si¢ z czterech osoéb. I tak, (4, 2) to (3, 1) + (3, 2). Jak widaé, wykorzystanie rekuren-
cji jest naturalnym sposobem rozwiazania tego problemu.

Przedstawiony tu problem mozna sobie wyobrazi¢ jako drzewo, w ktorym w pierwszym wier-
szu znajduje si¢ wyrazenie (5, 3), w drugim — wyrazenia (4, 3) oraz (4, 2), i tak dalej; przy czym
poszczegodlne wezty drzewa odpowiadaja rekurencyjnym wywotaniom metody. Wyglad takiego
drzewa dla problemu wyboru trzech 0séb z grupy pigciu — (5, 3) — zostat przedstawiony na ry-
sunku 6.20.

,'
2,0 2, 2 |22| |22| (23]
R % % % ' /% RYSUNEK 6.0.
P \ O \ /% Wybieranie
-- - IEI -- trzyosobowego
;2 I E zespolu  grupy
m m m m m pigciu 0s6b

Przypadkiem bazowym omawianego algorytmu sa kombinacje nie majace zadnego sensu — ta-
kie, w ktorych wybierany zespdt lub wielkos¢ grupy wynosi 0, lub w ktérych wielkos¢ wybieranego
zespotu jest wigksza od ilosci 0sob w catej grupie. Kombinacja (1, 1) jest poprawna, lecz jej dalszy
rozbiér nie ma sensu. Na przedstawionym rysunku linie kropkowane przedstawiaja przypadki bazo-
we, ktdre powoduja zakonczenie metody.

Glebokos¢ rekurencyjnych wywotan odpowiada ilosci cztonkéw grupy. I tak: wierzchotek w gor-
nym wierszu odpowiada alpini$cie A, dwa wierzchotki w drugim wierszu odpowiadaja alpiniscie B
i tak dalej. Jesli grupa liczy pig¢ osob, drzewo begdzie miato pig¢ poziomow glebokosci.

Schodzac ,,w dot” drzewa, nalezy pamigta¢ sekwencje ,,odwiedzanych” cztonkéw grupy. Oto
w jaki sposob mozna to zrealizowac: w przypadku wywolywania metody odpowiadajacej lewemu
wyrazeniu, aktualny wierzchotek jest zapamigtywany poprzez dodanie jego litery do sekwencji. Wy-
wotania odpowiadajace lewym wyrazeniom oraz litery dodawane do sekwencji zostaly przedstawio-
ne na rysunku pogrubiona linia. W czasie powrotu ,,do gory” konieczne bedzie usuwanie kolejnych
liter z sekwencji.

Aby zapamigta¢ wszystkie sekwencje, mozna je wyswietla¢ podczas dziatania algorytmu. Pod-
czas realizacji wywolan odpowiadajacych lewym wyrazeniom nie sa wyswietlane zadne wyniki. Jed-
nak podczas realizacji wywotan odpowiadajacych prawym wyrazeniom, sekwencja jest sprawdzana,
a w przypadku gdy aktualny wierzchotek jest poprawny i gdy dodanie do niego jednej osoby dopetni
wybierany zespot, wierzchotek zostaje dodany do sekwencji, a wyznaczony w ten sposob zespot
jest wyswietlany.



292 6. REKURENCIJA

Podsumowanie

e Metoda rekurencyjna cyklicznie wywoluje samg siebie, za kazdym razem przekazujac w wy-
wolaniu inne argumenty.

e Przekazanie argumentu o pewnej wartosci powoduje, ze metoda konczy dziatanie bez kolej-
nego wywotania samej siebie. Sytuacja ta jest nazywana przypadkiem bazowym.

o Gdy najbardziej ,,wewngtrzne” wywotanie metody zostaje zakonczone, rozpoczyna si¢ proces
zakanczania kolejnych wywotan, ktory w koncu doprowadza do zakonczenia poczatkowego
wywolania.

e Liczba trojkatna to suma danej liczby oraz wszystkich liczb mniejszych od niej (w tym kon-
tekscie liczba oznacza liczbe calkowitq). Na przyktad liczba trdjkatna odpowiadajaca liczbie 4
ma warto$¢ 10, gdyz4 + 3 +2 + 1 wynosi 10.

o Silnia liczby jest iloczynem tej liczby oraz wszystkich liczb mniejszych od niej. Na przyktad
silnia 4 wynosi 4 * 3 * 2 * 1, czyli 24.

e Zardéwno liczby tréjkatne, jak i silnie mozna oblicza¢ za pomoca metod rekurencyjnych lub
zwyczajnej petli.

e Anagram slowa (wszystkie mozliwe kombinacje # liter tworzacych stowo) mozna wyznaczy¢
rekurencyjnie poprzez cykliczne przesuwanie wszystkich liter stowa i wyznaczanie anagramu
wszystkich n — 1 liter stowa z pominigciem jego skrajnej lewej litery.

e Wyszukiwanie binarne mozna przeprowadzi¢ rekurencyjnie, sprawdzajac, w ktdrej potéwce po-
sortowanego zakresu znajduje si¢ poszukiwany klucz, a nastgpnie wykonujac te same czynnosci
dla wyznaczonej potowki.

e Zagadka Wiez Hanoi sklada si¢ z trzech kolumn oraz dowolnej ilosci dyskow.

o Zagadk¢ Wiez Hanoi mozna rozwigza¢ rekurencyjnie, przenoszac cate poddrzewo dyskow, z wy-
jatkiem najwigkszego z nich, na kolumng pomocnicza, a nastepnie przenoszac ostatni, najwigk-
szy dysk na kolumng docelowa.

o Scalenie dwoch posortowanych tablic oznacza utworzenie trzeciej tablicy, zawierajacej wszyst-
kie elementy scalanych tablicy, ktore dodatkowo sa odpowiednio posortowane.

e W algorytmie sortowania przez scalanie jednoelementowe podtablice stanowiace fragmenty catej
tablicy sa scalane w podtablice dwuelementowe, ktdre nastgpnie sg scalane w podtablice cztero-
elementowe, i tak dalej. Proces ten jest kontynuowany do momentu posortowania catej tablicy.

e Algorytm sortowania przez scalanie ma ztozonos¢ rzedu O(N * logN).

e Algorytm ten wykorzystuje przestrzen robocza, ktorej wielkos¢ odpowiada wielkosci sortowa-
nej tablicy.

e Rekurencyjne metody, wyznaczajace liczby trojkatne, silnie, anagramy oraz realizujace wyszu-
kiwanie binarne, zawieraja tylko jedno rekurencyjne wywotanie samych siebie (w kodzie meto-
dy realizujacej wyszukiwanie binarne sa, co prawda, umieszczone dwa rekurencyjne wywotania,
jednak podczas realizacji metody wykonywane jest tylko jedno z nich).

e W przypadku rekurencyjnego algorytmu rozwiazujacego problem Wiez Hanoi oraz algorytmu
sortowania przez scalanie, metoda zawiera dwa rekurencyjne wywotania samej siebie.

e Kazdy problem, ktéry mozna rozwiaza¢ rekurencyjnie, mozna takze rozwigza¢ z wykorzysta-
niem stosu.

o Niektore rozwiazania rekurencyjne moga by¢ nieefektywne. W takim przypadkach mozna je
zastapi¢ rozwigzaniami wykorzystujacymi zwyczajna petle Iub stos.
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Pytania

Przedstawione ponizej pytania, nalezy potraktowacé jako test, ktory pozwoli Czytelnikowi sprawdzi¢
wiadomosci. Odpowiedzi na postawione pytania mozna znalez¢é w dodatku C.

(1) Jesli w programie triangle.java (listing 6.1) uzytkownik wpisze 10, to jaka jest maksymalna
ilos¢ ,,kopii” metody triangle() (a w zasadzie ilo$¢ kopii argumentow tej metody)?

(2) Gdzie sg przechowywane kopie argumentow, o ktdrych byta mowa pytaniu 1.?

(a) W zmiennej zdefiniowanej w metodzie triangle().

(b) We wiasciwosciach klasy TriangleApp.

(¢) W zmiennej zdefiniowanej w metodzie getString().

(d) Na stosie.

(3) Zalézmy, ze w pytaniu 1. uzytkownik wpisat wartos¢ 10. Jaka bedzie warto$¢ n, w momencie
gdy metoda triangle() zwréci wartos¢ inng niz 1?

(4) Zatézmy, ze zachodzi ta sama sytuacja, ktéra zostata opisana w pytaniu 1. Jaka bedzie war-
tos¢ n, w chwili gdy metoda triangle() przekaze wartos¢ do metody main()?

(5) Prawda czy falsz: wartosci zwracane przez metodg triangle() sa przechowywane na stosie.

(6) W programie anagram.java (listing 6.2) na pewnym etapie rekurencyjnej sekwencji wywotan
metoda doAnagram() operuje na tancuchu znakéw ,,1ed”. Na jakich literach bedzie operowaé
kolejna, rekurencyjnie wywotana ,,wersja” metody?

(7) Przedstawione przyktady (a konkretnie program orderedArray.java z listingu 2.4 wykorzy-
stujacy petle oraz rekurencyjny program binarySearch.java z listingu 6.3) pokazaly, ze wywo-
fania rekurencyjne mozna umieszcza¢ wewnatrz petli. Ktére z ponizszych stwierdzen nie jest
prawdziwe?

(a) Oba ze wspomnianych programoéw dzielily tabliceg, na ktorej operowaty, na potowe.

(b) Jesli klucz nie zostat odnaleziony, to program wykorzystujacy petle konczy sig, gdyz zostanie
przekroczony zakres tablicy, natomiast program rekurencyjny — ze wzgledu na dotarcie do
najnizszego poziomu rekurencyjnych wywotan.

(c) Jesli klucz zostanie odnaleziony, to w programie wykorzystujacym petle konczy si¢ dziatanie
calej metody, natomiast w programie rekurencyjnym — tylko jednego poziomu wywotania.

(d) W rekurencyjnej wersji metody przeszukiwany zakres nalezy okresli¢ przy uzyciu argu-
mentow; natomiast w programie wykorzystujacym petle nie ma takiej koniecznosci.

(8) W algorytmie wyszukiwania binarnego, ktory nie wykorzystuje rekurencji, uzywana jest pe-
tla. Co zastgpuje te petle w metodzie recFind() w programie binarySearch.java (listing 6.3)?
(a) Metoda recFind().

(b) Argumenty metody recFind().

(¢) Rekurencyjne wywotanie metody recFind().

(d) Wywotanie metody recFind() umieszczone w metodzie main().

(9) Program binarySearch.java jest przyktadem rozwiazywania problemu.

(10) Co staje si¢ coraz mniejsze podczas wykonywania kolejnych rekurencyjnych wywotan meto-
dy recFind()?

(11) Co staje si¢ coraz mniejsze podczas wykonywania kolejnych rekurencyjnych wywotan meto-
dy w programie fowers.java (listing 6.4)?

(12) W algorytmie stosowanym w programie fowers.java
(a) Sawykorzystywane ,,drzewa” bedace urzadzeniami stuzacymi do przechowywania danych.
(b) Mniejsze dyski sa potajemnie umieszczane pod wigkszymi dyskami.

(¢) Kolumna docelowa i pomocnicza sa zamieniane.

(d) Przenoszony jest jeden najmniejszy dysk, a nastgpnie caty stos wiekszych dyskow.
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(13) Ktore z ponizszych stwierdzen dotyczacych metody merge() z programu merge java (listing 6.5)
nie jest prawdziwe:
(a) Algorytm zaimplementowany w tej metodzie moze obstugiwac tablice roznej wielkosci.
(b) Konieczne jest przeszukanie tablicy docelowej, w celu okreslenia miejsca, gdzie nalezy
wstawi¢ kolejny element.
(¢) Metoda nie jest rekurencyjna.
(d) Metoda ciagle pobiera najmniejszy element, niezaleznie od tego, w jakiej tablicy jest on
zapisany.
(14) Wada algorytmu sortowania przez scalanie jest:
(a) Fakt, iz nie jest to algorytm rekurencyjny.
(b) Wykorzystanie znacznych ilosci pamigci.
(c) Efektywno$¢, ktéra jest wigksza niz w sortowaniu przez wstawianie, lecz znacznie mniejsza
niz w algorytmie quicksort;
(d) Duza ztozonos¢ algorytmu i problemy z jego implementacja.
(15) Oprdcz petli, rekurencjg czgsto mozna takze zastgpowac

Eksperymenty

Wykonanie ponizszych eksperymentow umozliwi doktadne zrozumienie zagadnien omawianych
w tym rozdziale. Eksperymenty te nie wymagaja pisania jakichkolwiek programéw.

(1) W programie triangle.java (listing 6.1) nalezy usunaé przypadek bazowy (fragmenty kodu: if
(n==1), return 1; oraz else), a nastgpnie uruchomic¢ program i sprawdzié, co sig¢ stanie.

(2) Korzystajac z apletu Towers Workshop, nalezy rozwiaza¢ zagadke Wiez Hanoi, operujac na
siedmiu lub wigkszej ilosci dyskow.

(3) Nalezy zmodyfikowaé¢ metode main() programu mergeSort.java (listing 6.6) w taki sposdb, aby
tablica mogta by¢ wypetniana setkami tysiecy losowych liczb. Po wprowadzeniu modyfikacji
nalezy uruchomi¢ program w celu posortowania tablicy i poréwnac szybkos¢ jego dziatania z al-
gorytmami sortowania przedstawionymi w rozdziale 3., ,,Proste algorytmy sortowania”.

Projekty programow

Napisanie programéw stanowiacych rozwigzanie projektow przedstawionych w tej czesci rozdzialu
moze utrwali¢ zrozumienie zagadnien omawianych w tym rozdziale i pokazac, w jaki sposéb zagad-
nienia te moga by¢ stosowane w praktyce.

(6.1) Zatézmy, ze kupilismy tani kieszonkowy komputer PC i odkryliSmy, ze jego procesor nie jest
w stanie wykonywac operacji mnozenia — jedynie dodawanie. W celu rozwiazania tego pro-
blemu napisaliSmy rekurencyjna metode mult(), ktora wykonuje mnozenie liczby x i y, do-
dajac liczbe x do siebie samej y razy. Napisz t¢ metode oraz metode main(), w ktorej bedzie
ona wywolywana. Czy operacja dodawania jest wykonywana w momencie rekurencyjnego wy-
wolywania metody, czy tez w chwili gdy metoda zwraca wynik?

(6.2) W rozdziale 8., ,,Drzewa binarne” zostana przedstawione zagadnienia zwiazane z drzewami
binarnymi, w ktorych kazda gataz (potencjalnie) ma doktadnie dwie podgatezie. Gdyby takie
drzewo narysowac na ekranie, to w gérnym wierszu znalaztaby si¢ jedna gataz, w nastepnym
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wierszu — dwie, a w kolejnych: 4, 8 16 i tak dalej. Ponizej zostat przedstawiony wyglad ta-
kiego drzewa o szerokosci 16 znakow:

________ Yoo
S Yoo
S
X=X -X-X-X-X-X-X
XXXXKXXXXXXKKXXX

Nalezy zauwazy¢, ze dolny wiersz powinien by¢ przesuniety o pdt znaku w prawo, jednak
wyswietlajac drzewo w trybie tekstowym nic na to nie mozna poradzié.

Takie drzewo mozna wyswietli¢, wykorzystujac rekurencyjna metodg makeBranches(), do ktorej
przekazywane sa argumenty left oraz right, okreslajace krance poziomego zakresu wyswie-
tlania gatezi. W momencie pierwszego wywotania metody argument left przyjmuje wartosc 0,
a wartoscig argumentu right jest liczba znakéw w wierszu (tacznie ze znakami minusa) po-
mniejszona o 1. Znak X jest wyswietlany w samym $rodku tego zakresu. Nastgpnie metoda
dwukrotnie rekurencyjnie wywoluje sama siebie. Pierwsze z tych wywotan obstuguje lewa
potéwke przekazanego zakresu, a drugi — prawa. Wykonywanie metody konczy sig, gdy prze-
kazany do niej zakres jest zbyt maly. Prawdopodobnie warto umieszcza¢ wszystkie minusy i X
w jednej tablicy, a nastgpnie wyswietlac calq jej zawartos$¢, postugujac si¢ pewna metoda (na
przyktad o nazwie display()). Napisz metod¢ main(), ktora bedzie wyswietla¢ drzewo, wyko-
rzystujac w tym celu metody makeBranches() oraz display(). Metoda main() powinna dawac
mozliwos¢ okreslania szerokosci wiersza (na przyktad 32, 64 lub dowolnej innej). Dodatkowo
nalezy zagwarantowac, ze tablica przechowujaca wyswietlane wiersze nie bedzie wigksza niz
to konieczne. Jak jest zalezno$¢ pomigdzy iloscig wierszy drzewa (w przedstawionym drzewie
jest ich pigé) a ich szerokoscia?

(6.3) Zaimplementuj rekurencyjna metode podnoszaca liczbe do potegi, dziatajaca zgodnie z zatoze-
niami przedstawionymi w czgsci rozdziatu, zatytutlowanej ,,Podnoszenie liczby do potegi”. Na-
pisz rekurencyjna metodg¢ power () oraz metode main(), ktora umozliwiataby jej przetestowanie.

(6.4) Napisz program rozwiazujacy zagadnienie pakowania plecaka, ktory umozliwiatby operowanie
na plecaku o dowolnej pojemnosci oraz dowolnej grupie umieszczanych w nim elementow.
Nalezy zatozy¢, ze wagi elementow sg zapisywane w tablicy. Podpowiedz — argumentami wy-
wolania rekurencyjnej metody knapsack () sa: waga docelowa oraz indeks okreslajacy fragment
tablicy, w ktérym sa zapisane pozostate analizowane elementy.

(6.5) Zaimplementuj rekurencyjny algorytm rozwiazujacy problem wygenerowania wszystkich moz-
liwych grup z pewnego zbioru elementow (n elementéw wybieranych k razy). Napisz reku-
rencyjng metode showTeams () oraz metode main(), ktdra bedzie prosi¢ uzytkownika od podanie
wielkosci zbioru oraz ilosci wybieranych elementdw, a nastgpnie przekazywac te informacje
w wywolaniu metody showTeams (). Z kolei metoda showTeams() ma wyswietla¢ wszystkie wy-
generowane kombinacje.



