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W ostatniej dekadzie systematyczne badania algorytméw geometrycznych
spowodowaty utworzenie nowej dziedziny badawczej - geometrii obliczeniowe;.

Jej osiagniecia maja szerokie zastosowanie w przezywajacej ostatnio btyskawiczny
rozwdj tréjwymiarowej grafice komputerowej, a takze w automatyce, robotyce

i w statystyce. Ksiazka niniejsza to obszerny, systematyczny i jednolity wykfad

na ten temat. Stanowi ona klasyczng pozycje w tym zakresie informatyki.

Najwazniejszym zadaniem geometrii obliczeniowej jest wskazanie pojec¢, wtasciwosci
i technik, ktdre beda pomocne przy tworzeniu sprawnych algorytmdéw rozwiazujacych
problemy z dziedziny geometrii.

Tematy poruszane w tej ksiazce, to miedzy innymi:

* podstawy geometrii i historia geometrii obliczeniowej

e wyszukiwanie geometryczne

e uzyskiwanie informacji o obiektach

* tworzenie otoczki wypuktej wraz z szeregiem problemow z tym zagadnieniem

zwigzanych,

* sasiedztwo, przeciecia oraz geometria prostokatow
W ksiazce metody geometrii obliczeniowej prezentowane sa przez szczegétowe
omdwienie konkretnych przypadkow. Poczatkowo ksiazka ta miata by¢ podrecznikiem
dla studentow, ale w jej obecnym ksztatcie bedzie przydatna takze dla badaczy i dla
0s6b zawodowo zajmujacych sie projektowaniem wspomaganym komputerowo, grafika
komputerowa i robotyka.
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1

Wprowadzenie

1.1. Rys historyczny

Geometria starozytnych Egipcjan i Grekéw to dziela sztuki matematyki stosowanej. Pro-
blemy geometryczne pojawialy sie w zwiazku z koniecznoscia dokladnego wyliczania
réznych obciazen o charakterze podatkowym czy podczas wznoszenia monumentalnych
budowli. Jak to nieraz w historii bywa, matematyka — stworzona jako narzedzie przy-
datne faraonom w rzadzeniu pafistwem — wyrosla znacznie ponad pierwotnie stawiane
przed nia zadania, a geometria stala sie szkola myslenia matematycznego. To w geometrii
tak przydatna jest zwykla intuicja, a nowe odkrycia sa w zasiegu nawet amatoréw.

Powszechnie uwaza si¢, ze najwazniejszym wkladem Euklidesa w rozwdj geometrii
jest przedstawienie metody aksjomatycznego przeprowadzania dowodéw. Nie bedziemy
tutaj z ta teza dyskutowaé. Dla nas jednak znacznie wazniejsze bedzie pojecie konstrikeji
etklidesowej. metody obejmujacej algorytm konstrukqi wraz z dowodem. Konstrukcje eukli-
desowe spelniaja wszystkie wymogi stawiane przed algorytmami: s jednoznaczne, po-
prawne i skoficzone. W pézniejszych czasach jednak, o ile przez 2000 lat geometria byla
nadal rozwijana, o tyle algorytmika zostala na dlugo zapommiana. Cze$ciowym wyja-
$nieniem takiego stanu rzeczy moze by¢ skutecznosé innej metody dowodzenia — dowo-
dzenia przez sprowadzenie do absurdi. Metoda ta ulatwia dowodzenie, Ze jakis obiekt istnieje.
Dowdéd prowadzi sie przez zaprzeczenie, nie podaje sie natomiast konkretnego sposobu
konstrukgji (czyli algorytmu).

Konstrukcje euklidesowe jeszcze z innego powodu zastuguja na uwage: opisano w nich
zestaw $rodkéw, z jakich wolno korzystaé (linijka i cyrkiel), oraz zdefiniowano zestaw
dopuszczalnych czynnosci elementainych. Starozytni najbardziej zainteresowani byli tym,
czy przyjete czynnosci elementarne sa domkniete ze wzgledu na konstrukeje skoniczone.
Szczegdlnie interesowalo ich, czy mozliwe jest za ich pomoca zrealizowanie wszystkich
dajacych sie wymyslié konstrukeji geometrycznych, takich jak trysekcja kata. Dzisiaj to
samo pytanie moglibysmy sformulowa¢é inaczej: czy elementarne czynnosci konstrukgji
euklidesowych wystarcza do wykonania wszystkich mozliwych ,obliczen” geometrycz-
nych? Prébujac odpowiedzieé na to pytanie, rozwazano rézne alternatywne metody, z wy-
korzystaniem innych operadji i innych narzedzi. Archimedes przedstawit (poprawna zreszta)
konstrukcje trysekeji kata 60°, przy czym skorzystal z nastepujacego rozszerzenia zbioru
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dopuszczalnych operagji: Jesli mamy dwa okrggi, Ai B, oraz punkt P, wolno nam na liniale
zaznaczyc odcinek MN i umiesci¢ go tak, aby linial przecliodzil przez P, stykajgc sig z okregiem
A w punkcie M i z okrggiem B w punkcie N. Czasami badano tez ograniczony zbiér narzedzi,
na przyklad rozwazano postugiwanie sie jedynie cyrklami. Tego typu préby kojarzy¢ sie
musza z teoria automatéw, w ktérej sile poszczegélnych modeli obliczeniowych badamy,
nakladajac rézne ograniczenia. Niestety, dowdd niezupelnosci zbioru narzedzi eukli-
desowych pojawil sie dopiero po stworzeniu i rozwinieciu algebry.

Wplyw ,Elementéw” Euklidesa na przyszle pokolenia byl tak duzy, ze az do cza-
sé6w Kartezjusza nikt nie proponowal nawet innego sformulowania geometrii. Dopiero
Kartezjusz, wprowadzajac swéj uklad wspéhzednych, umozliwit skorzystanie z osiagnied
algebry, co dopiero pozwolilo zajaé sie krzywymi wyzszych rzedéw i otworzylo droge
dla rachunku Newtona. Uzycie wspéhzednych znacznie zwieksza mozliwosci oblicze-
niowe, zasypujac przepasé miedzy algebra i geometria. Metody obliczeniowe oznaczaly
tez renesans myslenia konstruktywistycznego. Mozliwe stalo si¢ tworzenie nowych figur
geometrycznych przez rozwigzywanie powigzanych z nimi réwnan. Juz wkrétce znéw
pojawily sie pytania o obliczalno$é. Gauss, korzystajac z narzedzi algebraicznych, wykazal,
ktére wielokaty foremne majace liczbe bokéw wyrazonych liczba pierwsza mozna zbudo-
wad, korzystajac z narzedzi euklidesowych. Jasne stalo sig, ze konstrukcje wykonywane
za pomocq linjjki i cyrkla, wyliczanie pél i réwnania algebraiczne sa $ciSle ze soba po-
wigzane. W swej rozprawie doktorskiej Gauss wykazal, Ze kazde réwnanie algebraiczne
ma przynajmniej jeden pierwiastek (jest to podstawowe twierdzenie algebry). W 1828
roku Abel rozwazal ten sam problem w ograniczonym modelu obliczeniowym: badal, czy
pierwiastek kazdego réwnania algebraicznego mozna wyznaczyé, korzystajac jedynie
z operacji arytmetycznych i pierwiastkowania 1n-tego stopnia. Udowodnil, Ze jest to nie-
mozliwe. O ile wszystkie liczby dajace sie skonstruowac geometrycznie sa algebraiczne’,
o tyle Abel wykazal, ze nie wszystkie liczby algebraiczne daja sie skonstruowa¢é. Niedlugo
péZniej Abel pokazal, ktére réwnania algebraiczne mozna rozwiaza¢ za pomoca pier-
wiastkéw, a dzieki temu mozliwe bylo badanie wykonalnosci réznych probleméw geo-
metrycznych, takich jak trysekcja kata.

1.1.1. Zlozonos¢ geometrii klasycznej

Wszystkie konstrukcje euklidesowe — poza najprostszymi — sa bardzo zlozone, a to z po-
wodu elementarnosci dozwolonych operacji. W przeszlosci wielokrotnie prébowano udo-
skonali¢ geometrie poprzez tworzenie konstrukgi skladajacych sie z mniejszej liczby operadji
elementarnych. Jednak az do dwudziestego wieku nie potrafiono okresli¢ miary zlozo-
nosci konstrukeji. W 1902 roku Emile Lemoine w dziele Géoméfrograplie nastepujaco scha-
rakteryzowat operacje elementarne geometrii euklidesowej [Lemoine (1902)]:

! Kiedy méwimy, ze ,liczba daje sie skonstruowa¢”, mamy na mysli mozliwos¢ konstrukeyj
nego zbudowania odcinka o dlugosci wyrazonej taka liczba, kiedy dany jest odcinek jednostkowy
— przyp. thum.
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(1) Umieszczenie nézki cyrkla w danym punkcie.
(20 Umieszczenie nézki cyrkla na danej prostej.
(3) Narysowanie okregu.

(4) Przylozenie brzegu linijki do danego punktu.
(5) Narysowanie prostej.

Eaczng liczbe takich operaqi wykonywanych podczas tworzenia konstrukeji nazy-
wamy ztozonoscig. Definicja taka jest bardzo bliska pojeciu zlozonosci obliczeniowej algo-
rytméw, choé Lemoine nie powigzal bezposrednio rozmiaru danych wejsciowych (liczby
danych punktéw i prostych) ze zlozonosciag konstrukeji geometrycznej. Lemoine chcial
poprawic starsze konstrukeje euklidesowe, a nie tworzy¢ teorie ich zlozonosci. Wezesniej
odniést niejeden sukces; euklidesowe rozwiazanie problemu okiegéw Apoloniusza wy-
maga 508 krokéw, zas rozwiazanie podane przez Lemoine’a liczylo ponizej dwustu kro-
kéw [Coolidge (1916) ]. Niestety, Lemoine nie dostrzegl wagi dowodu, ze dana konstrukcja
wymaga pewnej minimalnej liczby krokéw.

Znaczenie takiego dolnego ograniczenia liczby krokéw dostrzegl Hilbert. Pracujac
w ograniczonym modelu, rozwazal jedynie te konstrukcje, ktére da sie zrealizowaé za
pomoca liniatu i miarki — narzedzia sluzacego jedynie do odkladania na prostej odcinka
o zadanej dlugosci. Nie do wszystkich konstrukeji euklidesowych taki zestaw narzedzi
wystarcza. Jesli konstrukcja daje sie tak pizeprowadzié, na wspéhzedne punktéw mozna
patrzed jako na funkcje F danych punktéw. Hilbert podal warunki konieczny i wystar-
czajacy do tego, aby F dawala sie wyliczy¢ za pomoca n operacji pierwiastkowania dru-
giego stopnia; jest to jedno z pierwszych twierdzen dotyczacych algebraicznej ztozonosci
obliczeniowej [Hilbert (1899)].

Wiele wskazuje na to, ze r6zne techniki stosowane dzisiaj do analizy algorytméw byty
uzywane przez geometréw juz od wiekéw. W roku 1672 Georg Mohr wykazal, ze kazda
konstrukcja wykonalna linijka i cyrklem moze by¢ tez zrobiona samym cyrklem, o ile
zgodzimy sie, aby wszystkie dane i konstruowane obiekty byly wyznaczane punktami.
Samym cyrklem nie mozna narysowa¢ linii prostej, ale mozna ja wskazaé za pomoca
dwéch punktéw, powstajacych przy przecinaniu sie okregéw. W dowodzie Mohra wazne
jest to, ze jest to symulacja, pozwalajaca pokazad, ze kazda operacje, w ktérej uzywamy
linijki, mozna zastapi¢ skoriczong liczba operacji wykonywanych samym cyrklem. Mozna
by zapytad, czy istnieje tu jakis scislejszy zwiazek z teoria automatéw. Podobnego typu
wnioskiem jest stwierdzenie, ze w konstrukcjach, w ktérych uzywana jest linijka, mozna
uzy¢ linijki dowolnie malej dtugosci, byle wigkszej od zera.

Lemoine i jego nasladowcy zajmowali sie zlozonoscia konstrukeji euklidesowych,
ale warto tez zapytad o to, jakiej przestrzeni te konstrukcje wymagaja. Naturalng miara
potrzebnej przestrzeni jest jej powierzchnia. Uzywana przestrzeni zalezy od powierzchni
wielokata wypuklego obejmujacego potrzebne punkty, powierzchni spodziewanego
wyniku oraz powierzchni potrzebnej podczas konstrukeji obiektéw pomocniczych [Eves
(1972)]. Co warte odnotowania, zapis czasu i powierzchni nie sa geometrii catkiem obce.

Wprawdzie Galois wykazal niewykonalnosé¢ pewnych konstrukeji euklidesowych,
wobec czego niemozliwa byla na przyklad doktadna trysekcja kata, nie wplywa to jednak
na mozliwos¢ realizacji konstrukcji przyblizonych. Tak naprawde zbiezne asymptotycznie
procedury kwadratury kola i podwojenia szescianu znane byly juz starozytnym Grekom
[Heath (1921)]. Jak widaé, algorytmy iteracyjne maja juz naprawde dluga historie.
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1.12. Teoria zbioréw wypuktych,
geometria metryczna i kombinatoryczna

W dziewietnastym wieku geometria rozwijala sie w wielu réznych kierunkach. Jeden z tych
kierunkéw, zapoczatkowany przez Kleina, dotyczyt badan nad zachowaniem sie obiektéw
geometrycznych poddanych réznym przeksztalceniom. Innym waznym kierunkiem roz-
woju byl geometria rzutowa (zobacz punkt 132). Badanie skoniczonych przestrzeni rzuto-
wych prowadzi do fascynujacych pytan z dziedziny kombinatoryki i algorytméw dyskret-
nych, ale nie bedziemy w tej ksigzce zajmowac sie tymi dziedzinami geometrii.

Rozwdj analizy rzeczywistej mial duzy wplyw na geometrie, gdyz dal formalne pod-
stawy pojeé, ktére wczesniej byly jedynie intuicyjne. Dwa stworzone tak dziela — geo-
metria metryczna i teoria wypuklos$ci — stanowia bardzo wazne narzedzia matematyczne
pozwalajace projektowaé szybkie algorytmy.

Odleglosé to jedno z podstawowych pojec geometrii. Jego uogdlnieniem jest metryka,
ktéra pozwala wprowadzié¢ zagadnienia i metody geometryczne do analizy; ,odleglosé”
miedzy funkcjami pozwala tworzy¢ pizestrzenie funkgji i inne zaawansowane konstrukeje.
Niestety, wiele twierdzen tej dziedziny to twierdzenia niekonstrukcyjne. Przestrzenie
funkcyjne z samej swej natury nie poddaja sie obliczeniom.

Znaczenie teorii wypuklosci polega na tym, ze zajmujemy sie wlasciwosciami global-
nymi, co pozwala rozwiazywadé problemy ekstreméw. Niestety, wiele zagadnien trudno jest
sformulowa¢ algebraicznie i znéw wiele twierdzen to twierdzenia niekonstrukeyjne.

Geometria kombinatoryczna w swej naturze jest znacznie blizsza geometrii algoryt-
micznej. Obiekty geometryczne s3 w niej charakteryzowane przez wilasciwosci podzbioréw
skoriczonych. Przykladowo, zbidr jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy odcinek wyzna-
czony przez dowolne dwa punkty tego zbioru jest w tym zbiorze catkowicie zawarty.
Nieprzydatnosé geometrii kombinatorycznej do naszych rozwazai wynika stad, ze zwy-
kle liczba skorficzonych podzbioréw jest nieskoficzona, co wyklucza podejscie algebraiczne.
Ostatnie prace nad algorytmami geometrycznymi zmierzaly do usuniecia tych niedo-
godnosci i stworzenia matematyki dajacej w wyniku dobre algorytmy.

1.1.3. Wczesniejsze prace

Algorytmy geometryczne byly tworzone w réznych kontekstach, za$ terminu ,geometria
obliczeniowa” uzywano przynajmniej w dwéch réznych znaczeniach. Teraz postaramy
sie wszystkie te wysitki ulozyé we wlasciwy sposéb i pokazaé ich miejsce w dzisiej-
szej nauce.

(1) Modelowanie geometryczne za pomoca krzywych i powierzchni skladanych. Zagad-
nienie to blizsze jest analizie numerycznej niz geometrii. Najwieksze sukcesy odniesli
tutaj Bézier, Forrest i Riesenfeld. Warto zauwazy¢, ze Forrest t¢ wlasnie dziedzine
wiedzy okres§la mianem ,geometrii obliczeniowej” [Bézier (1972), Forrest (1971),
Riesenfeld (1973)].

(20 We wspanialej ksigzce Perceptrons Minsky i Papert (1969) opisali ztozonos¢ predykatéw
pozwalajacych rozpoznawaé pewne wiasnosci geometryczne, takie jak wypuklosé.
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Celem ich pracy bylo ustalenie, czy mozliwe jest uzycie duzych czujnikéw, skladaja-
cych sie z prostych ukladéw, do rozpoznawania wzorcéw. Ich teoria jest samodzielna
inie miesci sie w tematyce tej ksiazki.

(3) Oprogramowanie graficzne i edytory rysunkéw sa niewatpliwie miejscem, w ktérym
stosowanych jest szereg algorytméw przedstawianych w tej ksiazce. Jednak w tym
wypadku pojawia sie wiele zagadnieni zwigzanych bezposrednio z implementacja
i interfejsem uzytkownika, a nie analiza algorytméw. Do tej samej klasy rozwiazan
zaliczy¢ nalezy oprogramowanie sterujace obrabiarkami numerycznymi, oprogramo-
wanie ploteréw, systemy kartograticzne oraz oprogramowanie inzynierskie i archi-
tektoniczne.

(4) Pojecie ,geometria obliczeniowa” wielu osobom moze kojarzy¢ si¢ z dowodzeniem
twierdzen geometrycznych za pomoca komputera. Jest to fascynujaca tematyka, ale
znacznie wiecej méwi ona o metodach dowodzenia twierdzen niz o samej geometrii,
wiec nie bedziemy sie nig dalej zajmowad.

1.1.4. Ku geometrii obliczeniowej

Na to, co dzisiaj rozumiemy przez geometrie obliczeniowa, zlozylo sie wiele obszaréw za-
stosowani, w ktérych konieczne bylo opracowanie wydajnych algorytméw rozwiazywa-
nia probleméw geometrycznych. Przykladowe zagadnienia to problem komiwojazera, mi-
nimalne drzewo, ukrywanie linii czy programowanie liniowe, a takze mnéstwo innych.
Aby pokazaé przekonujaco réznorodne przyklady zastosowania geometrii obliczeniowej,
przed zaprezentowaniem tych probleméw najpierw przedstawimy potrzebne informacje
pomocnicze.

W literaturze naukowej algorytmiczne studia nad wymienionymi i podobnymi pro-
blemami pojawialy sie w ciagu calego wieku, a szczegdlnie czesto w ostatnim dwudzie-
stoleciu. Jednak dopiero ostatnio podjeto systematyczne badania algorytméw geometrycz-
nych, a zarazem zwiekszylo si¢ zainteresowanie ta dziedzina, w publikacji M. I. Shamosa
(1975a) nazwana ,geometria obliczeniowa”.

Mamy nadzieje, ze z omawianych w tej ksigzce zagadnient wyloni sie calosciowy obraz
geometrii obliczeniowej i stosowanych w niej metod. Jedna z podstawowych cech tej dzie-
dziny jest stwierdzenie, ze tradycyjne pojmowanie obiektéw geometrycznych niejedno-
krotnie nie nadaje sie do projektowania optymalnych algorytméw. Aby tego problemu
uniknaé, konieczne jest odnalezienie pojeé, ktdre sa przydatne w obliczeniach, i okreslenie
ich wlasciwosci. Krétko méwiac, geometria obliczeniowa musi przeksztalcaé w miare
potrzeb klasyczng dziedzine wiedzy w jej postaé obliczeniowsa.

1.2. Wprowadzenie do algorytmoéw

W ciagu ostatnich pietnastu lat analiza i projektowanie algorytméw programéw bylo jedna
z najdynamiczniej rozwijajacych sie dziedzin informatyki. Fundamentalne prace Knutha
(1968, 1973) oraz Aho, Hopcrofta i Ullmana (1974) wprowadzily porzadek w bogatym
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zbiorze odrebnych wynikéw, okreslily podstawowe paradygmaty i ustality metodologie,
ktéra stala sie standardem. Dalsze prace [Reingold-Nievergelt-Deo (1977), Wirth (1976)]
jeszcze bardziej wzmocnily podstawy teoretyczne.

Dokladne omawianie tych doskonatych prac wykracza poza zakres niniejszej ksigzki,
ale zakladamy, ze tematyka ta jest juz znana Czytelnikowi. Jednak warto, choé¢by z uwage
na terminologie, krétko oméwié skladniki jezyka, ktérym bedziemy opisywali geometrie
obliczeniowa. Skladniki te to algorytmy i struktury danych. Algorytmy to programy pize-
znaczone do wykonywania na odpowiedniej abstrakcji maszyn von Neumanna. Struktury
danych to sposoby ulozenia informacji, ktére w polaczeniu z algorytmami pozwalaja
wydajnie i elegancko rozwigzywaé problemy obliczeniowe.

12.1. Algorytmy: zapis i okreslanie wydajnosci

Algorytmy zapisuje sie z uwzglednieniem konkretnego modelu obliczeniowego. Jak zoba-
czymy w podrozdziale 1.4, model obliczeniowy to wygodna abstrakcja maszyny fizycznej
stosowanej do wykonywania programéw. Jak jednak wykazali Aho-Hopcroft-Ullman
(1974), nie jest konieczne ani pozadane zapisywanie algorytmu w formie kodu maszy-
nowego. Zamiast tego, aby zachowad jasnosé, zwiezlosé i zapewni¢ zrozumialosé zapisu,
nalezy zwykle® uzyé wysokopoziomowego jezyka Pidgin Algol, ktéry stal sie juz stan-
dardem w literaturze przedmiotu. Pidgin Algol to nieformalna i elastyczna wersja jezyka
podobnego do Algolu. Zapis struktur kontiolnych jest scisle okreslony, ale wszelkie inne
wyrazenia mozna zapisywaé bardzo dowolnie, $cisly zapis matematyczny moze by¢ mie-
szany z jezykiem naturalnym. Oczywiscie, programy w jezyku Pidgin Algol moga by¢
automatycznie przekladane na programy zapisane w formalnych jezykach wysokiego
poziomu.

Podobnie jak Aho-Hopcroft-Ullman, pokazemy konstrukcje jezyka Pidgin Algol.
Formalne deklaracje typéw danych nie maja tu zastosowania, za$ typ zmiennej zwykle
jasno wynika z kontekstu. Poza tym nie ma zadnego specjalnego formatu zapisu wyra-
zen i warunkéw.

Program nazywamy procedura, ma on postac:

procedure nazwa (parametry) instrukdja.

Instrukcje mozna zapisaé jako laficuch dwéch lub wiecej instrukeji, ujety w ,nawiasy”
,begin...end”:

begin instrukcja;

instrukcja
end.

% Czasami algorytmy moga by¢ zapisywane w formie zwyklego tekstu.
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Instrukcja moze tez mie¢ postac zdania jezyka naturalnego lub jedna z ponizszych postaci:

(1) Przypisanie:

zmienna := Zrédlo wartoéci

Zrédlo wartodci” to opis wyliczenia wartosci, ktéra ma byé przypisana zmienne;j.
Wryliczenie to, ogdlnie rzecz biorac, wyrazenie na zbiorze zmiennych (niektére z tych
zmiennych mogg by¢ zapisane jako ,funkcje”; funkcja to przypadek szczegdlny pro-
gramu, co pokazemy dalej).

(2) Instrukcja warunkowa:

if warunek then instrukcja (else instrukcja)

Czes$¢ z else jest opcjonalna.
(3) Petla — moze mie¢ jedna z trzech postaci:

3a. for zmienna = warto$¢ until wartosé do instrukga
3b. while warunek do instrukeja
3c. repeat instrukeja until warunek

Konstrukcje while i repeat réznia sie o tyle, ze w przypadku petli while warunek
jest sprawdzany przed wykonaniem instrukgi, zas w petli repeat najpierw wykony-
wana jest instrukcja.

(4) Instrukcja powrotu:

return wyrazenie

Instrukga tego typu musi pojawic si¢ w programach bedacych funkcjami. Programy takie
maja, postac:

function nazwa (parametry) instrukcja.

Wyrazenie bedace argumentem return staje sie Zrédlem wartosci dla instrukgji przypisania,
pokazanej powyzej w punkcie 1.

Algorytmy zapisane w jezyku Pidgin Algol czesto zawieraja komentarze, majace
ulatwia¢ ich zrozumienie. Zwykle komentarz zapisuje si¢ w postaci: (*zdanie w jezyku
naturalnyms).

Czas potrzebny na obliczenia — czyli wykonanie algorytmu — to suma czaséw wy-
konywania poszczegdlnych operacji (zobacz tez podrozdziat 1.4). Jak juz wczesniej wspo-
mnielismy, w Pidgin Algolu program mozna latwo przeksztalci¢ na kod maszynowy
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wybranego komputera (choé¢ zadanie to moze by¢ Zzmudne). W zasadzie bylaby to metoda
wyznaczenia czasu wykonywania programu. Jednak jest to tozwiazanie nie tylko zmudne,
ale i malo ksztalcace, gdyz odwolujemy sie do konkretnego komputera, podczas gdy
interesuje nas zalezno$¢ funkcyjna miedzy czasem wykonania a wielkoscia rozwiazywa-
nego problemu (czyli jak szybko rosnie czas wykonania przy wzroscie wielkosci pro-
blemu). Wobec tego przyjelo sie¢ w analizie i projektowaniu algorytméw okreslaé czas
wykonywania (a takze wszelkie inne miary szybkosci dzialania) z pominieciem stalych
wspdlezynnikéw. Zwykle robi sie to, uwzgledniajac jedynie wybrane ,operace kluczowe”
algorytmu (wystarcza do tego analiza algorytmu zapisanego w jezyku wysokiego po-
ziomu). Takie podejscie jest jak najbardziej uprawnione, jesli chodzi o ustalanie dolnego
ograniczenia czasu wykonania, gdyz wszystkie nieuwzgledniane w takim przypadku
operacje moga czas wykonania jedynie zwiekszaé. Jesli jednak chodzi o gérne ograni-
czenie, trzeba zapewnié, ze wybrane operacje beda stanowily staly ulamek wszystkich
operacji algorytmu. Knuth spopularyzowal metode zapisu, ktéra pozwala rozrézni¢ ogra-
niczenie gérne i dolne; w tej ksiazce takze skorzystamy z tej metody [Knuth (1976)]:

¢ O(f(N)) oznacza zbiér wszystkich funkgi g(N) takich, ze istnieja stale dodatnie Ci Np,
ze dla wszystkich N > N zachodzi |g(N)| < Cf(N).

¢ (Xf(N)) oznacza zbiér wszystkich funkcji g(N) takich, Ze istnieja dodatnie state Ci Ny
takie, ze dla wszystkich N > Nj zachodzi g(N) > CAN).

e Af(N)) oznacza zbiér wszystkich funkeji g(N) takich, ze istnieja dodatnie stale C;, C;
i N, takie, ze dla wszystkich N > N; zachodzi C/f(N) < ¢(N) > C(N).

* 0o(f(N)) oznacza zbidér wszystkich funkcji g(N) takich, ze dla wszystkicli dodatnicl sta-
tycli C istnieje stala Ny taka, ze dla wszystkich N > Nj zachodzi ¢(N) < CA(N) (lub, co
jest rtéwnowazne, limy,. §(N) /f(N) = 0).

Tak wiec O(f(N)) zawiera funkcje nie wigksze niz pewne stale razy fIN) — tak mozna
okresli¢ ograniczenie géine. Z kolei Xf(N)) zawiera funkcje nie mniejsze niz pewna stala
razy f(N), wiec mamy ograniczenie dolne. W koricu &f(N)) zawiera funkcje tego samego
rzedu co f(N), przez co mozemy okresli¢ algorytmy ,optymalne”.

OmoéwiliSmy juz czas wykonywania algorytmu. Inna wazna miara wydajnosci jest
zajmowanie pamieci. Wlasnie pamigc i czas, wyrazone jako funkcje wielkosci problemu,
stanowia dwie podstawowe miary wydajnosci przy analizie algorytméw.

Gléwnym celem niniejszej ksigzki jest przedstawienie algorytméw dotyczacych pro-
bleméw geometrycznych i oszacowanie ich zlozono$ci w najgorszym przypadki. Ztozonosé
w najgorszym przypadku to najwieksza miara wydajnosci algorytmu przy danej wielkosci
problemu. Z kolei zlozonosé przypadku sredniego (czyli zlozonosé oczekiwana) to oszaco-
wanie, jakiej zlozonosci powinnismy spodziewad sie¢ podczas testéw. Niestety, analiza
przypadku sredniego jest znacznie trudniejsza od analizy przypadku najgorszego. Po
plerwsze, pojawiaja sie trudnosci matematyczne — nawet w przypadku dobrego doboru
rozkladu parametréw. Po drugie, rzadko udaje sie ustali¢, jak w praktyce bedzie wygladalo
typowe uzycie algorytmu. Dlatego wilasnie zwykle analizuje sie przypadek najgorszy.
W niniejszej ksiazce sporadycznie zajmowac sie bedziemy wynikami przypadku sredniego.

Inng wazna rzecza, ktéra nalezy tutaj podkresli¢, jest fakt, ze w zapisie ,1zedu zlozo-
nosci” nie pojawiaja sie wspdlezynniki mnozenia. Wobec tego uzyskana zlozonosé obowia-
zuje jedynie w przypadku dostatecznie duzych probleméw. Z tego powodu méwimy
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w takiej sytuadji o analizie asymptotycznej. Mozliwe jest — i wcale nie 1zadkie — ze w pizy-
padku malych probleméw optymalny algorytm nie jest algorytmem najlepszym asymp-
totycznie. Wybierajac algorytm do konkretnego zastosowania, trzeba powyzsze zawsze
mieé na uwadze.

1.2.2. Nieco o technikach tworzenia algorytmoéw

Wydajne algorytmy opisujace problemy geometryczne czesto tworzy sie, przetwarzajac
techniki ogdlne danej dziedziny, jak ,dziel i 1zadZ”, réwnowazenie, rekurencje czy progra-
mowanie dynamiczne. Doskonale oméwienie tych technik znaleZ¢é mozna w klasycznych
juz tekstach poswieconych analizie i projektowaniu algorytméw (na przyklad [Aho-Hop-
croft-Ullman (1974)]) i zbedne jest tutaj powtarzanie tego.

Istnieje technika, ktéra w sposéb naturalny jest szczegdlnie polecana do rozwiazy-
wania probleméw geometrycznych. Technike te nazywamy wymiataniem, przy czym naj-
czesciej korzysta sie z wymiatania plaszczyzny (w dwéch wymiarach) i wymiatania przestrzeni
(w trzech wymiarach). Teraz oméwimy najwazniejsze cechy wymiatania plaszczyzny;
uogdlnienie tego do trzech wymiaréw jest juz proste.

Aby nie byé goloslownym, pokazemy te metode na konkretnym przykladzie (ktéry
dokladniej oméwimy w punkcie 7.2.3): jesli mamy dany zbiér odcinkéw na plaszczyzZnie,
nalezy znaleZé wszystkie ich przecigcia. Rozwazmy prosta [ (bez utraty ogélnosci mozemy
zalozyé, ze jest ona pionowa), ktéra dzieli plaszczyzne na lewa i prawa pélplaszczyzne.
Zalézmy, ze kazda z tych pélplaszczyzn zawiera korice danych odcinkéw. Jest jasne, ze
rozwigzaniem naszego zadania bedzie suma rozwiazan dla wszystkich takich par pél-
plaszczyzn. Zakladajac zatem, ze mamy juz zbiér przecieé na lewo od I, wiemy, ze na
uzyskany zbiér nie beda mialy wplywu odcinki znajdujace sie na prawo od I. Zauwazmy,
ze przecigcie moze wystapi¢ jedynie miedzy dwoma takimi odcinkami, ktérych przeciecia
z pewng pionowa prosta przylegaja do siebie. Tak wiec, jesli uwzglednimy wszystkie
pionowe przeciecia danego zbioru odcinkéw, odnajdziemy wszystkie przeciecia. Jako ze
jednak niemozliwe jest wyliczenie ciaglego, nieskoriczonego zbioru wszystkich przecieé
pionowych, musimy ten problem rozwiaza¢ inaczej. Zauwazmy, ze plaszczyzna dzielona
jest na pionowe paski, z ktérych kazdy ograniczony jest albo konicami odcinkéw, albo
przecieciami odcinkéw, przy czym pionowa kolejnosé odcinania przez pionowe ciecie
jest stala. Wobec tego wystarczy przej$é od lewego brzegu takiego paska do jego brzegu
prawego, zaktualizowad kolejnos$é odcinkéw i sprawdzié, czy miedzy ,przylegajacymi”
odcinkami wystepuja jakie$ nowe przeciecia.

W powyzszym oméwieniu pokazaliSmy podstawowe cechy techniki wymiatania plasz-
czyzny. Pionowa prosta przesuwana jest po plaszczyZznie od lewej do prawej, przy czym
zatrzymuje si¢ w punktach szczegélnych, nazywanych ,punktami zdarzen”. Przeciecie
tej prostej z badanymi danymi zawiera wszystkie informacje potrzebne do przejscia dalej.
Tak wiec mamy dwie podstawowe struktury:

(1) Harmonogram punktow zdarzeri, ktéry okresla ciag wspéhzednych odcietych, upo-
rzadkowany od lewej do prawej — w ten sposéb definiujemy punkty zatrzymania
linii wymiatajacej. Zwréémy uwage, ze harmonogram punktéw zdarzen nie musi
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od razu wynika¢ z danych wejsciowych, ale moze by¢ aktualizowany dynamicznie
podczas wykonywania algorytmu wymiatania plaszczyzny. W réznych zastosowa-
niach potrzebne mogg by¢ rézne struktury danych.

(2) Stan prostej wymiatajgcej, ktéry odpowiada opisowi przeciecia linii wymiatajacej
z geometryczng struktura wymiatana. Owo odpowiadanie oznacza, ze przecigcie
zawiera informacje charakterystyczne dla danego zastosowania. Stan prostej wymia-
tajacej jest aktualizowany przy przyjsciu do kazdego nastepnego punktu; kazdora-
zowo konieczne jest tez wybieranie odpowiedniej struktury danych.

Przyklady algorytméw wymiatania plaszczyzny pokazemy w punkcie 2.2.2.

12 3. Struktury danych

W algorytmach geometrycznych mamy do czynienia z przetwarzaniem obiektéw, ktére nie
sa obstugiwane bezposrednio na poziomie jezyka maszynowego. Wobec tego uzytkownik
musi te zlozone obiekty opisa¢ za pomoca prostszych typéw danych, ktére sa dla kom-
putera zrozumiale. Opisy tego typu okreslamy mianem struktur danycli.

Najpowszechniej spotykanymi obiektami zlozonymi w algorytmach geometrycznych
sa zbidr 1 ciag (uporzadkowany zbidr). Struktury danych najlepiej je opisujace oméwiono
w literaturze podstawowej o algorytmach i do niej kierujemy Czytelnika [Aho-Hopcroft-
-Ullman (1974), Reingold-Nievergelt-Deo (1977)]. Nam wystarczy jedynie wymienienie
dostepnych struktur danych oraz opisanie ich dzialania i wplywu na wydajnosé.

Niech S bedzie zbiorem reprezentowanym przez strukture danych, a 1 niech bedzie
dowolnym elementem zbioru, ktérego S jest podzbiorem. Podstawowe operacje na zbio-
rach to:

(1) MEMBER(«, S). Czy u € S? (odpowiedz: TAK lub NIE).
(2) INSERT(x, S). Dodanie 1 do S.
(3) DELETE(x, S). Usuniecie 1 z S.

Zalézmy, ze {S1, S,, ..., Sy} to zbibr zbioréw (parami rozlacznych). Przydatnymi ope-
racjami na takim zbiorze zbioréw sa:

(4) FIND(u). Podanie j, jesliu € S;.
(5) UNION(S,, Sj; Si). Tworzona jest suma zbioréw S;1i S, oznaczana jako Sy.

Kiedy zbiér zewnetrzny jest calkowicie uporzadkowany, bardzo wazne sa nastepu-
jace operacje:

(6) MIN(S). Podanie najmniejszego elementu z S.

(7) SPLIT(u, S). Zbiér S dzielony jest na {S;, S} takie, ze S; = {v: v € S oraz v < u}
oraz S, = S-5;.

(8) CONCATENATE(S;, Sy). Zakladajac, ze dla dowolnych 1/ € S;iu” € S, mamy ' <u”,
tworzymy uporzadkowany zbiér S = S5; U S».
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Struktury danych mozna pogrupowac ze wzgledu na operacje, jakie sa w nich mozliwe
(abstrahujac od szybkosci wykonywania tych operacji). Tak wigc w przypadku zbioréw
uporzadkowanych mamy nastepujaca tabele:

TABELA I
Struktura danych Obstugiwane operacje
Stownik MEMBER, INSERT, DELETE
Kolejka priorytetowa  MIN, INSERT, DELETE
Kolejka faczona INSERT, DELETE, SPLIT, CONCATENATE

Z uwagi na wydajnos$é wszystkie te struktury danych zwykle realizuje si¢ jako zbilanso-
wane drzewo binarne (czesto AVL albo 2- lub 3-drzewo) [Aho-Hopcroft-Ullman (1974)].
W ten sposéb kazda operagja jest wykonywana w czasie proporcjonalnym do logarytmu
liczby elementéw zapisanych w strukturze danych. Ilo$é¢ zajmowanej pamieci jest pro-
porcjonalna do wielkosci zbioru.

Na powyzsze struktury danych mozna spojrzeé bardziej abstrakcyjnie, jako na liniowe
tablice (czyli listy), gdzie wstawienia i usuniecia mozna wykonywac na dowolnych po-
zycjach takiej tablicy. W niektérych zastosowaniach bardziej odpowiednie sa ograniczone,
uproszczone tryby dostepu. Strukturami takimi sa: kolejki, w ktérych wstawianie ma
miejsce na koficu, a usuniecie na drugim konicu; stosy, gdzie wstawianie i usuwanie ma
miejsce na jednym koficu (szczycie stosu). Jasne jest, ze zarzadzanie stosem i kolejka
wymaga uzycia odpowiednio jednego i dwéch wskaznikéw. Aby skiécié zapis, majac na
mysli dodanie i usuniecie z U, bedziemy uzywaé odpowiednio symboli ,=U" oraz ,U=",
gdzie U jest kolejka lub stosem.

Zbiory nieuporzadkowane zawsze mozna traktowaé tak samo, jak zbiory uporzadko-
wane, sztucznie ustalajac porzadek elementéw (na przyklad przypisujac elementom ,na-
zwy” istosujac kolejnosé alfabetyczna). Typowa struktura danych w takim przypadku jest:

TABELA I
Struktura danych Obstugiwane operacje
Sterta taczona INSERT, DELETE, FIND, UNION, (MIN)

Kazda z powyzszych operacji wykonywana jest w czasie O (logN), gdzie N jest rozmia-
rem zbioru w strukturze danych, przy czym calo$é implementowana jest jako zréw-
nowazone drzewo. Jesli elementy rozwazanego zbioru beda reprezentowane jako liczby
calkowite od 1 do N, mozliwe jest dopracowanie struktury danych tak, aby N operacji na
zbiorze o rozmiarze N bylo wykonywanych w czasie O(N - A (N)), gdzie A(N) jest wyjat-
kowo wolno rosnaca funkda, zwigzang z funkga Ackermanna (przykladowo dla N <2%,
czyli ~10°°%, A(N) <5).

Przedstawione powyzej typowe struktury danych sa bardzo czesto uzywane w algo-
rytmach geometrii obliczeniowej. Jednak z natury probleméw geometrycznych wynikla
konieczno$é stworzenia specyficznych, nietypowych struktur danych, z ktérych dwie sa
tak powszechnie stosowane i przydatne, Zze na miejscu bedzie ich opisanie w tym roz-
dziale wstepnym. Sa to dizewo przedzialéw i podwéjnie powigzana lista krawedzi.
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1.2.3.1. Drzewo przedzialéw

Drzewo przedziatow, pierwotnie wprowadzone przez J. L. Bentleya [Bentley (1977)], jest
struktura danych, stuzaca do zapisu przedzialéw prostej rzeczywistej, ktérych korice
naleza do ustalonego zbioru N odcigtych. Jako ze zbiér odcietych jest ustalony, drzewo
przedzialéw jest struktura statyczng z uwagi na odciete, ktérych nie mozna dodawac ani
usuwad. Poza tym odciete moga by¢ znormalizowane przez zastapienie ich numerem
liczonym od lewej do prawej. Nie tracac ogdlnosci, mozna rozwazad te odciete jako liczby
caltkowite z zakresu [1, NT.

Drzewo odcinkow to drzewo binaine z korzeniem. Jesli mamy liczby catkowite [ i 7,
przy czym ! <r, dizewo przedzialéw T(/, r) buduje sie rekurencyjnie: ma ono korzen v,
parametry Blv] =1 oraz E[v] =1 (B i E to skréty od angielskich stéw Beginning i End, odpo-
wiednio ,poczatek” i ,koniec”) oraz — jesli -I > 1 — drzewo to ma lewe poddrzewo
TQ, L(B[v]+E[v]/2)) oraz poddrzewo prawe T(L(B[v]+E[v]/2], 1). Korzenie tych dwéch
poddrzew oznacza sie jako LSON[v] i RSONJ[v]. Parametry B[v] i E[v] okre$laja przedziat
[Blv], E[v]] c [I, 1], powiazany z wezlem v. Dizewo przedzialéw pokazano na rysunku 1.1.
Zbiér przedzialéw {[B[v], E[v]]: v jest wezlem T(I, 1)} to przedziaty standardowe T(l, 7).
Przedzialy standardowe nalezace do lisci T(, ) nazywamy przedziatami elementarnymi’.
Latwo wykazad, ze T(l, 1) jest zréwnowazone (wszystkie liScie naleza do kolejnych prze-
dzialéw, a jego wysokos¢ to [ loga(r-1) |.

@ OO G ® O6 o RYSUNEK L1
& © =i 2 R

Drzewo przedzialéw T([, 1) stuzy do zapisu przedzialéw, ktérych korice naleza do zbioru
{I,1+1,..., 1} w sposéb dynamiczny, czyli z mozliwoscia dodawania i usuwania. W szczegdl-
nosci dla 7- >3 dowolny przedzial [b, e] z liczbami calkowitymi b < e zostanie podzielony
na zbiér najwyzej [ log(r—) Hllogy(1-1 | -2 przedzialéw standardowych T(, 7). Podzial pize-
dziatu [, e] jest calkowicie zdefiniowany przez operacje zapisujaca (wstawiajaca) [b, e] do
drzewa T, czyli przez nastepujace wywolanie INSERT(b, e; korzen(T)):

procedure INSERT(Y, e; v)
begin if (b < B[v]] and (E[v] <e) then wstaw [b, e] do v
else begin if(b <[ (B[v]+E[v])/2.) then INSERT(b, ¢; LSON][v]);
if(L(B[v]+E[v]) /2] <e) then INSERT(b, ¢;RSON]v]
end
end.

3 Scisle wzecz biorac, przedzial zwiazany z v st czeSciowo domknietym przedzialem [B[v], E[0]];
wyjatkiem sa konicowe prawe wezly T(l, 1), ktérych przedzialy sa domknicte.



12. WPROWADZENIE DO ALGORYTMOW 25

Wywolaniu INSERT(Y, e; korzefi(T)) odpowiada ,przejscie” po T, ktérego ogélna struktura
jest taka, jak to pokazano na rysunku 12. Sciezka poczatkowa moze by¢ pusta — ozna-
czamy ja jako Ppy; przechodzi ona od korzenia do wezla v*. Wezel ten nazywamy rozgn-
tezieniem, gdyz od niego zaczynaja sie dwie Sciezki P; i Pr (ktére moga by¢ puste). Nie-
zaleznie od tego, czy wstawiany przedzial jest catkowicie umieszczony w rozgalezieniu
(kiedy Py i Pr sa puste), wszystkie prawe wezly potomne P; nie nalezace do Py, jak réw-
niez wszystkie lewe wezly potomne Py nie nalezace do Pr identyfikuja fragmentacje
[, e] (wezty alokacji).

RYSUNEK 1.2.
Wstawianie
przedziatu [74, 107]
do T(1, 257).
Wezly alokacji

\ zostaly obwiedzione
podwéjnym kétkiem

Alokacja przedzialu w weZle v z T moze mieé inng postaé, zaleznag od wymagan
w konkretnym zastosowaniu. Czesto wystarczy znaé liczbe elementéw zbioru przedzialéw
alokowanych w danym wezle v; wystarczy do tego pojedynczy parametr Clv], bedacy nie-
ujemna, liczbg catkowita i oznaczajacy liczbe elementéw; tak wiec alokadja [b, e] w v staje sie

du] := ClvJ+1.

W innych zastosowaniach konieczne jest zachowanie tozsamos$ci przedzialéw alokowanych
w weZle v. Nastepnie dolgczamy do kazdego wezla v z T pomocnicza strukture — liste
L[v], ktérej elementy sa identyfikatorami przedzialéw.

Operagja symetryczna do INSERT jest DELETE, zapisywana nastepujaco (zakladamy,
ze interesuje nas zapamietanie parametru Clv]):
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procedure DELETE(), e; v)
begin if (b < B[v]) and (E[v] <e) then C[v] := C[v]-1
else begin if (b <[ (B[v]+E[v]) /2)) then DELETE(b, ¢; LSONJ[v]);
if (L(B[v]+E[v])/2])<e) then DELETE(b, e; RSONJ[v]);
end
end.

Zauwazmy, ze jedynie usuwanie przedzialéw wczesniej wstawionych gwarantuje nam po-
prawnos¢ dzialan.

Drzewo przedzialéw jest wyjatkowo wszechstronng struktura danych, o czym prze-
kona¢ sie bedziemy mogli w wielu przykladach zastosowan (rozdzialy 2.18). Zauwazmy
jeszcze tylko, ze jesli chcemy wiedzie(, ile przedzialéw zawiera dany punkt x, wystarczy
zwykle wyszukiwanie binarne w T (czyli przejscie $ciezki od korzenia do liscia).

1.2.3.2. Podwdjnie powigzana lista krawedzi

Podwojnie powiazana lista krawedzi (oznaczana jako DCEL, od angielskiej nazwy
doubly-connected-edge-list) Swietnie nadaje sie do zapisu graféw plaskich, umieszczonych
na plaszczyznie [Muller-Preparata (1978)]. Zanurzenie w plaszczyznie grafu plaskiego
G = (V, E) to odwzorowanie wszystkich weziéw z V na punkty plaszczyzny i wszystkich
krawedzi z E na krzywe Iyczace obrazy dwéch wezitéw, ktére dana krawedz lczy; odwzo-
rowanie jest tak dobrane, ze zadne krawedzie nie przecinaja sie nigdzie poza swoimi
koricami. Wiadomo powszechnie, ze wszystkie graty plaskie mozna tak zanurzyé w plasz-
czyZnie, aby wszystkie krawedzie byly re prezentowane przez odcinki proste [Fary (1948)].

Niech V ={v;, ..., un} oraz E = {ey, ..., ep}. Podstawowym skladnikiem listy krawedzi
grafu plskiego (V, E) jest wgzet krawgdzi. Miedzy krawedziami i wezlami krawedzi istnieje
odwzorowanie jeden do jednego, czyli kazda krawedZ reprezentowana jest dokladnie raz.
Wezel krawedzi zawiera cztery pola z warto$ciami: V1, V2, F1i F2 oraz dwa wskazniki,
P1 i P2. Tak wiec odpowiednia strukture danych mozna bez trudu zaimplementowad
jako szes¢ tablic o takich samych nazwach, przy czym kazda tablica sklada sie z M ko-
moérek. Znaczenie pdl jest nastepujace: V1 zawiera poczatek krawedzi, V2 jej koniec; tak
oto krawedzi standardowo przypisywana jest orientacja. Pola F1 i F2 zawieraja nazwy
opisujace krawedz z VI do V2: nazwy lezace na lewo i na prawo od krawedzi. Wskaznik P1
(odpowiednio P2) wskazuje wezel krawedzi, zawierajacy pierwsza krawedZ znajdujaca
sie za (V1, V2), przy ruchu w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Jako
nazwy moga by¢ uzyte liczby calkowite. Przykladowy graf wraz z odpowiadajaca mu
lista DCEL pokazano na rysunku 1.3.

Eatwo teraz pokazad, jak na lisScie DCEL mozna wskazaé krawedzie przylegajace do
danego wezla lub krawedzie zamykajace dany obszar. Jesli graf ma N wezléw i F obszaréw,
mozemy zalozy¢, ze mamy do czynienia z dwiema tablicami — HV[1:N] oraz HF1:F] —
nagléwkéw wezléw i listy obszaréw: tablice te mozna wypelnié, przegladajac tablice V1
i F1 w czasie O(N). Ponizsza procedura VERTEX(j) pozwala uzyska¢ liste krawedzi przy-
legajacych do v; w formie ciagu adreséw z tablicy A.
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W1 W2 F1 F2 P1 P2

1
£
al 11z T 18| 8
R
: RYSUNEK 1.3.
8,2 3 ] Przyklad
; listy DCEL
procedure VERTEX(j)
begin a := HV[j];
o = a;
All] =g
i:=2;

if (V1[a] =) then a:= P1|a] else a := P2|a];
while (a # ag) do
begin Alf] :=a;
if (V1[a] =) then a := P1[a] else a := P2[a];
i:=i+l
end
end.

VERTEX(j) wykonuje sie w czasie proporcjonalnym do liczby krawedzi przylegajacych do v,.
Analogicznie mozemy stworzy¢ procedure FACE(j), pobierajaca ciag krawedzi zamyka-
jacych f; wystarczy zamieni¢ HV i V1 na HF i F1 w powyzszej procedurze VERTEX(j).
Zauwazmy, ze procedura VERTEX bada krawedzie w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, podczas gdy FACE bada je dookola obszaru w kierunku zgodnym
z ruchem wskazéwek zegara.

Czesto graf plaski G = (V, E) zapisuje sie jako liste krawedzi, gdzie dla kazdego wezla
v; € V wskazuyje si¢ liste krawedzi przylegajacych ulozonych tak, jak sa ulozone dookola v;
w kierunku pizeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Latwo pokazad, ze zapis G w formie
listy krawedzi mozna przeksztalcié na DCEL w czasie O( |V| ).
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1.3. Podstawy geometrii

1.3.1. Definicje ogdlne, przyjete konwengje

Obiekty, ktérymi zajmuje sie geometria obliczeniowa, to najczesciej zbiory punktéw w prze-
stizeni euklidesowej*. Zaklada sie uzycie prostokatnego systemu wspélzednych, wobec
czego kazdemu punktowi odpowiada wektor w tych wspéhzednych. Obiekty geometryczne
nie muszg skladad sie ze skoriczonej liczby punktéw, ale musza by¢ skoriczenie opisywalne
(zwykle przez skoriczony laficuch parametréw). Tak wiec poza pojedynczymi punktami,
bedziemy rozwazali proste zawierajace dwa dane punkty, odcinki o danych koricach,
plaszczyzny zawierajace dane trzy punkty, wielokaty okreslone uporzadkowanym ciggiem
wierzcholkéw i tak dalej.

W tym punkcie nie bedziemy podawaé formalnych definicji opisywanych pojeé;
chodzi jedynie o przypomnienie najwazniejszych faktéw i przedstawienie stosowanego
dalej zapisu.

Przez E? oznaczamy d-wymiarowg przestrzeii euklidesowg, czyli przestizeri d-krotek
(x1, ..., xy) Liczb catkowitych x;, 7 =1, ..., d z metryka (Z::i=1 XZ.Z)” 2 Teraz przypomnimy defi-
nicje najwazniejszych obiektéw, ktérymi zajmuje sie geometria obliczeniowa.

Punkt. d-krotka (xy, ..., xz) oznacza punkt p w E?: Punkt ten moze by¢ tez zinterpre-
towany jako d-wektor zaczepiony w poczatku ukladu wspéhzednych E?, ktérego swo-
bodnym koricem jest punkt p.

Prosta, plaszczyzna, rozmaitosé liniowa. Jesli dane sa dwa rézne punkty q; i g, nalezace
do E% to kombinacja liniowa

aq,+(1-a)q, (xeR)

jest prosta w E”. Ogdlnie, jesli danych jest k niezaleznych liniowo punktéw qy, ..., g naleza-
cych do E? (k < d), to kombinacja liniowa

aq, + g, ++ ot (1 - == ak—l)qk
(aj eR, j=1,.,k-1)
jest kombinacjg liniowg wymiaru (k-1) w E*.

Odcinek. Jedli dane sa dwa rézne punkty q, i q, w E, jesli do wyrazenia aq+(1-0)q,
dodamy warunek 0 < a <1, otrzymamy wypuktg kombinacje q, i q,, czyli:

aj, +(1-a)q, (2eR0<a<l)

* Ograniczenie si¢ do przestizeni euklidesowej (pewnego szczegélnego, cho¢ wyjatkowo waznego
przypadku geometrii metrycznej) pozwala nam wykorzystaé intuicje, a poza tym to wilasnie prze-
strzeni euklidesowej dotyczy wickszos$¢ zastosowania. Jednak ograniczenie to nie jest tak bardzo
wazne w wielu aplikacjach, ktére bedziemy omawiaé¢ w dalszych rozdzialach. Do tego waznego
zagadnienia wrécimy jeszcze w punkcie 1.3.2.
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Kombinacja taka opisuje odcinek laczacy punkty q; i q.. Zwykle odcinek oznacza sie jako
(14, (para nieuporzadkowana).

Zbior wypukty. Figura D w E jest wypukla, jesli dla dowolnych dwéch punktéw q; i g
nalezacych do D odcinek 4,4, jest catkowicie zawarty w D.
Mozna wykazaé, ze przeciecie figur wypuklych zawsze jest tigurg wypukla.

Wypukly wielokgt opisany. Wypukly wielokgt opisany zbioru punktéw S w E? to najmniej-
sza figura wypukla w E?, zawierajaca S.

Wielokgt. W E? wielokgt definiuje sie za pomoca skonczonego zbioru odcinkéw takich,
ze kazdy koniec kazdego odcinka jest wspdlny dla dokladnie dwéch krawedzi i zaden
podzbiér krawedzi nie ma takiej wlasnosci. Odcinki sa krawedziami, za$ ich korice sa
wierzchotkami wielokata (warto zauwazyé, ze krawedzi i wierzcholtkéw jest tyle samo).
Wielokat o n wierzcholkach to n-kat.

Wielokat jest prosty, jesli zadna para niekolejnych krawedzi nie ma wspdlnych punk-
téw. Wielokat prosty dzieli plaszczyzne na dwa rozdzielne podzbiory: wngtrze (ograni-
czone) oraz zewngirze (nieograniczone), ktére sa rozdzielone wielokatem (twierdzenie
Jordana o kizywej) . Pamietajmy, Ze w mowie potocznej méwiac o wielokacie, mamy zwykle
na mysli sume brzegu i wnetrza.

Wielokat prosty jest wypukty, jesli wypukle jest jego wnetrze.

Wielokat prosty P jest gwinzdoksztattny, jesli istnieje punkt z nie zewnetrzny do P taki,
ze dla wszystkich punktéw p z P odcinek zp jest calkowicie zawarty w P (tak wiec
wszystkie wielokaty wypukle sa jednoczesnie gwiazdoksztaltne). Polozenie punktu z,
majacego opisang wlasciwosé, okresla jgdro P. Wobec tego wielokat wypukly jest swoim
wlasnym jadrem.

Graf ptaski. Grat G = (V, E) zbiér wezléw V, zbiér krawedzi E) jest plaski, jesli mozna
zanurzy¢ go w plaszczyZnie unikajac przecieé (punkt 1.2.3.2) Zanurzenie grafu plaskiego
o prostych krawedziach w plaszczyznie okresla podzial plaszczyzny nazywany podziatern
plaskim lub mapg. Niech v, e i f oznaczaja odpowiednia liczbe wezléw, krawedzi i obszaréw
(facznie z jednym obszarem nieograniczonym) dla podzialu. Owe trzy wielkosci powia-
zane sa ze soba klasycznym wzorem Eulera [Bollobds (1979)]:

v-e+f=2 (1.1)
Jesli mamy dodatkowa wlasciwosé polegajaca na tym, ze wszystkie wezly sa stopnia > 3,
to fatwo jest udowodnié¢ nastepujace nieréwnosci:
v < ze, e<3v-6
2
e<3f-6, fgge (1.2
v<2f-4, f<2w-4

co pokazuje, ze v, e i f sa parami proporcjonalne (zauwazmy tez, ze trzy nieréwnosci
z prawej strony sa prawdziwe bezwarunkowo).
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Triangulacja. Podzial plaski jest triangulacjq, jesli obszary sa tréjkatami. Triangulacja
zbioru skoriczonego S jest gratem plaskim S z maksymalng liczba krawedzi (inaczej méwiac,
triangulacje S uzyskujemy, laczac punkty S nieprzecinajacymi sie odcinkami tak, aby
wszystkie wewnetrzne obszary wypuklego wielokata opisanego na S byly tréjkatami.

Wieloscian. W E* wieloscian definiuje sie jako skoriczony zbiér wielokatéw plaskich
takich, ze kazda krawedZ dowolnego wielokata jest wspdlna dla niego i dokladnie jed-
nego innego wielokata (wielokaty przylegle) oraz zaden podzbiér wielokatéw nie ma tej
samej wlasnosci. Wierzcholki i krawedzie wielokatéw staja sie wierzcliotkami i krawedziami
wieloscianu, zas wielokaty sa jego scianami.

Wielodcian jest prosty, jesli zadna para nieprzylegajacych Scian nie ma wspdlnych
punktéw. Wieloscian prosty dzieli przestrzefi na dwie rozlaczne czesci, wngtrze (ograni-
czone) oraz zewnghze (nieograniczone) . (W mowie potocznej przez wielodcian zwykle rozu-
miemy $ciany wraz z wnetrzem).

Powierzchnia wieloscianu (rzedu zero) jest izomorficzna z podzialem plaszczyzny.
Wobec tego liczby wezléw v, krawedzi e i $cian f spelniaja wzoér Eulera (1.1).

Wielo$cian prosty jest wypukty, jesli wypukle jest jego wnetrze.

1.3.2. Niezmienniki grup przeksztalceti liniowych

Mozna byloby potraktowaé geometrie w pelni aksjomatycznie, jako nauke o zbiorach
obiektéw: punktéw, prostych, plaszczyzn i tak dalej, oraz o relagach miedzy tymi zbio-
rami. Takie obiekty nie musiatyby mieé zadnych intuicyjnie zrozumialych wlasciwosci.
Prawidlowe korzystanie z aksjomatéw powinno pozwoli¢ wywiesé wszystkie wlasciwosc
geometrii. Takie podejicie zaprezentowat jako pierwszy Hilbert pod koniec XIX wieku
[Hilbert (1899)]; préba ta miala ogromny wplyw na dalszy rozwdéj geometrii. Z kolei
w przypadku podejscia intuicyjnego, blizszego tradycji, wystarczy pamietaé, Ze mozna
nawet zalozy¢, ze zbiory punktéw i prostych sa skoniczone.

Z praktycznego punktu widzenia najlepiej jednak patrzeé na geometrie jako na for-
malng abstrakcje, opisujaca obiekty i zjawiska znane z zycia codziennego. Wtedy pod-
stawowymi skladnikami teorii sa modele oparte na pojeciach zrozumialych intuicyjnie,
majace odpowiedniki fizyczne; przykladowo, linia prosta jest abstrakcja odpowiadajaca
promieniowi §wiatla, zag§ wszystkie twierdzenia jej dotyczace maja swoja interpretacje
eksperymentalng. Podejécie to nie stoi w calkowitej opozydji do podejscia poprzedniego;
przypisujemy jedynie aksjomatom intuicyjnie zrozumiale pojecia geometryczne. Trzeba
jednak zauwazyé, ze nawet przy takich ograniczeniach tworzona teoria nadal jest bardzo
szeroka. W pewnym sensie nawet nieeuklidesowa geometria teorii wzglednosci jest wnio-
skiem z intuicyjnych wlasnosci geometrycznych.

Naturalne jest, ze omawiajac algorytmy ograniczymy sie jedynie do przestrzeni eukli-
desowej. W koricu jest ona bardzo przydatnym modelem, wykorzystywanym w ogrom-
nej liczbie zastosowan aplikacji geometrycznych. W szczegélnosci nie jest przypadkiem
wykorzystywanie wlsnie plaszczyzn i przestrzeni euklidesowych w najwazniejszych zasto-
sowaniach metod geometrycznych: w grafice komputerowej, projektowaniu wspomaganym
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komputerowo iinnych. Zalozymy tez, ze uzywana przestrzeni euklidesowa bedzie miala
ortonormalny uklad wspéhzednych’.

Warto jednak zastanowi¢ si¢ nad mozliwo$ciami rozszerzenia poszczegdSlnych wnio-
skéw z twierdzen na przestrzenie inne niz euklidesowe. W szczegdélnosci interesujace sa
klasy przeksztalcenn przestrzeni (i obiektéw w danym problemie uwzglednianych) doko-
nywanych tak, aby zachowad prawdziwosé twierdzenia.

Teraz bardziej formalnie: punkt nalezacy do E? mozna interpretowad jako wektor o d
wspéhrizednych (x1, X, ..., X;) (stosuje sie tez bardziej zwarty zapis, x). Rozwazmy pize-
ksztakenie T: E*—E? odwzorowujace E* w nia samg. Takie odwzorowania zawsze bedziemy
interpretowac jako przesuniecie punktéw wzgledem ustalonego ukladu wspdéhzednych,
a nie jako zmiane ukladu wspéhzednych przy niezmienionym punkcie (zobacz na przykiad:
[Birkhoff-MacLane (1965)]). Szczegdlnie interesuja nad odwzorowania liniowe, czyli odwzo-
rowania, w wyniku ktérych nowe wspéhzedne punktu sa liniowo zalezne od starych wspél-
rzednych. Tak wiec, jesli punkt p ma wspéhzedne (xy, X, ..., Xy), to jego obraz w odwzoro-
waniu T, punkt p’, ma wspéhzedne:

da
xi’:z;aﬁxﬁrc{ (i=12,..,d) (1.3
=

albo, w bardziej zwartej formie,

x'=xA+c (14)

gdzie A = ||az.] " jest macierza dxd, ¢ jest d-elementowym wektorem stalym, a wszystkie
wektory zapisywane sa w formie wiersza.

Réwnanie (14) to ogélna postac przeksztatcenia afinicznego. W intuicyjnym zrozu-
mieniu przeksztalceni afinicznych poméc moze rozwazenie osobno dwéch przypadkéw
szczegblnych: A = I (macierz jednostkowa) oraz ¢ = 0. Kiedy A = I, rtéwnanie (1.4) przy-
biera postaé:

x'=x+c¢ (15)

i opisuje przeksztalcenie, w ktérym kazdy punkt jest przesuniety o staly wektor c. Takie
przeksztalcenia nazywamy po prostu przesunigciami. Kiedy z kolei ¢ = 0, mamy:

x'=xA

czyli liniowe przeksztalcenie przestrzeni, odwzorowujace poczatek ukladu wspéhzed-
nych na samego siebie (czyli poczatek ukladu wspéhrzednych jest punktem statym tego
przeksztalcenia). W przypadku ogélnym na d-wymiatowe przeksztalcenie afiniczne mozna
spojrze¢ jako na (d+1)-wymiarowe przeksztalcenie liniowe w jednolitych wspéhzednych,
przy czym wektor punktu (v, ..., x;) jest rozszerzany o dodatkowa skladowa x;1 = 1.
Wobec tego réwnanie (1.4) mozna zapisaé jako:

5 Czyli taki, w ktérym osie beda parami prostopadle, zas odcinki pdnostkowe na nich odlozone
beda mialy takie same dlugosci
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, A0
x, 1) =(x DL J (1.6)

Wazny podzial przeksztalcen afinicznych oparty jest na wlasciwosciach macierzy A.
W szczegblnosci 16zne galezie geometrii zajmowad sie moga réznymi wilasciwosdciami,
niezmiennymi przy rozmaitych przeksztalceniach. Ta bardzo wazna uwaga zostala uczy-
niona przez Kleina ponad wiek temu [Klein (1872)] i stala si¢ teraz jednym z pryncypiéw
nauczania geometrii.

Zaczniemy od rozwazenia przypadku, w ktérym A jest dowolna macierza odwra-
calng. Oczywista, ze takie przeksztalcenia tworza grupe, co mozna latwo udowodnic¢®.
Grupe takq nazywamy grupg afiniczng, zas geometria afiniczna zajmuje sie wlasciwosciami
zachowywanymi przez przeksztalcenia takiej grupy (czyli niezmiennikami). Podstawowy
niezmiennik geometrii afinicznej to padanie, czyli przynaleznosé punktu p do prostej /.

Rozwazmy nastepnie przypadek szczegélny, zdefiniowany tozsamoscia:

AAT = FI (17)
gdzie A jest stala rzeczywista (indeks gérny T oznacza transpozycje macierzy). Taka wia-
$ciwos¢ charakteryzuje wazna podgrupe grupy afinicznej, znana jako grupa podobieristwa.
Jesli zachowany jest warunek (1.7), latwo sprawdzié, ze stosunek odleglosci miedzy punk-
tami jest zachowany (tak samo katy i prostopadlosd). Rzeczywiscie: bez straty dla ogélnosci
mozemy rozwazy¢ przypadek, kiedy w (1.4) ¢ = 0. Norma (kwadrat dlugosci) wektora x
(odcinek o jednym konicu w poczatku ukladu wspéhzednych) wyliczana jest jako xx’,
wiec norma obrazu x’ w przypadku przeksztalcenia z grupy podobienistwa to:

x7 = xAxA)" = xAATX = xP K = Pxx’

skad wynika, Ze wektor x ulegl wydluzeniu o +A. Nastepnie, jesli mamy dwa wektory x iy,
mnozac ich obrazy otrzymujemy:

Xy’ = Fxy
Skoro x'y” = [x]-|y’|cos(x'y’) i xy’ = [x]-|y|cos(x,y), to
cos(x’,y’) = cos(x,y)

co chcieliSmy udowodnié.

¢ Domknietosé, lacznosé, istnienie identycznosci i odwirotnosci to bezposrednie konsekwencje takich
samych wlsciwosci grupy niejednostkowych macierzy dxd.
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Teraz przyjrzyjmy sie zawezeniu grupy afinicznej za pomoca warunku:
|4 = £1

gdzie |A| to wyznacznik A. Podgrupa przeksztakeen o takiej whasciwosci to grupa niezmien-
niczo afiniczna. Niezmiennikiem tej grupy jest objetos¢. Faktycznie, jesli mamy zbiér d wek-
toréw xy, Xa, ..., Xz, wartoéé bezwzgledna wyznacznika macierzy [x]..x]] to objetosé
hiper-réwolegloscianu, wyznaczonego podanymi wektorami. Jesli weZmiemy pod uwage

obrazy tych wektoréw, x’,=x,A,i=1,..,d , mamy Ix’lT X7 ]| =|A| |[X1T WX ]| :i|[x1T . x]]

7

co juz wystarcza do wywnioskowania niezmienniczosci.

Jesli weZmiemy teraz pod uwage przeciecie obu powyzszych grup, otrzymamy nowa
grupe przeksztalcen, grupe ortogonalng. Niezmiennikiem tej grupy jest odleglosé. Wyznacznik
A-ATto

|A-AT|= A |AT| = |47 =1

ale zgodnie z (1.7) |AAt| = ¥, zatem A4 = + 1. Odleglo$¢ d(x, y) miedzy punktami x iy to
warto$é bezwzgledna kwadratowego pierwiastka ich réznicy, czyli:

d(xy) ={(x-y) x-y)’

Wobec tego mamy:

d(x,y) = {(X-y) - (=) = J(x-y)AAT (x—y)T = Jx-y)-(x—y) =d(xy)

Przeksztalcenia afiniczne zachowujace odleglosci (przeto i pole, katy i prostopadlosé) to
rucly sztywne; stanowia one podstawe geometrii euklidesowej.

Teraz wi6émy do réwnania (16) opisujacego konkretne przeksztalcenie (d+1)-wymia-
rowej przestrzeni wektorowej i zrezygnujmy z ograniczen na ostatnia kolumne macierzy
przeksztalcenia. Otrzymamy zwigzek:

&=EB (18)

gdzie & 1§ to wektory (d+1)-wymiarowej przestrzeni euklidesowej V41, za$ B to macierz
(d+1) x(d+1), co do ktérej zakladamy, zZe jest odwracalna.

Ograniczmy nasza uwage do kierunku wektora, pomijajac jego diugo$é — dwa
wspéltiniowe wektory & i c€ (c # 0) s3 uwazane za réwnowazne. Jako reprezentanta takiej
klasy réwnowaznosci wybraé mozemy punkt, w ktérym prosta I = {c&: ¢ € R} przebija
sfere jednostkowa ™ w Pprzestrzeni E** (zauwazmy, ze $"™ jest rozmaitoscia d-wymiarowa,
czyli jej punkty mozna zidentyfikowad za pomoca d parametréw). Jesli dobierzemy taka
wartos¢ ¢, dla ktérej ostatni skladnik cg jest réwny 1, otrzymamy punkt, w ktérym prosta
I przebija hiperplaszczyzne x441 = 1 (rysunek 1.4 pokazuje te sytuage dla d = 2). Mamy
zatem wzajemna odpowiednios¢ punktéw plaszczyzny Xz = 1 i punktéw spelniajacej
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Purikhy kanssgandujain

RYSUNEK 1.4.
Wzajemna odpowiednioé¢ wspélrzednych jednorodnych i niejednorodnych (zwyklych)

warunek Xz > 0 pélsfery S™. Taka wzajemna odpowiednio$é¢ nazywamy rzutowaniem
osrodkowym (o srodku w poczatku ukladu wspéhizednych E**'). Zauwazmy, ze hiper-
plaszczyzna x;441 = 1 sama jest przestrzenia Elo wspéhrzednych xy, ..., X4

Tak wiec zinterpretowalismy wektor (&, ..., &, &) (€ # 0), przylozony do poczatku
ukladu wspéhrzednych EMY jako punkt (x4, ..., x;) przestrzeni E? taki, ze X = &/ &qn. Jesli
zapiszemy punkt za pomocg (d+1) skladowych wektora, otrzymamy klasyczny zapis punktu
we wspéhrzednych jednorodnych, ktére umozliwiaja zapisanie punktéw w nieskoriczo-
nosci przy zgodzie na &;4; = 0.

Wracajac do rozwazan dotyczacych operacji na grupie przeksztalceri, jesli w (1.8)
zgodzimy sie, aby B mialo posta¢ B = [* |], otrzymamy nowsq interpretacje grup afinicz-
nych E?. Aby wlatwi¢ dalsza dyskusje, przyjmijmy d = 2. Zauwazmy, ze rzutowanie
osrodkowe S° na plaszczyzne s = 1 ustala przeksztalcenie odwracalne miedzy wielkimi
kolami S* a prostymi w E? wyjatkiem jest wielkie kolo na ,xéwniku” (plaszczyzna x; = 0),
ktére jest odwzorowywane na nieskoriczono$é EZ. Jednak kazde przeksztalcenie (1.8)
odwzorowuje plaszczyzne ze Srodkiem na plaszczyzne ze srodkiem, a w szczegdlnosci
plaszczyzna ,réwnikowa” moze by¢ odwzorowana na dowolna inna plaszczyzne. Jeshi
zinterpretujemy to przy rzutowaniu osrodkowym na x; = 1, prosta w nieskoriczonosci
mozna odwzorowac na dowolng prosta w skoniczonosci. Ta swoboda wyboru umozliwia
odwzorowanie wszystkich krzywych stozkowych (elipsy, paraboli i hiperboli) na okrag,
zatem w grupie przeksztalcen (1.8) wszystkie kizywe stozkowe sa réwnowazne. Jest to
grupa rzutowa.

Caly powyzszy opis podsumowaé mozna w diagramie Hassego [Birkhoff-MacLane
(1965) ], opartym na relagi ,podgrupa” i pokazanym na rysunku 1.5.
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1.3.3. Dualnos¢ geometryczna. Biegunow os¢

Rozwazmy teraz alternatywna interpretacje przeksztalcenia (18), znéw odwolujac sie do
konkretnego przypadku, gdy d = 2. Widzielismy juz, ze (1.8) odwzorowuje punkty
i proste na proste w E?, czyli zachowuje wymiary przeksztalcanych obiektéw. Zakladajac,
ze [B|# 0, zapiszmy (1.8) jako:

n=_%B (1.9)

wobec czego wektory oznaczone jako & interpretujemy jako kierunki (czyli proste prze-
chodzace przez poczatek ukladu wspéhzednych), a wektory oznaczane przez 1 repre-
zentuja kierunki prostopadle do plaszczyzny przechodzacej przez srodek ukladu. Zalez-
nosé (1.9) interpretuje sie jako przeksztalcenie prostej (oznaczonej przez &) w E® na
plaszczyzne (oznaczong przez 1); nazywamy ten zwiazek korelacja. Jest to przypadek
szczegblny dla d = 2 — ogdlnej wladciwosci, wedle ktérej w E*** zaleznosé¢ (1.9) odwzo-
rowuje rozmaito$¢ liniowa wymiaru s < d+1 na rozmaito$é liniowa wymiaru d+1-s do
niej dualng: przy tej interpretacji (1.9) nazywamy przeksztatceniem dualnym i do opisu
zwiazku plaszczyzn na proste mozemy uzy¢ tej samej macierzy B. Jesli mamy korelacje pro-
stej na plaszczyzne opisana macierza B, szukamy korelaji plaszczyzny na prosta opisanej
macierza D taka, aby para (B, D) zachowywala przynaleznosé, to znaczy jesli prosta & nalezy
do plaszczyzny 1, to prosta D nalezy do plaszczyzny EB. Oczywiscie prosta & nalezy do
plaszczyzny 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

£&n'=0
Analogicznie zadamy, aby:
EB(D)" =¢BD "M =0

Jako ze ostatnia zaleznosé obowiazuje dla dowolnie wybranych & i 1, otrzymujemy toz-
samo$é BDT = K, czyli:
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D=k(B™")"

dla pewnej stalej k.

Zauwazmy, ze iloczyn BD przeksztalca proste i plaszczyzny na plaszczyzny. Jesli
mamy zachowujaca przynaleznosé pare (B,(B™)"), mozemy zazadaé, aby iloczyn B-(B™)"
przeksztalcal kazda prosta na nia samg i kazda plaszczyzne na nia sama, czyli zadamy,
aby (B(B™)") = kI, co jest rtéwnowazne B = kB". W przypadku tej ostatniej tozsamosci mu-
simy mied k = +1. Szczegdlnie interesujacym przypadkiem jest

B=B" (1.10)

czyli kiedy B jest odwracalng macierza symetryczng 3x3.

Zastanéwmy sie teraz nad dzialaniem korelagi opisanej zaleznoscia (1.9) w rzuto-
waniu osrodkowym na plaszczyzne x; = 1. Wiemy, ze punkty sa przeksztalcane na proste,
a proste na punkty; w dalszej czesci tego punktu zbadamy to przeksztalcenie w E?, przez
& oznaczaé bedziemy punkt, a przez 1 prosta. Jesli macierz B o wymiarach 3x3 spelnia
warunek B = B, jesli x = (xy, X, X3), wiadomo [Birkhoff-MacLane (1965)], ze:

xBx” =0

jest réwnaniem stozkowej, zapisanym w jednorodnych wspéhzednych plaszczyzny (mé-
wimy tu o stozkowej okreslonej przez B). Przyjmijmy teraz stale & (interpretowane jako punkt
plaszczyzny, zapisany we wspéhizednych jednorodnych) takie, ze EBE' = 0. Z definicji
punkt & lezy na stozkowej zdefiniowanej przez BW. Jesli nazwiemy punkt & biegurnem,
za$ prosta EBX" = 0 biegunowy &, widzimy, ze biegun na stozkowej nalezy do swojej wia-
snej biegunowej. Takie przeksztalcenie punktéw na proste i z powrotem nazywamy
przeksztatceniem biegunowym; jest ono przydatne przy tworzeniu algorytméw geome-
trycznych. Nasza intuicja lepiej pozwala sobie wyobrazaé punkty niz proste (w E?) czy
plaszczyzny (w E%), wiec z opisywanego przeksztalcenia bedziemy korzystaé w dalszych
rozdzialach.

W szczegblnosci mozemy wybraé jako B macierz opisujaca okrag jednostkowy
w plaszczyZnie E? (zobacz rysunek 1.6). W takim wypadku

0
0

1
B=|0
0 -1

O = O

czyli punkt p = (py, p2, 1) jest odwzorowywany na prosta I, ktérej rtéwnanie to pix;tpx—x3 =0
(we wspdhzednych jednorodnych). Odleglosé p od poczatku ukladu wspéhzednych to

VPl + P, , zas odleglosé I od poczatku ukladu wspéhrzednych to 1/ Jp.2 +p, . Tak wiec

widaé, ze w przypadku tego szczegSlnego przeksztalcenia biegunowego:

odleglosé(p, 0) xodleglosé(biegunowa(p), 0) =1
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RYSUNEK 1.6.
Tustracja

zaleznosci bieguna
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wzgledem okregu
jednostkowego

Zauwazmy tez, ze w przypadku tego przeksztalcenia zbedne sa jakiekolwiek obliczenia,
a wystarczy inaczej zinterpretowad trdjke (p1, po, p3): albo jako wspéhrzedne (p1/ps, po/vs)
punktu, albo jako wspélczynniki prostej o réwnaniu pix;+pax—psx; = 0 we wspbhzednych
jednorodnych.

W dalszej czesci tego rozdzialu przyjrzymy sie ciekawym zastosowaniom tej dual-
nosci geometrycznej.

1.4. Modele obliczeniowe

Podstawowe pytanie metodologiczne, ktére trzeba postawié¢ przed zajeciem sie analiza
algorytméw, to dokladne opisanie przyjetego modelu obliczeniowego. Algorytm, ktéry ma
stuzy¢ do rozwiazania jakiego$ problemu, musi byé przede wszystkim oceniony pod
wzgledem kosztéw jako funkcji wielkosci problemu. Zasadnicze znaczenie przyjetego
modelu wynika z nastepujacego spostrzezenia:

Model obliczeniowy opisije elementarne operacje, ktore mozna wykonac,
oraz podaje koszt icl wykonania.

Operacje elementarne to te operacje, ktérym przypisujemy staty koszt, aczkolwiek koszt
ten moze by¢ rézny dla 16znych operacji. Przykladowo, jesli operacje elementarne dotycza
poszczegdlnych cyfr skladajacych sie na liczby (jak funkcje logiczne na dwéch zmien-
nych binarnych, opisywane w modelu maszyny Turinga), to koszt dodawania dwéch
liczb catkowitych ro$nie wraz z dlugoscia argumentéw, a jest staly w przypadku modeli,
w ktérych argumenty maja stalg dlugosé (stala dlugosé argumentéw jest cecha charakte-
rystyczna wszystkich uzywanych dzisiaj komputeréw). Wybierajac jakis model, zwykle
jestesmy zmuszeni do kompromiséw miedzy realizmem a mozliwoscia przeprowadzenia
wyliczeni; wybieramy taki sposéb dzialania, ktéry zapewni wykorzystanie podstawo-
wych cech uzywanych komputeréw, ale bedzie dosé prosty, aby przeprowadzi¢ grun-
towna analize.
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Jaki model bedzie odpowiedni w przypadku zastosowarn geometrycznych? Aby od-
powiedzie¢ sobie na to fundamentalne pytanie, musimy starannie przebada¢ nature pro-
bleméw, ktére chcemy rozwiazywad.

Jak wspomnieliémy w podrozdziale 1.3, punkty w E? to podstawowe obiekty geo-
metrii obliczeniowej. Wprawdzie na punkt patrzymy jak na wektor we wspéhrzednych kar-
tezjaniskich, ale nalezy dazy¢ do tego, aby wybér ukladu wspéhzednych nie wplywal zna-
czaco na czas wykonywania algorytmu. Oznacza to, ze model obliczeniowy musi pozwalaé
przeksztalcaé w razie potrzeby uklad odniesienia z kosztem stalym dla kazdego punktu;
koszt ten moze zaleze¢ od liczby wymiaréw, ale nie moze zalezeé od liczby punktéw.

Innymi stowy, zbiér N punktéw w d wymiarach mozna zapisaé wzgledem wybranego
kartezjafiskiego ukladu odniesienia w czasie proporcjonalnym do N (przypomnijmy, ze
tego samego rzedu jest czas wezytywania punktéw jako danych wejsciowych), wobec
czego mozemy zalozy¢, ze punkty sa dane od razu w wybranym ukladzie odniesienia.

Problemy wystepujace w geometrii obliczeniowej maja 16znoraka nature. Warto je na
nasze potrzeby pogrupowad w kilka kategorii:

(1) Wybor podzbioru. W tego typu problemach mamy zestaw obiektéw i musimy wybraé
podzbiér spelniajacy pewne narzucone kryteria. Przykladem moze by¢ znajdowanie
dwéch najblizszych sobie punktéw ze zbioru N punktéw czy znajdowanie wierz-
chotkéw wielokata wypuklego, rozpietego na zbiorze. Podstawowa cecha wybierania
podzbioru jest to, Ze nie sa tworzone zadne nowe zbiory; rozwigzanie sklada si¢ wy-
Iacznie z elementéw stanowiacych dane wejSciowe.

(20 Whyliczanie. Dany jest zbiér obiektéw i trzeba wyliczyé warto$é pewnego parametru
geometrycznego tego zbioru. Operacje elementarne przyjetego modelu musza by¢
dostatecznie uniwersalne, aby umozliwi¢ takie wyliczenie. Zalézmy na przyklad, ze
pracujemy ze zbiorem punktéw majacych wspdéhzedne wyrazone liczbami catko-
witymi. Aby okresli¢ odleglo$¢é miedzy parg punktéw, nie tylko musimy mieé moz-
liwo$é zapisywania liczb niewymiernych, ale takze wyliczania pierwiastkéw kwa-
dratowych. W przypadku innych probleméw konieczne moze by¢ uzycie funkeji
geometrycznych.

(3) Decyzja. Z dwiema powyzszymi klasami w naturalny sposéb wiaze sie jeszcze klasa
okreslana jako decyzja. A konkretnie:

() Jesli problem obliczeniowy A wymaga wartosci parametru A, zwigzany
z problemem obliczeniowym problem decyzyjny D(2) wymaga odpowiedzi
TAK lub NIE na pytanie typu: ,Czy A > As?”, gdzie Agjest stala.

(ii) Jesli w zwigzku z problemem wyboru A niezbedny jest podzbiér danego zbioru
S, spelniajacy pewien warunek P, D(3) wymaga odpowiedzi TAK lub NIE na
pytanie typu ,Czy zbiér S’ spelnia P?”, gdzie S’ jest podzbiorem zbioru S.

Szybko zauwazymy, ze musimy umieé postugiwacé sie liczbami rzeczywistymi (a nie
tylko catkowitymi) oraz praktycznymi zaokragleniami tych liczb. Tworzac model oblicze-
niowy, mozemy zajaé sie abstrakcja, nie troszczac sie o zaokraglenia zwiazane z przyjeta
reprezentacja liczb rzeczywistych. Skorzystamy z urzgdzenia swobodnego dostepu (ozna-
czanego jako RAM), podobnego do opisanego w [Aho-Hopcroft-Ullman (74)], ale takiego,
ze w kazdej jednostce zapisac mozna pojedynczg liczbe rzeczywisty. Oto operacje, kidre sqg elemen-
tarne i z ktorycl kazda wykonuje sig po koszcie jednostkowym:
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(1) Dzialania arytmetyczne (+ —, x, /).
(2) Poréwnanie dwéch liczb rzeczywistych (<, <, =, #, >, >).
(3) Posrednie adresowanie pamieci (jedynie adresy catkowitoliczbowe).

Opcjonalnie, w niektérych aplikacjach:

(4) Pierwiastkowanie k-tego stopnia, funkcje trygonometryczne, EXP, LOG (ogdélnie 1zecz
biorac, funkcje analityczne).

Model ten bedziemy okresla¢ mianem rzeczywistego RAM. Scisle odpowiada to progra-
mom, jakie zwykle pisze sie¢ w jezykach algorytmicznych wysokiego poziomu, jak
FORTRAN i ALGOL, gdzie zwykle zmienne typu REAL traktuje si¢ jako majace nie-
ograniczona dokladnosé. Na naszym poziomie abstrakcji mozemy pominaé pytania typu
sjak liczbe rzeczywista mozna odczytaé lub zapisaé w skoniczonym czasie”.

Ustalenie dolnych ograniczen szybkosci rozwigzywania danego problemu jest jed-
nym z fundamentalnych zadan analizy algorytméw, gdyz jest to miara wydajnosci algo-
rytmu. W przypadku ogélnym jest to bardzo trudne zadanie. Czasami mozna powiazaé
trudnosé problemu z trudnoscia innego problemu o znanej zlozonosci; uzywa sie w tym
celu techniki przeksztatcania problemdw/ . Zalézmy, ze mamy dwa problemy, A i B, ktére sa
ze soba tak powiazane, ze problem A mozna rozwiaza¢ nastepujaco:

(1) Dane wejsciowe problemu A sa przeksztalcane w postaé¢ danych wejSciowych pro-
blemu B.

(2 Rozwiazywany jest problem B.

(3) Wyniki problemu B sa przeksztalcane w poprawne rozwigzanie problemu A.

Méwimy wtedy, ze problem A zostat przeksztatcony w problem B®. Jesli powyzsze kroki prze-
ksztalcenia — 1.1 3. — moga by¢ wykonane w czasie O(t(N)), gdzie N jest tradycyjnie
,tozmiarem” problemu 2, to méwimy, ze A jest 1((N)-przeksztalcalne w B, co zapisuje-
my krétko:

A« B

W przypadku ogélnym mozliwosé przeksztalcenia nie jest relacja symetryczna; w przy-
padku szczegSlnym, kiedy A i B daja sie¢ w siebie nawzajem przeksztalkié, méwimy, ze
sa one sobie rdwnowazne.

Nastepujace dwa stwierdzenia charakteryzuja sile techniki przeksztalcenia pizy zalo-
zeniu, ze zachowany jest rzad wielkosci problemu. Stwierdzenia te s oczywiste.

7 Technike te bardzo czgsto okresla sig jako redukcje. Stowo ,redukeja” sugeruje przeksztalcanie
w prostszy problem (co nie jest prawda), wiec tejnazwy nie bedziemy uzywac.

8 Mozliwosé przeksztalcenia (czyli redukowalnosé) zwykle definiuje sie jako relacje jezykow,
kiedy nie jest konieczne zadne przeksztalcanie wynikéw, gdyz wynik z przyjmujacego laricuch jest
zerem lub jedynka. W przypadku probleméw geometrycznych potrzebujemy wickszej elastycznosci,
ktérej osiagniecie wymaga ogdlniejszej definicji



40 1. WPROWADZENIE

Stwierdzenie 1. (dolne ograniczenie przez mozliwosé przeksztalcenia). Jesli windomo, ze
problem A wymaga czasu T(N) i A jest t(N)-przeksztatcalny w B (Acc,yB), to B wymaga co
najmniej czasu T(N)-O(t(N)).

Stwierdzenie 2. (gérne ograniczenie przez mozliwos¢ przeksztalcenia). Jesli problem B mozna
rozwigzac w czasie T(N), a A daje sig ©(N)-przeksztatcic w B (Axc,B), to B wymaga co najwy-
zej czasu T(N)+O(t(N)).

Sytuacje te przedstawiono obrazowo na rysunku 1.7, gdzie widaé¢ przeniesienie dol-
nego i gérnego ograniczenia z jednego problemu na drugi. Przeniesienie to obowiazuje,
o ile tylko ©(N) = O(T(N)), czyli kiedy przeksztalcenie nie zajmuje znaczacej czesci czasu
obliczeniowego.

gﬂimﬂzﬂﬁ RYSUNEK 1.7.
— T Przeniesienie
. (N — transfonmawalna H:'* Problem # goémych idolnych
ograniczen
‘-\""-\-\._\_\__\_\__\_ _Fd__d-""-- miedzy dajacymi sie
s — przeksztalcic

Granica garma problemami

Odwolujac sie do naszej poprzedniej klasyfikacji probleméw, rozpatrzmy pewien
problem A (czy to obliczeniowy, czy zwiazany z wybieraniem podzbioru) i zwigzany z nim
problem decyzyjny D(2). Natychmiast wida¢, ze D(2) <omA, gdyz:

(1) Jesli A jest problemem obliczeniowym, zadne przeksztalcanie danych wejSciowych nie
jest konieczne (wobec czego krok 1. procedury przeksztalcajacej jest pusty) i rozwia-
zanie A musi by¢ poréwnane, w stalym czasie O(1), ze stala wartoscia wyznaczona
przez D(3).

(2) Jeslhi A jest problemem wyboru podzbioru, zbiér S” danych wejsciowych D(2) jest
przekazywany jako dane wejsciowe A (wobec czego krok 1. jest pusty), zatem roz-
wiazanie A jest sprawdzane w czasie O(N), aby sprawdzié, czy jego liczebno$¢ jest
zgodna z S’.

Jest to bardzo wazne spostrzezenie, gdyz wskazuje ono, ze jesli chcemy obnizy¢ ogranicze-
nie dolne, mozemy ograniczy¢ nasz obszar zainteresowai do , probleméw decyzyjnych”.

Kiedy w ,rzeczywistym RAM” wykonywany jest algorytm dotyczacy problemu
decyzji, jego zachowanie opisuje si¢ jako ciag operacji dwojakiego rodzaju: arytmetycz-
nych i poréwnari. W tym ciggu poréwnania odgrywaja kluczowa role, gdyz — w zaleznosci
od wyniku — algorytm moze sie rozgaleziaé w kazdej operacji. Sytuacja ta jest obrazowo
przedstawiona na rysunku 1.8, przy czym kazdy wezel oznaczony kélkiem to operacja
arytmetyczna, za$ tréjkat to poréwnanie. Innymi slowy, obliczenia wykonywane przez
RAM moga by¢ traktowane jako sciezka w drzewie. Drzewo to zawiera opis wyjatkowo
waznego modelu obliczeniowego, nazywanego ,algebraicznym drzewem decyzji”. Teraz
model ten sformalizujemy.
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RYSUNEK 1.8.
Wyliczenie
jako sciezka

w drzewie

decyzyjnym

Al gebraiczne drzewo decyzji [Reingold (1972); Rabin (1972); Dobkin-Lipton (1979)] na
zbiorze zmiennych {xy, ..., x,} to program z instrukcjami Ly, L, ..., L, w postaci:

(1) L, Wylicz f(xy, ..., x,); jesli f: 0 — przejdz do L;, w przeciwnym wypadku — przejdz
do L; (: oznacza dowolna relacje poréwnania).

(2) L Przerwij i zwréé wartosé YES (TAK; zatwierdzone dane wejsciowe problemu
decyzyjnego).

(3) Li Przerwij i zwréé wartos¢ NO (NIE; odrzucone dane wejsciowe problemu decy-
zyjnego).

W kroku 1. f jest funkcjg al gebraiczng (wielomianem stopnia degree(f)). Zaklada sie, ze pro-
gram nie ma petli, czyli jego struktura to drzewo T takie, ze wezel nie bedacy liSciem jest
opisany przez

fo(xy,..,x,):0

gdzie f, jest wielomianem na zmiennych 3, ..., X, a: oznacza relacje poréwnania. Zauwazmy,
ze w tym opisie kazda ,Sciezka obliczeniowa” z rysunku 18 jest wcisnieta do nastepnego
wezla poréwnania. Korzeni T reprezentuje krok poczatkowy obliczen, jego liscie to moz-
liwe sposoby zakoficzenia wykonywania programu i mozliwe odpowiedzi. Nie tracac na
ogéblnosci, zakladamy, ze drzewo T jest binarne’.

Wprawdzie program algebraicznego drzewa decyzyjnego moze by¢ znacznie bar-
dziej rozwlekly niz odpowiadajacy mu program RAM, ale oba programy zachowywadé
sie beda identycznie przy rozwiazywaniu danej klasy probleméw. W szczegélnosci czas
wykonania najgorszego mozliwego przypadku programu RAM jest co najmniej propor-
cjonalny do dlugosci najdiuzszej $ciezki korzenia drzewa decyzji. Pokazuje to, jak istotny
jest model drzewa decyzyjnego, gdyz struktura drzewiasta dobrze poddaje sie popra-
wianiu ograniczeni przy analizie w glab.

o Zauwazmy, ze stopien wezléw T st wielokrotnoscia mozliwych wynikéw poréwnan. Hipoteza
drzewa binarnego oparta jest na fakcie, ze k-krotne rozgalezienie mozna rozwina¢ na (k-1) rozga-
lezienn dwukrotnych.
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Algebraiczne drzewo decyzji jest d-tego rzedu, jesli d jest najwiekszym stopniem
wielomianéw f,(xi, .., x,) dla kazdego wezla v drzewa T. Model drzewa decyzyjnego
pierwszego rzedu, czyliliniowego, oparty jest na bardzo zaawansowanym narzedziu, po-
zwalajacym wyznaczaé dolne ograniczenie wielu probleméw. W podrozdzialach 2.2,
413, 52184 zajmiemy sie ta problematyka szczegdlowiej. Jednak liniowe drzewo decy-
zyjne nie jest pozbawione wad. Pierwsza z nich jest to, ze zdarzy¢ si¢ moze, ze wszystkie
znane algorytmy rozwiazania danego problemu uzywaja funkeji stopnia > 2, wobec czego
dolne ograniczenie oparte na modelu liniowego drzewa decyzyjnego nie obowiazuje. Druga
wada jest to, Ze ograniczenia oparte na modelu liniowego drzewa decyzyjnego nie stosuja
si¢ do nieznanych jeszcze algorytméw, korzystajacych z funkeji wyzszego stopnia.

Wryjatkowo wazne wyniki w tej materii dla d > 2 korzystajac z klasycznych pojeé
rzeczywistej geometrii algebraicznej uzyskali Steele-Yao (1982) i Ben-Or (1983). Podejscie
to oparte jest na nastepujacym pomysle: niech xy, xo, ..., X, beda parametrami problemu
decyzyjnego, na ktérego poszczegdlne zestawy wartosci mozna patrze¢ jako na punkty
w n-wymiarowej pizestrzeni euklidesowej E". Problem decyzyjny wskazuje zbiér punktéw
W c E" czyli udziela odpowiedzi YES wtedy i tylko wtedy, gdy (x, x2, ..., x,) € W (m6-
wimy wtedy, ze drzewo decyzyjne T rozwigzije problem przynaleznosci do W). Zalézmy, ze
na podstawie analizy samego problemu znamy liczbe #(W) rozlacznych spdjnych sklad-
nikéw W. Kazde obliczenie odpowiada niepowtarzalnej sciezce vy, v, ..., ¥, v; W drze-
wie T, gdzie v, jest korzeniem, a v, lisciem. Z kazdym wezlem v; danej $ciezki powiazana
jest tunkcja f,(x1, ..., x,) taka, ze dlaj=1, ..., I-1 (xy, ..., X,) spelnia ograniczenia typu:

f,, =0 lub f, >0 lub f, >0 (111)

Aby wyrobi¢ sobie jaka$ intuicje, najpierw zastanéwmy sie nad specjalnym przy-
padkiem dla d = 1 (model liniowego drzewa decyzyjnego lub obliczeniowego), opraco-
wanym przez Dobkina i Liptona (1979). Niech W < E" bedzie zbiorem przynaleznosci
dla danego problemu decyzyjnego, a #(W) niech oznacza liczbe rozlacznych spéjnych
skladowych. Niech T bedzie (binarnym) liniowym drzewem decyzji, zawierajacym algo-
rytm A, sprawdzajacy przynaleznosé do W. Z kazdym lisciem T powiazana jest dziedzina
E", a kazdy li$¢ oznacza ,akceptacje” lub ,odrzucenie”. Niech {W, ..., W,} beda sklado-
wymi W, {4, ..., ,} zbiorem lisci, a D, dziedzina zwiazana z [;. Li§¢ ; jest uznawany za

akceptacja, gdyD, c W
{odrzucenie, w przeciwnymwypadku
Dolne ograniczenie dotyczace 1 uzyskujemy, wykazujac, ze 1 > #(W). Faktycznie, tworzymy
funkcje Y: {Wy, W,, .., W,}>{1,2, ..., 1} jako Y(W)) = min{j: je{12, ..., 1} oraz D; n W, # O}.
Zalézmy teraz, ze jest przeciwnie — istnieja dwa rozlaczne podzbiory W; i W; takie, ze
Y(W) = Y(W) =11 Jako ze algorytm A rozwiazuje problem nalezenia punktu g do W, lis¢ I;,
to lis¢ akceptaqji. Z drugiej strony, z definigi Y, jesli Y(W)) = I, to W; N D, jest niepusty.
Niech zatem g’ bedzie punktem z W; N Dy,. Analogicznie, 7" jest punktem w W, n Dy,. T jest
liniowym drzewem decyzji, wiec obszar E" odpowiadajacy Dj, jest przecieciem pdlprze-
strzeni, czyli obszarem wypuktym. Oznacza to, ze dowolna wypukla kombinacja punktéw

Dy nalezy do Dy, (punkt 1.3.1). Rozwazmy teraz odcinek q'q” (rysunek 1.9). Odcinek ten
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| RYSUNEK 1.9.
| Tustracja dowodu,
! ze W; = W,

przecina przynajmniej dwie skladowe W (na pewno W; i W), a jako ze skladowe te sa
rozlaczne, zawiera przynajmniej jeden punkt 4”7 ¢ W. Jednak z wypuklosci wynika, ze

777

caly q’q” nalezy do D), zatem nalezy doni tez ¢, ktéry okazuje si¢ leze¢ we wnetrzu W,
co jest juz sprzecznodcia. Tak wiec T musi mieé przynajmniej p lisci. Jako ze najplytsze
binarne drzewo o danej liczbie lisci jest zréwnowazone, gleboko$é T wynosi przynajm-

niej log, p = log,#(W). Podsumowaniem niech bedzie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.1. (Dobkin-Lipton). Dowolny al gorytm liniowego drzewa decyzyjnego rozwig-
zufgey problem przynaleznosci do W C E" musi miec glgbokos¢ nie mniejszq niz log#(W), gdzie
H(W) jest liczbg roztgcznych spojnych sktadowycli W.

Niestety, zastosowanie opisanej powyzej techniki ogranicza sie¢ do algorytméw linio-
wych dizew wyliczeniowych, gdyz opieramy sie w duzej mierze na tym, ze dziedzina E"
zwiazana z liSciem drzewa jest wypukla. Kiedy maksymalny stopien wielomianéw f, jest
wiekszy lub réwny 2, z tej przydatnej cechy nie mozemy juz skorzystaé i potrzebne jest
subtelniejsze rozumowanie.

Intuicyjnie, kiedy uzywane sa wielomiany wyzszego stopnia, dziedzina zwigzana
z danym lisciem drzewa decyzyjnego moze skladaé sie z kilku rozlacznych skladowych W.
Jesli uda sie ograniczy¢ liczbe komponentéw przypisanych do liScia na podstawie gle-
bokosci zagniezdzenia tego liScia, nietrudno bedzie ograniczy¢ glebokosé T.

Kluczem do rozwigzania tego trudnego problemu jest blyskotliwe zastosowanie [Steele-
-Yao (1982), Ben-Or (1983)] klasycznego wyniku geometrii algebraicznej udowodnionego
niezaleznie przez Milnora (1964) i Thoma (1965). Wynik ten ma nastepujaca postaé:

Niech V bedzie zbiorem punktéw (formalnie rozmaitoscig al gebraiczng) w m-wymiaro-
wej przestrzeni kartezjariskiej E", opisanym réwnaniami wielomianowymi:

8.(x,x,)=0,.., 8,(x;,..,x,) =0 (1.12)

Wrtedy, jesli stopiefi kazdego wielomianu g (7 = 1, ..., p) jest < d, to liczba #(V) rozlacz-
nych spéjnych skladowych™ V jest ograniczona nastepujaco:

1% Tak naprawde Milnor i Thom udowodnili silniejsze twierdzenie: d(24-1)"" jest gémym ogra-
niczeniem dotyczacym sumy liczb Betti V, za$ liczba #(V) skladowych spdjnych jest jpdna z liczb
Bettiego (zerowa).
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#(V) <dQd - 1"

Niestety, V zdefiniowano za pomoca réwnan (zobacz (1.12)), za$ ograniczenia na Sciezke
w T zawieraja zaréwno réwnania, jak i nieréwnosci. Trudno$é ta zostala usunieta przez
Bena i Ora, ktérzy przeksztalcili zadanie tak, Ze spelnione zostaly zalozenia twierdzenia
Milnora-Thoma. Przeksztalcenie to teraz opiszemy.

Zdefiniujmy U c E" jako zbiér punktéw spelniajacych nastepujace warunki (x = (xy,
X))

q,(x)=0,...,.q,(x)=0
P (x)=0,..., p,(x)>0 (1.13)
Pen(x) 20,..,p,(x) 20

gdzie q; oraz p; to wielomiany, a d = max{2, deg(q), deg(p)}. Zauwazmy, Ze mamy trzy
rodzaje ograniczen: réwnania, nieréwnosci ostre i nieréwnosci nieostre. Niech #(UI) ozna-
cza liczbe spéjnych skladowych zbioru U.

Pierwszy krok naszego przeksztalcenia polega na zastapieniu ostrych nieréwnosci
nieréwnos$ciami nieostrymi. Jako ze #(LI) ma wartos$é skonczona (zobacz [Milnor (1968)]),
niech #(ll) t; z kazdej skladowej U wybieramy punkt. Oznaczamy te punkty przez
Vi, ..., vi; niech:

€= mj_n{pz.(v/.) i=1,..8j7=1..,t

Jako ze kazdy v; € U, p(v) >0 (dlai =1, ..., 5) oraz € > 0. Oczywiscie domkniety zbiér
punktéw U, zdefiniowany zaleznosciami:

7,(x)=0,...,q,(x)=0
p,(x) =g, .., p.(x) 2¢ (1.14)
P (x) 20,..,p,(x) 20

jest zawarty w U, a #(U,) = #(U), gdyz kazdy v, jest niezalezng skladowa U, (zobacz ry-
sunek 1.10).

RYSUNEK 1.10.
Tworzenie U, dla U;

samo U zaznaczono

liniami ciaglymi,

U, — przerywanymi
Drugi krok przeksztalcenia to wprowadzenie wolnej zmiennej y; dla kazdego j = 1,

..., It (czyli dla kazdej nieréwnosci nieostrej), tak ze na E" mozna spojrze¢ jako na pod-
przestrzen E™":
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7,00=0,....q,(x)=0
p(x)-e-y>=0, . .,p,(x)-e-y> =0 (1.15)
P (x) - ]/s+12 =0,.,p,(x) - th =0

Oczywiscie zbiér U* wszystkich rozwiazan (1.15) jest rozmaitoscia algebraiczna w E"*", zde-

finiowana wielomianami stopnia co najwyzej d, i spelnia warunki twierdzenia Milnora-
-Thoma. Wobec tego liczba #(LI*) skladowych spéjnych U* jest ograniczona nastepujaco:

#(U¥) <d(2d 1)

Zauwazmy, U, to rzutowanie U* na E". Jako ze rzutowanie jest funkqga ciagly, #(U, < #(LI*).
Przypomnijmy, ze #(Ul) <#(U.), wobec czego wnioskujemy, ze:

H(U) <H(U,) <HUY <dd-1)™

co jest szukanym wynikiem. Faktycznie, jesli (1.13) jest zbiorem warunkéw uzyskanych
podczas przechodzenia po $ciezce w T od korzenia do lisci, I — liczba nieréwnosci — nie
przekracza dlugosci sciezki. Wobec tego lis¢ danej sciezki jest powiazany z co najwyzej
d(2d-1)""" spéjnymi skladowymi zbioru wynikowego problemu W. Jesli /i* jest gleboko-
§cia T (dtugoscia najdtuzszej $ciezki od korzenia do licia), to T ma co najwyzej 2" lisci.
Kazdy li§¢ odpowiada co najwyzej d(2d-1)"*""* spéjnych skladowych W, wobec czego

HW) <2"d(d -1

lub, rté6wnowaznie,

> log, #(W)  nlog,(2d-1) log,d—log,(2d +1) . (1.16)

~1+log,(2d -1) 1+log,(2d-1) 1+log,(2d - 1)
Rozwazania te podsumujmy w formie waznego twierdzenia:

Twierdzenie 1.2."* Nieclt W bedzie zbiorem w przestrzeni kartezjariskiej E" i niecl T bedzie
al gebraicznym drzewem decyzji ustalonego rzgdu d (d > 2), ktore pozwala rozwigzac problem
przynaleznosci do W. Jesli It* jest glgbokoscig T i #(W) jest liczbg roztgeznych spojnycl sktado-
wych W, to In* = Q(logh(W)-n).

Twierdzenie 1.2. uwzglednia tez przypadek d = 1, gdyz dla dowolnego ustalonego d
> 2 narzuca sie ograniczenie dotyczace wielomianéw nizszego stopnia (przez ustawienie
wspdlczynnikéw wyzszych stopni na zero). Uzycie hiperliniowych wielomianowych
tunkcji decyzyjnych nie zmienia zasadniczo natury problemu; po prostu skraca minimalna
glebokos¢ drzewa obliczeri przez staly mmnoznik, zalezny od maksymalnego stopnia d.
Ostatnie twierdzenie to fundament wyznaczania dolnych ograniczeri, czym zajmiemy sie

w dalszych rozdziatach.

! Tak naprawde Ben i Or udowodnili jeszcze lepszy wynik, niezalezny od d.



