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ROZDZIAt 4.

Wedrowka po kopcu

W tym rozdziale poznasz nast¢pujace zagadnienia:
o Typy danych kolejka i kolejka priorytetowa.
o Wymyslona w 1964 r. struktura danych o nazwie kopiec binarny, ktdrg mozna zapisac w tablicy.

o W kopcu binarnym typu max element o wyzszej wartosci priorytetu jest uznawany za bardziej
priorytetowy niz element o nizszej wartosci priorytetu. W kopcu binarnym typu min wyzszy
priorytet maja elementy o nizszych warto$ciach priorytetu.

o Kolejkowanie elementéw (wartos¢, priorytet) w kopcu binarnym w czasie O(1og N), gdzie
N to liczba elementow w kopcu.

e Znajdowanie w kopcu binarnym wartosci o najwyzszym priorytecie w czasie O(1).

o Usuwanie wartoéci o najwyzszym priorytecie z kopca binarnego w czasie O(1og N).

Co sie stanie, jesli zamiast zapisywa¢ samg kolekcje wartoéci, zachowasz kolekcje elementéw, z kto-
rych kazdy obejmuje wartos¢ i powiazany z nig priorytet reprezentowany przez liczbe? Gdy dane s
dwa elementy, ten o wyzszym priorytecie jest wazniejszy niz drugi. Tym razem wyzwanie polega
na tym, by umozliwi¢ wstawianie nowych elementow (wartos¢, priorytet) do kolekeji oraz usuwa-
nie i zwracanie wartosci elementu o najwyzszym priorytecie.

Tak dzialajg kolejki priorytetowe — typ danych, ktéry umozliwia wydajne wykonywanie operacji
enqueue(wartos¢, priorytet) i dequeue() (usuwa warto$¢ o najwyzszym priorytecie). Kolejka
priorytetowa rézni sie od opisanej w poprzednim rozdziale tablicy symboli, poniewaz nie trzeba
z gory znac priorytetu, aby zazada¢ usuniecia wartosci o najwyzszym priorytecie.

Gdy popularny klub nocny staje si¢ zbyt zattoczony, na zewnatrz tworzy si¢ kolejka, co ilustruje
rysunek 4.1. Kiedy kolejne osoby chca dosta¢ si¢ do klubu, musza stana¢ na koncu kolejki. Jako
pierwsza osoba wejdzie do klubu ta, ktéra czeka najdtuzej. Tak dziata wazny abstrakcyjny typ da-
nych kolejka. Udostepnia ona operacje enqueue (wartosc), ktora dodaje wartosé jako najnowszy
element na koncu kolejki, oraz operacje dequeue(), usuwajaca z kolejki najstarsza warto$¢. Jest to
model FIFO (ang. first in, first out, czyli pierwszy na wejéciu, pierwszy na wyjéciu).
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Rysunek 4.1. Oczekiwanie w kolejce w klubie nocnym

W poprzednim rozdziale opisatem liste powigzang. Teraz uzyjesz jej ponownie razem z klasa Node,
ktéra postuzy do przechowywania wartosci (pole value) z kolejki:
class Node:
def _init_ (self, val):

self.value = val
self.next = None

Implementacja klasy Queue z listingu 4.1 uzywa tej struktury i udostepnia operacje enqueue(), ktéra
dodaje warto$¢ na koniec listy powigzanej. Rysunek 4.2 przedstawia wynik dodania wartosci
»Joanna”, ,Jacek” i ,Jerzy” (w takim porzadku) do kolejki przed klubem nocnym.

/- first last \

, Joanna” [@=P>  Jacek” (o=t , Jerzy” I

Wezet1 Wezet?2 Wezelt3

Rysunek 4.2. Model kolejki przed klubem nocnym z trzema wezlami

»Joanna” jest pierwszym go$ciem pobieranym z kolejki. W kolejce pozostajg wtedy dwie osoby,
a pierwsza z nich jest ,,Jacek”.

W Kklasie Queue operacje enqueue () i dequeue() sg wykonywane w stalym czasie, niezaleznie od tacz-
nej liczby wartosci w kolejce.
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Listing 4.1. Implementacja typu danych Queue bazujgca na liscie powigzanej

class Queue:
def _init_ (self):
self.first = None (1}
self.last = None

def is_empty(self):
return self.first is None (2}

def enqueue(self, val):

if self.first is None: (3}
self.first = self.last = Node(val)
else:

self.last.next = Node(val) @
self.last = self.last.next

def dequeue(self):
if self.is_empty():
raise RuntimeError('Kolejka jest pusta.')

val = self.first.value e
self.first = self.first.next @
return val

e

Poczatkowo pola first i Tast majg warto$¢ None.
@ Jesli pole first ma warto$¢ None, obiekt Queue jest pusty.

© Jesli obiekt Queue jest pusty, do first i Tast nalezy przypisa¢ nowo utworzony wezel (obiekt
typu Node).

O Jezeli obiekt Queue nie jest pusty, nalezy doda¢ element po last i zmodyfikowal element 1ast,
aby wskazywal nowo utworzony wezel (obiekt typu Node).

© Pole first wskazuje wezel zawierajacy warto$¢, jakg nalezy zwrocié.
@ Do first przypisywany jest drugi wezet z listy (jesli taki istnieje).

A oto inny scenariusz — klub nocny decyduje si¢ umozliwi¢ gosciom zakup specjalnej wejsciowki
okreslajacej kwote do wydania. Na przykiad jeden go$¢ moze kupi¢ wejécidwke wartg 50 z1, a inny
— wejsciowke za 100 zt. Gdy klub staje si¢ zbyt zatloczony, goscie czekaja w kolejce na wejscie.
Jednak jako pierwsza osoba do klubu zostanie wpuszczona ta, ktéra posiada najdrozszg wejsciowke.
Jesli dwie osoby maja réwnie drogie wejscidwki, do klubu wejdzie jedna z nich. Osoby bez wejsciowek
sa traktowane tak, jakby zaplacily 0 z1.

Na rysunku 4.3 gos¢ posrodku, z wejécidwka za 100 zl, wejdzie do klubu jako pierwszy. Potem
zostang wpuszczone dwie osoby z wejsciéwkami za 50 zt (w jakiej$ kolejnosci). Wszystkie osoby
bez wejscidwek sg traktowane tak samo, dlatego w dalszej kolejnosci kazda z nich moze zosta¢
wpuszczona do klubu.
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Rysunek 4.3. Goscie mogg wejs¢ szybciej dzigki kupionej wejsciéwce

Kolejka priorytetowa nie okresla, co zrobic, gdy co najmniej dwie wartosci majg ten
sam najwyzszy priorytet. W niektorych implementacjach kolejka priorytetowa nie
zwraca warto$ci w kolejnosci ich dodawania do kolejki. Opisana w tym rozdziale ko-
lejka priorytetowa bazujaca na kopcu nie zwraca wartosci o tym samym priorytecie
zgodnie z kolejnoscig ich zapisywania w kolejce. Wbudowany modut heapq imple-
mentuje kolejke priorytetowa za pomoca kopca, co opisuje¢ w rozdziale 8.

Ten zmodyfikowany model odpowiada abstrakcyjnemu typowi danych o nazwie kolejka priory-
tetowa. W tym typie danych nie da si¢ wydajnie zaimplementowa¢ funkcji enqueue() i dequeue(),
aby dziataly w statym czasie. Jesli uzywasz listy powiazanej, funkcja enqueue () nadal dziata w czasie
O(1), ale dequeue () moze wymaga¢ sprawdzenia wszystkich wartosci w kolejce priorytetowej, aby
znalez¢ element o najwyzszym priorytecie. Tak wiec dla przypadku pesymistycznego ztozono$¢ tej
funkcji wynosi O(N). Z kolei jezeli zapiszesz wszystkie elementy posortowane wedlug priorytetow,
funkcja dequeue () bedzie miata ztozonos¢ O(1), ale funkcja enqueue() dla przypadku pesymistycznego
bedzie miata ztozono$¢ O(N), co wynika z koniecznosci znalezienia miejsca wstawiania nowej wartosci.

Na podstawie dotychczasowych rozwaza mozna zaproponowac pie¢ struktur, w ktérych do zapi-
sywania elementow (warto$¢, priorytet) uzywane sg obiekty typu Entry:

Tablica

Jest to tablica nieposortowanych elementéw, ktéra nie ma okreslonej struktury i wymaga licze-
nia na szczescie. Funkcja enqueue () dziata tu w czasie statym, ale funkcja dequeue () musi prze-
szuka¢ calg tablice, aby znalez¢ warto$¢ o najwyzszym priorytecie do usuniecia i zwrdcenia.
Poniewaz tablica ma stala wielkos¢, taka kolejka priorytetowa moze si¢ zapelnic.
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Wbudowane operacje

Uzywana jest tu lista nieposortowana, dla ktorej dzialaja wbudowane operacje Pythona.
Wydajnos¢ jest tu podobna do wydajnoéci dla tablicy.

Posortowana tablica

Tablica zawierajgca elementy posortowane rosngco wedtug priorytetéw. W funkcji enqueue ()
uzywana jest odmiana wyszukiwania binarnego w tablicy (z listingu 2.4) do znajdowania miej-
sca, w ktorym nalezy umiescié element. Nastepnie trzeba recznie przesungd elementy tablicy, aby
zrobié miejsce na nowg wartos¢. Funkcja dequeue() dziata w stalym czasie, poniewaz elementy
sg posortowane, a wartos¢ o najwyzszym priorytecie znajduje si¢ na koticu tablicy. Poniewaz
tablica ma stalg wielko$¢, taka kolejka priorytetowa moze si¢ zapelnié.

Lista powigzana

Jest to lista powigzana elementéw, na ktérej pierwszy element ma najwyzszy priorytet z wszyst-
kich wartosci, a kazdy kolejny ma priorytet nie wigkszy od poprzedniego. W tej implementacji
nowe wartosci sq dodawane do kolejki w odpowiednim miejscu listy powigzanej, dzigki czemu
funkcja dequeue() dziata w statym czasie.

Posortowana lista

Jest to lista Pythona zawierajgca elementy posortowane rosngco wedtug priorytetow. W funkcji
enqueue () uzywana jest odmiana wyszukiwania binarnego w tablicy do dynamicznego umiesz-
czania elementow w odpowiednim miejscu. Funkcja dequeue () dziata w stalym czasie, poniewaz
element o najwyzszym priorytecie zawsze znajduje sig na kovicu listy.

Aby poréwnac¢ te implementacje, zaprojektowatem eksperyment, ktéry wykonuje 3N/2 operacji
enqueue () i 3N/2 operacji dequeue(). W kazdej implementacji mierzony jest faczny czas wykony-
wania, ktdry dzielony jest przez 3N, aby obliczy¢ $redni koszt operacji. W tabeli 4.1 pokazane jest,
ze tablica o stalej wielkosci daje najgorsze wyniki, a wbudowane listy Pythona pozwalaja o potowe
skroci¢ czas. Tablica posortowanych elementdéw pozwala przyspieszy¢ prace jeszcze o polowe,
a listy powigzane powoduja dalszy wzrost wydajnosci o 20%. Zdecydowanym zwyciezca jest jednak
posortowana lista.

Tabela 4.1. Srednia wydajnosé operacji (czas w ns) dla instancji problemu o wielkosci N

Posortowana Lista Posortowana Wbudowane

Kopiec lista powiazana tablica listy Tablica
256 6,4 25 39 6,0 8,1 13,8
512 73 28 6,4 9,5 14,9 26,4
1024 7.9 34 12,0 178 285 52,9
2048 8,7 41 23,2 33,7 574 107,7
4096 9,6 53 46,6 65,1 17,5 2203
8192 10,1 74 95,7 128,4 2358 446,6
16384 10,9 1,7 196,4 2554 470,4 899,9
32768 11,5 203 — — — —
65536 124 36,8 — — — —
Kopce binarne typumax | 99
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W wymienionych technikach $redni koszt wykonywania operacji enqueue() i dequeue() roénie
wprost proporcjonalnie do N. W kolumnie Kopiec w tabeli 4.1 pokazana jest wydajnos¢ dla struk-
tury danych Heap. Sredni koszt ro$nie tu proporcjonalnie do 1og(N), co ilustruje rysunek 4.4. Dla-
tego implementacja uzywajaca tej struktury jest znacznie wydajniejsza od implementacji bazujacej
na posortowanych listach Pythona. Na ztozono$é¢ logarytmiczng wskazuje staly wzrost czasu dzia-
tania przy podwajaniu si¢ wielkosci problemu. W tabeli 4.1 wida¢, ze kazde podwojenie wielko$ci
problemu skutkuje wzrostem czasu o ok. 0,8 nanosekundy.
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Rysunek 4.4. Ztozonos¢ O(log N) kopca (struktura Heap) jest lepsza niz ztozonosé O(N) pozostatych technik
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Struktura danych o nazwie kopiec zostata wymyslona w 1964 roku. Operacje na kolejce prioryteto-
wej wykonywane z uzyciem kopca maja ztozonos¢ O(1og N). W tym rozdziale nie s3 istotne war-
tosci dodawane do kolejki. Mogg to by¢ tanicuchy znakéw, liczby, a nawet grafiki — nie ma to zna-
czenia. Istotne sg tylko wartosci priorytetu kazdego elementu. W kazdym z pozostatych rysunkow
w tym rozdziale pokazane sg tylko priorytety elementéw dodanych do kolejki. Gdy dane s3 dwa
elementy w kopcu typu max, ten o priorytecie o wigkszej warto$ci ma wyzszy priorytet.

Kopiec ma znang od poczatku wielko$¢ maksymalng M i moze pomieéci¢ N < M elementéw. Teraz
omowie strukture kopca, pokaze, ze moze zwigkszac si¢ i zmniejsza¢ (w granicach wielko$ci mak-
symalnej), a takze wyjasnie, jak N elementow kopca jest zapisywanych w zwyklej tablicy.

Kopce binarne typu max

Ten pomyst moze wydawac si¢ dziwny, ale co si¢ stanie, jesli tylko ,,cz¢§ciowo posortujesz” ele-
menty? Rysunek 4.5 ilustruje kopiec typu max zawierajacy 17 elementéw. Dla kazdego elementu
pokazany jest tylko priorytet. Wida¢ tu, ze na poziomie 0 znajduje sie jeden element; ma on najwyz-
szy priorytet sposrod wszystkich elementéw kopca typu max. Strzalka w x > y oznacza, ze priorytet
elementu x jest wigkszy lub réwny wzgledem priorytetu elementu y.

15 TTTTTTTTmTmmmmmssssssssseoooooooes Poziom 0.
13‘/\ 4 e Poziom 1.
/\ /\

9 1 ) R Poziom 2.

NN NN
8 2 1 10 8 6 9 7 Poziom 3.

/\

4 L T Poziom 4.

Rysunek 4.5. Przyktadowy kopiec binarny typu max

Te elementy nie s w pelni posortowane, jak bylyby posortowane na liécie, dlatego trzeba chwile
poszukac¢, aby znalez¢ element o najnizszym priorytecie (wskazowka — znajduje si¢ on na pozio-
mie 3.). Jednak uzyskana struktura ma kilka przydatnych cech. Na poziomie 1. znajduja sie¢ dwa
elementy. Jeden z nich musi mie¢ drugi najwyzszy priorytet (lub réwny najwyzszemu, prawda?).
Kazdy poziom k oprécz ostatniego jest petny i zawiera 2* element6ow. Tylko najnizszy poziom jest
niepelny (tu ma 2 elementy z mozliwych 16) i jest zapelniany od lewej do prawej. Na rysunku wida¢
tez, ze ten sam priorytet moze wystepowac¢ w kopcu wielokrotnie. W pokazanym kopcu powtarzaja

si¢ priorytety 81 14.
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Z kazdego elementu wychodza nie wiecej niz dwie strzalki, dlatego jest to kopiec binarny typu max.
Przyjrzyj si¢ elementowi z poziomu 0. Element ten ma priorytet 15. Pierwszy element z poziomu
1. (o priorytecie 13) to lewe dziecko; drugi element z poziomu 1. (o priorytecie 14) to prawe dziecko.
Element o priorytecie 15 to rodzic dwojki dzieci z poziomu 1.

Oto zestawienie cech kopca binarnego typu max:

Uporzgdkowanie elementow kopca

Priorytet elementu jest wigkszy lub réwny wzgledem priorytetow lewego i prawego dziecka
(jesli te istnieja). Priorytet kazdego elementu (oprocz elementu z najwyzszego poziomu) jest
mniejszy lub réwny wzgledem priorytetu rodzica.

Struktura kopca

Kazdy poziom k musi by¢ zapelniony 2* elementami (od lewej do prawej), zanim dodany zo-
stanie jakikolwiek element na poziomie k + 1.

Gdy kopiec binarny zawiera tylko jeden element, wystepuje tylko jeden poziom, 0., poniewaz 2° = 1.
Ile poziomdw jest potrzebnych w kopcu binarnym przechowujacym N > 0 elementéw? Nalezy zde-
finiowa¢ matematyczny wzor L(N), ktdry zwraca liczbe pozioméw potrzebnych dla N elementdw.
Rysunek 4.6 przedstawia wizualizacj¢ pomagajaca ustali¢ L(N). Widocznych jest tu 16 elementdw,
kazdy oznaczony indeksem. Indeksowanie rozpoczyna si¢ od gory (e;), a indeksy rosng od lewej do
prawej do momentu, gdy na danym poziomie nie ma juz wiecej elementéw. Potem indeksowanie
jest kontynuowane od pierwszego od lewej elementu na nastepnym poziomie.

[ Dia dowolnego N > 0 potrzebnych jest 1 + floor(log(N)) poziomdw ]

e ] DlaN =7 potrzeba trzech poziomow

(log(7) = 2,8073...)
Diati =8 potrseha /\

¥4 IE‘K’(h DOIIU mow

/\/\/\/\
v I

€ Dla8 < N < 15 potrzeba czterech poziomow
(log(15) =3,9069...)

Rysunek 4.6. Okreslanie liczby pozioméw potrzebnych w kopcu binarnym z N elementami

Gdy kopiec zawiera tylko siedem elementow, potrzebne sg trzy poziomy z elementami od e; do e.
Dla o$miu elementéw potrzebne sg cztery poziomy. Jesli przyjrzysz sie lewym strzatkom, zobaczysz,
ze indeksy tworza wzor — ey, e, e, €5 1 e16. Sa to potegi dwojki. Okazuje sie, ze L(N) = 1 + floor(10g(N)).
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—€)- Kazdy nowy poziom w kopcu binarnym zawiera wiecej elementéw niz Iaczna liczba
elementow na wszystkich wczesniejszym poziomach. Gdy zwigkszysz wysokos¢ kopca
binarnego o jeden poziom, kopiec binarny bedzie mieécit ponad dwukrotnie wiecej
elementow (w sumie 2N + 1, gdzie N to liczba istniejacych elementow)!

Z omoéwienia logarytmoéw powinienes pamieta¢, ze podwojenie N powoduje zwigkszenie wartosci
10g(N) o 1. Matematycznie jest to zapisywane tak — 10g(2N) = 1 + 10g(N). Ktdre z czterech struk-
tur z rysunku 4.7 s3 poprawnymi kopcami binarnymi typu max?

2 813 10 (1812 8 8 (6 9 9 i 44
Numer 1 . Numer2 |  Numer3 | Numer 4

Rysunek 4.7. Ktore z tych struktur sq poprawnymi kopcami binarnymi typu max?

Najpierw sprawdz ksztalt kazdej z tych struktur. Wersje numer 1 i 2 sa akceptowalne, poniewaz
kazdy poziom jest pelny. Struktura numer 3 tez jest poprawna, poniewaz niepelny jest tylko ostatni
poziom, ktéry zawiera trzy (z mozliwych czterech) elementy zapisane od lewej do prawej. Wersja
numer 4 narusza wlasciwo$¢ struktury kopca, poniewaz ostatni poziom zawiera trzy elementy, ale
brakuje w nim pierwszego elementu od lewe;j.

Teraz rozwaz wladciwosé¢ uporzadkowania kopca binarnego typu max. Ta wlasciwo$¢ wymaga, aby
priorytet kazdego rodzica byt wigkszy lub réwny wzgledem priorytetéw jego dzieci. Wersja numer
1 jest poprawna, o czym mozna sie przekona¢, sprawdzajac kazda mozliwg strzatke. Wersja numer
3 jest nieprawidlowa, poniewaz element o priorytecie osiem ma prawe dziecko o wyzszym priory-
tecie, dziewie¢. Struktura numer 2 jest niepoprawna, poniewaz element o priorytecie cztery z po-
ziomu 0. ma nizszy priorytet niz oba elementy potomne.

Struktura numer 2 jest poprawnym przykladem kopca binarnego typu min, w ktérym
priorytet kazdego rodzica jest nizszy lub réwny wzgledem priorytetéw jego dzieci.
Kopce binarne typu min zastosujesz w rozdziale 7.

Nalezy zapewni¢, ze obie wlasciwosci kopcdw zostang zachowane po wykonaniu operacji enqueue()
i dequeue() (ta druga usuwa element o najwyzszym priorytecie z kopca typu max). Jest to wazne,
poniewaz dalej wykaze, ze obie te operacje dzialaja w czasie O(10g N), co oznacza znaczng poprawe
wzgledem technik przedstawionych wczeéniej w tabeli 4.1, dla ktérych funkcje enqueue() i dequeue()
maja dla przypadku pesymistycznego ztozono$¢ O(N).
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Wstawianie elementu (wartos¢, priorytet)

Gdzie nalezy wstawi¢ nowy element po wywolaniu enqueue(wartosé, priorytet) dla kopca binar-
nego typu max? Oto strategia, ktora zawsze si¢ sprawdza:

o Umies$¢ nowy element w pierwszej dostepnej pustej lokalizacji na ostatnim poziomie.

o Jesli ten poziom jest pelny, powicksz kopiec o dodatkowy poziom i umie$¢ nowy element na
pozycji pierwszej od lewej na nowym poziomie.

Na rysunku 4.8 nowy element o priorytecie 12 jest wstawiany na trzeciej pozycji na poziomie 4.
Wiasciwo$¢ struktury kopca zostaje zachowana, poniewaz elementy z niepelnego poziomu 4. roz-
poczynaja sie od elementu pierwszego od lewej, a na poziomie tym nie wystepuja luki. Moze si¢
jednak zdarzy¢, ze wlasciwos$¢ uporzadkowania kopca zostata naruszona.

- — Poziom 0.
£ /\‘14 ____________________ Poziom 1
g 1 i 14 emeeeeeeas Poziom 2.

1 10 8 6 9 AR ELLLELE Poziom 3.

2
4 CR 1> (N Poziom 4.

Rysunek 4.8. Pierwszy krok przy wstawianiu elementu polega na umieszczeniu go na nastgpnej dostgpnej pozycji

Dobra wiadomos¢ jest taka, ze wystarczy zmieni¢ uporzadkowanie elementéw na sciezce od nowo
dodanej wartosci do pierwszego elementu z poziomu 0. Na rysunku 4.10 pokazany jest efekt przy-
wrécenia uporzagdkowania kopca. Widac¢ tu, ze elementy na wyréznionej ciemniejszym kolorem
$ciezce zostaly odpowiednio przestawione, tak aby byly uporzadkowane malejaco od géry do dotu
(kolejne elementy moga tez by¢ réwne).

Sciezka do okreslonego elementu w kopcu binarnym to sekwencja wyznaczona przez
strzatki (lewe i prawe) od pojedynczego elementu z poziomu 0. do szukanego elementu.

W procesie modyfikowania kopca typu max w taki sposob, by zachowana zostala wlasciwo$¢ upo-
rzagdkowania, nowo dodany element ,,wyplywa” wzdluz $ciezki do odpowiedniej lokalizacji w wy-
niku przestawiania par elementéw. Na rysunku 4.8 wida¢, ze nowo dodany element o priorytecie
12 narusza wlasciwoé¢ uporzadkowania kopca, poniewaz ma priorytet wiekszy niz priorytet ro-
dzica (réwny 2). Przestaw te dwa elementy, aby powstal kopiec typu max pokazany na rysunku 4.9,
i kontynuuj ten proces, idgc w gore.
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Rysunek 4.9. W drugim kroku element jest w razie potrzeby przenoszony o poziom w gore

Od priorytetu 12 w dét wartosci tworzg poprawny kopiec binarny typu max z dwoma elemen-
tami. Jednak element o priorytecie 12 nadal narusza wlasciwos$¢ uporzadkowania, poniewaz jego
rodzic ma nizszy priorytet, 9. Przestaw wiec nowy element z rodzicem, tak jak jest to pokazane
na rysunku 4.10.

Wszystkie elementy R -cccrmmccTmmmooesssssmmmsamencs Poziom 0.
sq mniejsze lub A
rwne wzgledem 8 1 S —

Poziom 2.

Poziom 3.

Poziom 4.

Rysunek 4.10. W trzecim kroku element jest w razie potrzeby przenoszony o poziom w goére

Na rysunku 4.10 od wyréznionego elementu o priorytecie 12 w dét struktura jest poprawnym kop-
cem binarnym typu max. W momencie przestawiania elementéw o priorytetach 91 12 nie musiafes
przejmowac sie elementami znajdujacymi si¢ ponizej elementu o priorytecie 8, poniewaz wiadomo,
Ze wszystkie one majg priorytety mniejsze lub rowne wzgledem 8. Oznacza to, Ze maja one priorytet
nizszy niz 12. Poniewaz priorytet 12 jest mniejszy niz priorytet rodzica (13), wladciwo$¢ uporzad-
kowania kopca jest spelniona.
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Sprébuj samodzielnie przesledzi¢ operacje enqueue (wartosé, 16) w kopcu pokazanym na rysunku
4.10. Nowy element poczatkowo jest umieszczany na czwartej pozycji na poziomie 4. jako prawe
dziecko elementu o priorytecie 9. Nowy element ,wyplywa” az do poziomu 0., co daje w efekcie
kopiec binarny typu max pokazany na rysunku 4.11.

Poziom 2.

Poziom 3.

Poziom 4.

Rysunek 4.11. Dodawanie elementu o priorytecie 16., ktéry ,wyplywa” na samg gére

Przypadek pesymistyczny ma miejsce, gdy dodawany jest element o priorytecie wyzszym niz in-
nych elementéw kopca binarnego typu max. Liczba elementéw na $ciezce wynosi 1 + floor(1og(N)),
co oznacza, ze najwigksza liczba przestawier jest o jeden mniejsza i wynosi floor(10g(N)). Teraz
moge jednoznacznie stwierdzié, ze zlozonos$¢ czasowa przebudowy kopca binarnego typu max
w operacji enqueue () wynosi O(1og N). Jednak ten §wietny wynik dotyczy tylko potowy pro-
blemu, poniewaz dodatkowo trzeba zagwarantowaé wydajne usuwanie elementu o najwyzszym
priorytecie z kopca.

Usuwanie wartosci o najwyzszym priorytecie

Znajdowanie elementu o najwyzszym priorytecie w kopcu binarnym typu max jest proste — zawsze
jest to pojedynczy element z poziomu 0. Nie mozna jednak po prostu usunaé tego elementu, po-
niewaz naruszona zostanie struktura kopca — na poziomie 0. powstanie luka. Na szczescie istnieje
strategia wykonywania operacji dequeue (), ktéra pozwala usunaé gérny element i wydajnie prze-
budowa¢ kopiec binarny typu max. Przedstawiam jg na nastepnych rysunkach:

1. Usun pierwszy od prawej element z dolnego poziomu i zapamietaj go. Wynikowa struktura
jest zgodna z wlasciwoséciami uporzadkowania i struktury kopca.

2. Zapisz wartos¢ elementu o najwyzszym priorytecie (z poziomu 0.), aby mozna ja bylto zwrécié.

3. Zastap element z poziomu 0. elementem usunietym z dolnego poziomu kopca. Moze to naruszy¢
wla$ciwo$¢ uporzadkowania kopca.
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Aby wykonac¢ zadanie, nalezy najpierw usuna¢ i zapamiegtac element o priorytecie 9, co ilustruje
rysunek 4.12. Wynikowa struktura nadal jest kopcem. Nastepnie zapisz warto$¢ powigzang z ele-
mentem o najwyzszym priorytecie z poziomu 0., aby mozna ja bylo zwréci¢ (nie jest to pokazane
na rysunku).
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A AT
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Rysunek 4.12. Pierwszy krok polega na usunigciu ostatniego elementu z dolnego poziomu

W ostatnim kroku zastap pojedynczy element z poziomu 0. usunietym elementem. Powstanie nie-
prawidlowy kopiec widoczny na rysunku 4.13. Wida¢ tu, ze priorytet jedynego elementu z poziomu 0.
nie jest wiekszy niz priorytety jego lewego dziecka (15) i prawego dziecka (14). Aby naprawic ten
kopiec, musisz ,,zatopi¢” przeniesiony element, by znalazt sie na pozycji na nizszym poziomie kopca.
Trzeba to zrobi¢ tak, aby wlasciwos¢ uporzadkowania kopca ponownie byta spelniona.

A ------------------------ Poziom 0.
15 Y mmmmmmmmmmmmmmemes Poziom 1.
O\ N
13 1 12 (VB EEEE LR Poziom 2.
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8 12 1 10 8 6 9 7 T Poziom 3.
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4 [ bbb bbb bbbttt Poziom 4.

Rysunek 4.13. Nieprawidlowy kopiec powstaty w wyniku wstawienia ostatniego elementu na poziomie 0.

Zacznij od blednego elementu (czyli elementu o priorytecie 9 z poziomu 0.). Ustal, ktére z jego
dzieci (lewe czy prawe) ma wyzszy priorytet. Jedli istnieje tylko lewe dziecko, uwzglednij tylko je.
W tym przyktadzie lewe dziecko ma wyzszy priorytet (15) niz prawe (14). Rysunek 4.14 przedsta-
wia efekt przestawienia elementu z poziomu 0. z dzieckiem o wyzszym priorytecie.
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Rysunek 4.14. Przestawienie gornego elementu z jego lewym dzieckiem (jest to dziecko o wyzszym priorytecie)

Widac tu, ze cala podstruktura rozpoczynajaca si¢ od elementu o priorytecie 14 z poziomu 1. jest
poprawnym kopcem binarnym typu max, dlatego nie wymaga zmian. Jednak §wiezo przestawiony
element o priorytecie 9. narusza wlasciwo$¢ uporzadkowania kopca (ma mniejszy priorytet niz
kazde z jego dzieci). Dlatego nalezy kontynuowac ,,zatapianie” go, tym razem po lewej stronie, po-
niewaz lewy element ma wyzszy priorytet (13) z dwdjki dzieci. Ilustruje to rysunek 4.15.

i S N R R A Poziom 0.
Wszystkie te elementy .
13 majgpriorytetmnigjszy V4 TTTTTTTTTTTTTTTTTT Rty .
lub réwny wzgledem I./\
1 12 i Poziom 2.
/\ /12 1 0 8 6 9 7 mesmesen Poziom 3.
4 G S R SO Poziom 4.

Rysunek 4.15. ,Zatapianie” elementu o dodatkowy poziom

To juz prawie koniec! Na rysunku 4.15 wida¢, ze wsrdd dzieci elementu o priorytecie 9 wyzszy
priorytet (12) ma dziecko prawe. Dlatego przestaw odpowiednie elementy, co ostatecznie pozwoli
spetni¢ wlasciwoé¢ uporzadkowania kopca. Przedstawia to rysunek 4.16.

Inaczej niz przy dodawaniu nowego elementu do kolejki priorytetowej, tu nie ma prostej $ciezki
przestawionych element6w, jednak mimo to mozna ustali¢ maksymalng liczbe powtérzen operacji
»zatapiania”. Jest ona o jeden mniejsza niz liczba poziomdéw w kopcu binarnym typu max i wynosi
floor(1og(N)).
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Rysunek 4.16. Wynikowy kopiec po ,zatopieniu” elementu, by dotart do prawidtowej lokalizacji

Mozesz tez zliczy¢ poréwnania priorytetéw dwoch elementéw. W kazdy kroku ,,zatapiania” po-
trzebne sg maksymalnie dwa poréwnania — jedno w celu znalezienia wigkszego priorytetu wérod
dzieciijedno w celu stwierdzenia, czy priorytet rodzica jest wyzszy niz wigkszy z priorytetéw dzieci.
Oznacza to, ze w sumie liczba poréwnan jest nie wigksza niz 2 - f1oor(1og(N)).

Bardzo wazne jest to, ze w przypadku pesymistycznym kopiec binarny typu max umozliwia doda-
wanie elementu i usuwanie elementu o najwyzszym priorytecie w czasie wprost proporcjonalnym
do 1og(N). Teraz pora przejs¢ od teorii do praktyki i pokaza¢, jak zaimplementowac kopiec binarny
z uzyciem zwyklej tablicy.

Czy zauwazyles, ze wladciwo$¢ struktury kopca gwarantuje, iz mozna wczytaé wszystkie elementy
po kolei od lewej do prawej, poczawszy od poziomu 0. przez kazdy kolejny poziom? Mozna wyko-
rzysta¢ to spostrzezenie i zapisa¢ kopiec binarny w zwyklej tablicy.

Reprezentowanie kopca binarnego za pomoca tablicy

Rysunek 4.17 pokazuje, jak zapisa¢ kopiec binarny typu max z N = 18 elementami w stalej tablicy
o wielkosci M > N. Ten pigciopoziomowy kopiec mozna umieéci¢ w standardowej tablicy, odwzo-
rowujac kazda pozycje z kopca binarnego na unikatowy indeks. Kazde pole z obramowaniem
z kresek zawiera liczbe catkowita, ktora odpowiada indeksowi z tablicy reprezentujacemu dany ele-
ment z kopca binarnego. Takze tu w kopcu binarnym pokazuje tylko priorytety elementéw.

Kazdy element jest powigzany z pozycja w tablicy storage[]. Aby uproéci¢ obliczenia, pozycja
storage[0] nie jest uzywana i nigdy nie zawiera elementu. Pierwszy element, o priorytecie 15, jest
umieszczany na pozycji storage[1]. Wida¢ tu, ze lewe dziecko, o priorytecie 13, jest umieszczane
na pozycji storage[2]. Jesli element z pozycji storage[k] ma lewe dziecko, znajduje si¢ ono na
pozycji storage [2*k]. Rysunek 4.17 potwierdza te obserwacje (wystarczy przyjrzec sie polom z ob-
ramowaniem z kresek). Podobnie, je$li element z pozycji storage[k] ma prawe dziecko, znajduje
sie ono na pozycji storage[2*k+1].
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178} Kazdy element z kopca jest powigzany
( Kopiec binarny typu maxz 18 elementami )

zindeksem z pokazanej ponizej tablicy

Poziom 0. Poziom 1. Poziom 2. Poziom 3. Poziom 4.
/_A_\ f_*_\ r A A4 A \/ A \
-|B|B|dl2| ]| 12]14]8 9 111018 6 |9 71415 2

e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

( W tablicy elementy kopca sq zapisane po kolei, poziom po poziomie )

Rysunek 4.17. Zapisywanie kopca binarnego typu max w tablicy

Dla k > 1 rodzic elementu z pozycji storage[k] znajduje sie na pozycji storage[k//2]. Warto$é
k//2 to liczba calkowita uzyskana przez zaokraglenie w d6t wyniku dzielenia k przez 2. Umieszcze-
nie pierwszego elementu z kopca na pozycji storage[1] pozwala wykona¢ dzielenie calkowitolicz-
bowe w celu obliczenia lokalizacji rodzica danego elementu. Na przyklad rodzic elementu z pozycji
storage[5] (o priorytecie 11) znajduje si¢ na pozycji storage[2], poniewaz 5//2 = 2.

Element z pozycji storage[k] jest poprawny, jesli 0 < k < N, gdzie N to liczba elementéw w danym
kopcu binarnym typu max. To oznacza, Ze element z pozycji storage[k] nie ma dzieci, jesli 2 - k > N.
Na przyktad element z pozycji storage[10] (o priorytecie 1) nie ma lewego dziecka, poniewaz
2-10=20> 18. Wiadomo tez, ze element z pozycji storage[9] (ktéry przez zbieg okoliczno$ci ma
priorytet 9) nie ma prawego dziecka, poniewaz2-9 + 1 =19 > 18.

Implementacja ,wyptywania” i ,zatapiania”

Proces tworzenia kopca binarnego typu max zacznij od utworzenia klasy Entry, ktéra obejmuje
pole z warto$cia (value) i pole z powigzanym priorytetem (priority):
class Entry:
def _init_ (self, v, p):

self.value = v

self.priority = p
Kod z listingu 4.2 zapisuje kopiec binarny typu max w tablicy storage. W momencie tworzenia
obiektu dlugos¢ tablicy storage jest o 1 wigksza niz parametr size, aby mozna bylo przeprowadzi¢
opisane wczeéniej obliczenia, w ktdrych pierwszy element jest zapisywany na pozycji storage[1].
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Uzywane sg tu dwie metody pomocnicze, ktére upraszczaja omawianie kodu. Wielokrotnie widzia-
tes juz, jak sprawdzatem, czy jeden z elementéw ma wigkszy priorytet niz inny element. Funkcja
less(i, Jj) zwraca warto$¢ True, gdy priorytet elementu z pozycji storage[i] jest mniejszy od
priorytetu elementu z pozycji storage[j]. Ponadto w trakcie ,,wyplywania” lub ,zatapiania”
elementow trzeba przestawia¢ dwa elementy. Funkcja swap (i, j) przestawia elementy z pozycji
storage[i] i storage[j].

Listing 4.2. Implementacja kopca z funkcjami enqueue() i swim()

class PQ:
def less(self, i, j): 0
return self.storage[i].priority < self.storage[j].priority

def swap(self, i, j): e
self.storage[i],self.storage[j] = self.storage[j],self.storage[i]

def _init_ (self, size): (3
self.size = size
self.storage = [None] * (size+l)
self.N = 0

def enqueue(self, v, p): [4)
if self.N == self.size:
raise RuntimeError ('Kolejka priorytetowa jest petna!')

self.N += 1
self.storage[self.N] = Entry(v, p)
self.swim(self.N)

def swim(self, child):
while child > 1 and self.less(child//2, child):
self.swap(child, child//2)
child = child//2

29000

© Funkgcja Tess() okresla, czy element z pozycji storage[i] ma priorytet nizszy niz element z po-
zycji storage[J].

® Funkcja swap() przestawia elementy z pozycji i oraz j.

© Pozycje od storage[1] do storage[size] przechowuja elementy. Pozycja storage [0] nie jest uzywana.

® Aby doda¢ do kolejki element (v, p), nalezy umiesci¢ go w nastepnej pustej lokalizacji i pozwoli¢
mu ,,wyplynaé” w gore.

© Funkcja swim() modyfikuje tablice storage, aby byta zgodna z wlasciwoscig uporzadkowania kopca.

@ Rodzic elementu z pozycji storage[child] znajduje si¢ na pozycji storage[child//2], gdzie
child//2 to liczba calkowita uzyskana przez zaokraglenie w dot wyniku dzielenia child przez 2.

@ Przestawianie elementu z pozycji storage [child] zjego rodzicem z pozycji storage[child//2].

O Przechodzenie na nastepny poziom po przestawianiu elementu z pozycji child z jego rodzicem,

gdy jest to konieczne.

Metoda swim() jest bardzo krétka. Element z pozycji child to element $wiezo dodany do kolejki,
natomiast child//2 to jego rodzic (jesli taki istnieje). Jezeli rodzic ma nizszy priorytet niz dziecko,
elementy nalezy przestawi¢, a caly proces jest kontynuowany na nastepnych poziomach.
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Na rysunku 4.18 pokazane sg zmiany w tablicy storage wywolane przez operacje enqueue (wartosc,
12) w kopcu z rysunku 4.8. Kazdy kolejny wiersz odpowiada jednemu z wcze$niejszych rysunkéw
i przedstawia elementy przestawione w tablicy storage. Ostatni wiersz reprezentuje kopiec binarny
typu max spetniajacy wlasciwosci struktury i uporzadkowania.

Poziom 0. Poziom 1. Poziom 2. Poziom 3. Poziom 4.
f_L\f_A_\I A \/ A A4 A \
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Rysunek 4.8 | - |15|13|14|9|11|12|14|8|2|1|10|8|6|9|7|4|5

Ciemniejsze pozycje oznaczaja elementy na $ciezce z poziomu 0. do nowo dodanego elementu o priorytecie 12

Rysunek4.9|—|15|13|14|9|11|12|14|81|10|8|6|9|7|4|5|2|
Rysunek4.10|—|15|13|1411|12|14|8|9|1|10|8|6|9|7|4|5|2|

Po dwdch operacjach ,wyptywania” element o priorytecie 12 trafia na whasciwg pozycje

Rysunek 4.18. Zmiany w tablicy storage po dodaniu elementu do kopca z rysunku 4.8

Sciezka od elementu z najwyzszego poziomu do nowo wstawionego elementu o priorytecie 12 obej-
muje 5 elementéw wyrdznionych kolorem na rysunku 4.18. Po 2 powtdrzeniach petli while z funkcji
swim() element o priorytecie 12 jest przestawiany z rodzicem i ostatecznie trafia na pozycje storage[4];
wlasciwos¢ uporzadkowania kopca jest wtedy spetniona. Liczba operacji przestawiania nigdy nie jest
wigksza niz 10g(N), gdzie N to liczba elementéw w kopcu binarnym.

Kod z listingu 4.3 obejmuje metode sink(), ktéra naprawia strukture kopca binarnego typu max
po wywolaniu metody dequeue().

Listing 4.3. Implementacja kopca uzupelniona o metody dequeue() i sink()

def dequeue(self):
if self.N == 0:
raise RuntimeError ('Kolejka priorytetowa jest pusta!')

max_entry = self.storage[1] o
self.storage[1] = self.storage[self.N] (2}
self.storage[self.N] = None

self.N —= 1 (3]
self.sink(1)

return max_entry.value o

def sink(self, parent):
while 2*parent <= self.N: (5]
child = 2*parent
if child < self.N and self.less(child, child+l): ®

child += 1

if not self.less(parent, child) (7]
break

self.swap(child, parent) ()

parent = child
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e

Zapisanie elementu o najwyzszym priorytecie z poziomu 0.

®

Zastapienie elementu z pozycji storage[1] elementem z dolnego poziomu kopca. Usuniecie tego
ostatniego elementu z pierwotnej lokalizacji z tablicy storage.

Zmniejszenie liczby elementéw przed wywolaniem metody sink dla elementu z pozycji storage[1].
Zwrdcenie wartoéci powigzanej z elementem o najwyzszym priorytecie.
Kontynuowanie sprawdzania tak dtugo, jak dtugo rodzic ma dziecko.

Wybranie prawego dziecka, jesli istnieje i jest wieksze niz lewe dziecko.

O @ © 60

Jesli rodzic (parent) nie jest mniejszy niz dziecko (child), wlasciwo$¢ uporzadkowania kopca
jest spetniona.

O Przestawianie elementdw, jesli jest to konieczne, i dalsze ,,zatapianie” elementu z dzieckiem
(child) jako nowym rodzicem (parent).

Na rysunku 4.19 pokazane s3 zmiany w tablicy storage spowodowane przez wywolanie dequeue()
dla poczatkowego kopca binarnego typu max z rysunku 4.11. Pierwszy wiersz na rysunku 4.19
przedstawia tablice z 19 elementami. W drugim wierszu ostatni element z kopca (o priorytecie 9)
jest przestawiany i trafia na pozycje pierwszego elementu kopca binarnego typu max, co narusza
wlasciwos¢ uporzadkowania kopca. Ponadto kopiec zawiera teraz tylko 18 elementdw, poniewaz
jeden element zostal usuniety.

Poziom 0. Poziom 1. Poziom 2. Poziom 3. Poziom 4.
I_A_\I_HI A A4 A \( A \
e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

et L[5 [ [ [ [u[w s [e [ [o [+ [ [ [ [+ [s [2]]

Po trzech powtdrzeniach operaji ,zatapiania” element o priorytecie 9 trafiana odpowiednia pozycje

Rysunek 4.19. Zmiany w tablicy storage po wywolaniu metody dequeue() dla kopca z rysunku 4.11

Po trzech kolejnych iteracjach petli while w metodzie sink() element o priorytecie 9 trafia na wia-
$ciwg pozycje i wladciwos¢ uporzadkowania kopca jest spetniona. W kazdym wierszu pierwszym
wyréznionym elementem jest ten o priorytecie 9, a elementy z ciemnym ttem po prawej stronie to
jego dzieci. Gdy priorytet rodzica (9) jest mniejszy niz przynajmniej jednego z dzieci, rodzica trzeba
»zatopic”, przestawiajac z dzieckiem o wyzszym priorytecie. Liczba przestawien nigdy nie jest wiek-
sza niz 1og(N).
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Metoda sink() jest trudna do zwizualizowania, poniewaz (inaczej niz w metodzie swim()) nie wy-
stepuje tu prosta $ciezka. W koncowej reprezentacji tablicy storage na rysunku 4.19 wida¢, ze wy-
rézniony element o priorytecie 9 ma tylko jedno dziecko (wyrdznione ciemniejszym tlem; priorytet
2). Po zakonczeniu wykonywania metody sink() wiadomo, ze ,zatapiany” element albo dotart na
pozycje p i nie ma dzieci (poniewaz 2 - p jest nieprawidlowym indeksem w tablicy storage, bo jest
wigksze niz N), albo ma priorytet wigkszy lub réwny (nie mniejszy) wzgledem wigkszego z dzieci.

Kolejno$¢ wykonywania instrukcji w metodzie dequeue () jest krytyczna. Przede
wszystkim musisz zmniejszy¢ N o 1 przed wywotaniem sink(1). W przeciwnym
razie metoda sink() mylnie przyjmie, Ze indeks z tablicy storage odpowiadajacy
elementowi wlasnie usunietemu z kolejki nadal jest czgscig kopca. W kodzie widac,
ze do storage[N] przypisywana jest warto$¢ None; dzieki temu usuniety element nie
zostanie blednie uznany za cze¢s$¢ kopca.

Jesli cheesz sie przekona¢, ze kod metody dequeue () jest poprawny, rozwaz jego dzialanie dla kopca
zawierajacego tylko jeden element. Metoda dequeue () pobierze max_entry i przypisze 0 do N przed
wywolaniem metody sink(), ktéra nie wykona zadnych operacji, poniewaz 2 - 1 > 0.

Podsumowanie

Kopiec binarny pozwala opracowaé wydajng implementacje kolejki priorytetowej. Istnieje wiele
algorytmow, opisanych na przyktad w rozdziale 7., ktore bazujg na kolejkach priorytetowych.

» Dodawanie do kolejki elementu (warto$¢, priorytet) (metoda enqueue()) ma zlozonosé
O(log N).

» Usuwanie z kolejki elementu o najwyzszym priorytecie (metoda dequeue()) ma zlozonoséé
O(log N).

e Liczbe elementéw w kopcu mozna podaé w czasie O(1).

W tym rozdziale skupitem si¢ wytacznie na kopcach binarnych typu max. Wystarczy wprowadzi¢
jedng drobng zmiang, aby uzyska¢ kopiec binarny typu min, gdzie bardziej priorytetowe elementy
majg mniejsze wartosci priorytetu. Takie kopce bedg potrzebne w rozdziale 7. Na listingu 4.2 wy-
starczy zmodyfikowacé metode Tess() i uzy¢ w niej operatora wigkszoéci (>) zamiast mniejszosci
(<). Reszta kodu pozostaje taka sama.
def less(self, i, j):
return self.storage[i].priority > self.storage[j].priority

Cho¢ kolejka priorytetowa moze stawac si¢ wieksza lub mniejsza, w implementacji bazujacej na
kopcu okreslona jest poczatkowa wielko$¢ M, co pozwala zapisa¢ N < M elementéw. Gdy kopiec
jest petny, do kolejki priorytetowej nie mozna doda¢ kolejnych elementéw. Mozna jednak automa-
tycznie zwieksza¢ (i zmniejszaé) tablice na dane, podobnie jak w rozdziale 3. Dop6ki stosujesz geo-
metryczna zmiane rozmiaru, ktéra polega na podwajaniu rozmiaru tablicy na dane po jej zapelnie-
niu, ogdlny zamortyzowany koszt wykonywania metody enqueue () bedzie réwny O(1og N).
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(wiczenia
1. Mozna uzy¢ tablicy storage o stalej wielkosci do wydajnego zaimplementowania kolejki, tak
aby operacje enqueue() i dequeue() mialy zlozonos¢ O(1). Ta technika jest nazywana kolejkg
cykliczng i zastosowane jest w niej nowatorskie podejécie polegajace na tym, ze pierwsza war-
to$¢ w tablicy nie zawsze jest zapisana na pozycji storage[0]. Zamiast tego nalezy aktualizowa¢
pola first (indeks najstarszej wartosci w kolejce) i 1ast (indeks, pod ktérym nalezy umiesci¢
w kolejce nastepna dodawang warto$¢), jak ilustruje to rysunek 4.20.

last first

Lol -[-[-[e]s]u]2]

e 1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 4.20. Uzywanie tablicy jako kolejki cyklicznej

Gdy dodajesz wartosci do kolejki i je pobierasz, musisz starannie modyfikowa¢ wspomniane
pola. Warto $ledzi¢ wartoé¢ N, czyli liczbe elementédw juz zapisanych w kolejce. Czy potrafisz
dokonczy¢ implementacje z listingu 4.4 i zapewni¢, ze operacje beda wykonywane w stalym
czasie? W kodzie uzyj operatora modulo, %.

Listing 4.4. Dokoticz implementacje kolejki cyklicznej w klasie Queue

class Queue:
def _init_ (self, size):
self.size = size
self.storage = [None] * size
self.first = 0
self.last = 0
self.N = 0

def is_empty(self):
return self.N == 0

def is_full(self):
return self.N == self.size

def enqueue(self, item):
"""Jesli kolejka nie jest petna, metoda enqueue ma ztozonos¢ O(1)."""

def dequeue(self):
""" Jesli kolejka nie jest petna, metoda dequeue ma ztozonos¢ O(1)."""

2. Wstaw N = 2¥ - 1 elementow rosngco do pustego kopca binarnego typu max o wielkosci N.
Czy na podstawie analizy uzyskanej tablicy (z pomini¢ciem nieuzywanego indeksu 0) potrafisz
przewidzie¢ indeksy najwigkszych k warto$ci w tablicy na dane? Czy jesli wstawisz N elemen-
téw malejaco do pustego kopca binarnego typu max, to czy mozesz przewidzie¢ indeksy
wszystkich N wartosci?

3. Dane sg dwa kopce binarne typu max o wielkosciach M i N. Zaprojektuj algorytm, ktéry zwraca
tablice o wielkosci M + N, zawierajaca uporzadkowane rosngco elementy z obu kopcow. Algo-
rytm ma dziata¢ w czasie O(M 1og M + N Tog N). Wygeneruj tabele z czasami wykonywania
algorytmu, aby uzyska¢ empiryczny dowdd na jego dziatanie.
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4. Uzyj kopca binarnego typu max, aby znalez¢ k najmniejszych warto$ci w kolekcji N elementéw
w czasie O(N log k). Wygeneruj tabele z czasami wykonywania algorytmu, aby uzyska¢ empi-
ryczny dowdd na jego dzialanie.

5. W kopcu binarnym typu max kazdy rodzic ma dwoje dzieci. Rozwaz inng strategie, ktéra na-
zwalem tu kopiec silnia; pierwszy element ma w niej dwoje dzieci, kazde z tych dzieci ma troje
dzieci (wnukéw), kazdy z wnukdéw ma czworo dzieci itd., jak ilustruje to rysunek 4.21. Na kazdym
kolejnym poziomie elementy maja o jedno dziecko wigcej. Nadal obowigzujg tu wlasciwosci
struktury i uporzadkowania kopca. Opracuj implementacje, zapisujac kopiec silnia w tablicy.
Udowodnij empirycznie, ze wydajno$¢ takiej struktury jest nizsza niz kopca binarnego typu
max. Klasyfikacja zlozonosci czasowej jest tu bardziej skomplikowana, ale powinno uda¢ Ci si¢
stwierdzi¢, ze zlozonos¢ wynosi tu O(Tog N/Tog(1og N)).

Q9 TTTTTTTTTTTTTToTmoosssssomossoosooooooos Poziom 0.

35/\72 ------------------------ Poziom 1.
.//”//////I\\\\\\\\\\‘ «/”’//////I\\\\\\\\\\‘ .

B 25 65 32 43 64 T Poziom 2

84 29319 12N 54%0 1842\‘6 3640 219 56 476115 T Poziom 3.

Rysunek 4.21. Nowa struktura — kopiec silnia

6. Uzyj strategii geometrycznego zwig¢kszania rozmiaru z rozdziatu 3., aby rozbudowa¢ imple-
mentacje PQ z tego rozdzialu i automatycznie zmienia¢ wielko$¢ tablicy na dane, podwajajac ja,
gdy jest pelna, i zmniejszajac o potowe, gdy jest zapelniona w 4.

7. Iterator kopca bazujacego na tablicy powinien zwraca¢ wartoéci w kolejnosci, w jakiej bytyby
pobierane z kolejki, ale bez modyfikowania samej tablicy (poniewaz iterator nie powinien mie¢
efektow ubocznych). Nie da si¢ jednak tatwo uzyskac¢ takiego efektu, poniewaz pobieranie war-
toéci z kolejki zmienia strukture kopca. Jednym z rozwigzan jest utworzenie funkcji generatora
iterator(pq), ktora przyjmuje kolejke priorytetowa, pg, i tworzy odrebna kolejke priorytetowa
pqit, ktorej wartosciami s indeksy w tablicy na dane (storage) kolejki pg, a priorytety sg réwne
priorytetom powiazanych wartosci. Kolejka pqit powinna bezposrednio uzywac tablicy storage
kolejki pq do pobierania zwracanych element6w, ale bez modyfikowania zawartosci tej tablicy.

Uzupelnij pokazang ponizej implementacje, ktora zaczyna od wstawienia do kolejki pqit in-
deksu 1, odpowiadajacego elementowi o najwyzszym priorytecie z pq. Dokoncz petle while:
def iterator(pq):

pgit = PQ(Ten(pqg))
pgit.enqueue(l, pg.storage[1].priority)

while pqgit:
idx = pqit.dequeue()
yield (pg.storage[idx].value, pg.storage[idx].priority)

Dopdki pierwotna kolejka pq nie zostanie zmodyfikowana, iterator bedzie zwracal kazda war-
to$¢ zgodnie z priorytetami.
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usuwanie warto$ci, 106
wstawianie elementu, 104

L

lista powigzana, 90

lista sasiedztwa, 192

listy powigzane, 71, 73
usuwanie elementu, 76

lokalizacja szukanej wartoéci, 51

M

macierz sasiedztwa, 192

metoda taricuchowa, 73, 78, 79, 90
metoda najmniejszych kwadratow, 57
mnozenie liczb, 40

model kwadratowy, 41

model liniowy, 41

N

najkrotsze $ciezki, 211
notacja duzego O, 37

P

pary klucz-warto$¢, 61, 67

problem najkrétszych éciezek, 211
prognozowanie wydajnoéci, 38
programowanie dynamiczne, 227
probkowanie liniowe, 68, 73
przechodzenie drzewa binarnego, 157
przeszukiwanie ukierunkowane, 191
przeszukiwanie w glab, 181, 191
przeszukiwanie wszerz, 187, 191
przypadek optymistyczny, 19, 24
przypadek pesymistyczny, 19, 24

R

rekurencja, 124
rekurencyjna struktura danych, 144

S

samoorganizujace si¢ drzewa binarne, 161
skroty, 65
stownik, 63
sortowanie
algorytm timsort, 139
sortowanie przez kopcowanie, 135
sortowanie przez przestawianie, 118
sortowanie przez scalanie, 129
sortowanie przez wstawianie, 122
analiza wydajnoéci, 123
sortowanie przez wybieranie, 119
analiza wydajnosci, 123
sortowanie szybkie, 132
sortowanie topologiczne grafu skierowanego,
198
stos, 221, 223
implementacja, 224
struktury danych, 10
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T

tablica, 15
tablica symboli, 61, 221, 223
tablica symboli, 169
tablica z haszowaniem, 67, 79
analiza wydajnoéci, 84
czas dostepu, 83
czas tworzenia, 83
iteracyjne pobieranie elementdéw, 88
zwiekszanie rozmiaru, 80
tablice symboli, 90
tworzenie kopca binarnego, 110
typ danych dict, 223
typ danych list, 222
typ danych set, 224
typ danych tuple, 222
typ dict, 63
typy abstrakcyjne danych, 10
typy wbudowane, 222

W

wspdlczynnik wypelnienia tablicy, 79
wydajnos$¢, 18, 22, 31, 38, 44, 77, 123, 159
wydajnos¢ kopca, 101

wydajno$¢ typow danych, 223
wyszukiwanie binarne, 49

wyznaczanie najkrétszych $ciezek, 212

Z

zbidr, 221, 223

zliczanie kluczowych operacji, 17
zliczanie wszystkich bajtow, 47
zliczanie wszystkich operacji, 46
zfozonoé¢ czasowa, 32, 33

ztozono$¢ kwadratowa, 121
ztozonoé¢ O(log N), 100

ztozonos¢ O(N log N), 138
ztozonos¢ pamigciowa, 32, 33
znajdowanie dwoch najwiekszych wartosci, 23
znajdowanie najwigkszej wartoéci, 16
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Algorytmy:

oto, co najwazniejsze w erze informacji!

Doskonate opanowanie dowolnego jezyka programowania
nie wystarczy do tedo, aby stac sie Swietnym programistg
czy deweloperem. Konieczne jest rowniez zdobycie
praktycznej wiedzy dotyczacej algorytmow. Oznacza

to, ze aby pisac lepszy kod, podczas rozwigzywania
rzeczywistych problemow trzeba umiec korzystac

z algorytmow, wtgczajac w to ich budowanie, modyfikacje
i implementacje. Niezaleznie od tedo, jaka dziedzing
informatyki sie zajmujesz, biegtos¢ w postugiwaniu sie
algorytmami w wymierny sposdb utatwi Ci prace i poprawi
jej rezultaty.

Ta ksigzka jest przystepnym wprowadzeniem do wiedzy

o0 algorytmach wraz z przyktadami implementacji
napisanymi w Pythonie. Oprdcz praktycznego omoéwienia
algorytmaéw znalazto sie tu wyjasnienie takich pojec jak
klasy ztozonosci czy analiza asymptotyczna. Doktadnie
omowiono takze najwazniejsze algorytmy, w tym roézne
sposoby haszowania, sortowania czy przeszukiwania. Tam,
gdzie to niezbedne, wprowadzono struktury danych jezyka
Python. Z poradnika programisci i testerzy dowiedza sie,
w jaki sposob wykorzystywac algorytmy do pomystowedo
rozwigzywania probleméw obliczeniowych. Zrozumienie
tredci utatwiajg ciekawe materiaty wizualne i ¢wiczenia
utrwalajace, ktére pozwolg na przetestowanie zdobytej
wiedzy w praktyce.

W ksigzce miedzy innymi:

® podstawowe algorytmy
wykorzystywane w inzynierii
oprogramowania

e standardowe strategie
wydajnedo rozwigzywania
problemow

e cena ztozonosci czasowej
kodu z wykorzystaniem
notacji duzedo O

® praktyczne stosowanie
aldorytmoéw z wykorzystaniem
bibliotek i struktury danych
Pythona

e gtéwne zasady dziatania
waznych aldorytmow

George Heineman jest naukowcem
i wyktadowca akademickim. Od
ponad 20 lat zajmuje sie inzynierig
oprogramowania i algorytmika.

Jest autorem i wspotautorem ksigzek
technicznych, czesto tez prowadzi
szkolenia dotyczgce stosowania
algorytmow. Ma nietypowa pasje:
tamigtowki. Jest tworcg odmiany
sudoku Sujiken® i Trexagon.
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