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92

Rozdział 10.

Alternatywne dziesiątki

D la nas, ludzi, dziesiątka jest niezwykle ważną liczbą. Większość z nas ma dziesięć 
palców u rąk i u nóg i jest to dla nas całkiem naturalny stan rzeczy. Nasze palce 
nadają się znakomicie do liczenia, dlatego opracowaliśmy system liczbowy bazujący 

na dziesięciu cyfrach.

1

2 3 4
5

10

987
6

Jak już wspomniałem w poprzednim rozdziale, nasz konwencjonalny system liczbowy jest 
nazywany dziesiętnym lub decymalnym. Liczby dziesiętne wydają się nam tak intuicyjne, że 
początkowo aż trudno sobie wyobrazić inne systemy liczbowe. Rzeczywiście gdy widzimy 
liczbę 10, z miejsca przychodzi do głowy następująca liczba kaczek:

10 =

Jedynym powodem tego, że liczba 10 oznacza dla nas tyle kaczek, jest tylko i wyłącznie taka 
sama liczba palców u naszych rąk lub nóg. Gdyby w wyniku ewolucji człowiek miał inną liczbę 
palców, nasz sposób liczenia mógłby być inny, a liczba 10 oznaczałaby coś innego. Ta sama 
liczba mogłaby oznaczać tyle kaczek:
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93Alternatywne dziesiątki

10 =

Albo tyle:

10 =

Albo nawet tyle kaczuch:

10 =

Gdy dotrzemy do punktu, w którym liczba 10 oznacza dwie kaczki, będziemy mogli przyj-
rzeć się sposobowi reprezentowania liczb za pomocą przełączników, przewodów i żarówek, 
a także temu, jak przekaźniki oraz bramki logiczne (a zatem i komputery) wykorzystują te liczby.

Jak potoczyłaby się historia systemów liczbowych, gdyby człowiek dysponował jedynie 
czterema palcami u każdej ręki, na podobieństwo bohaterów kreskówek? Prawdopodobnie 
nie zaistniałaby potrzeba, aby kiedykolwiek wymyślić system dziesiętny. Natomiast byłoby dla 
nas całkowicie naturalne, normalne, rozsądne, nieuniknione, niepodważalne i niewątpliwie 
właściwe opracować system liczbowy bazujący na ósemce. Jest to tak zwany system ósemkowy 
(lub oktalny). 

Gdyby nasz system liczbowy bazował nie na dziesiątce, lecz na ósemce, nie potrzebowali-
byśmy już tego symbolu:

9
Pokaż go dowolnej postaci kreskówek, to zapyta Cię: „A co to? Czym to się je?”. Jeśli zastano-

wić się nieco dłużej, doszlibyśmy do wniosku, że nie potrzebujemy również następującego znaku:

8
W systemie dziesiętnym nie używamy osobnego symbolu reprezentującego liczbę 10, zatem 
w systemie ósemkowym nie potrzebujemy cyfry 8.

W systemie dziesiętnym występuje następująca numeracja: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Z ko-
lei w systemie ósemkowym występują liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i co dalej? Skończyły nam się 
symbole. Jedyną logiczną możliwością jest 10 i tak też jest w istocie. W systemie ósemkowym 
liczbą występującą po siódemce jest 10. Liczba ta nie oznacza jednak liczby palców zwykłego 
człowieka. Określa ona w tym przypadku liczbę palców u bohaterów kreskówek.
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94 Rozdział 10.

1

2 3

4

10

76

5

Doliczmy do tego jeszcze palce u kreskówkowych stóp:

11

12 13 14
20

171615

Podczas korzystania z systemów innych od dziesiątkowego możesz (w celu unikania po-
myłek) wymawiać liczbę 10 jako jeden zero. Na drodze analogii 13 to jeden trzy, a 20 to dwa 
zero. Żeby być bardziej precyzyjnym i naprawdę uniknąć niejednoznaczności, możesz mówić 
dwa zero w systemie ósemkowym albo dwa zero oktalne.

Mamy tylko po osiem palców rąk i nóg, mimo to możemy dalej liczyć w systemie ósemko-
wym. Nie różni się to tak bardzo od liczenia w systemie dziesiętnym, musimy jedynie pomijać 
każdą liczbę zawierającą cyfrę 8 lub 9:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, 22,  
23, 24, 25, 26, 27, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 42, 43,  
44, 45, 46, 47, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 60, 61, 62, 63, 64,  

65, 66, 67, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 100…

Ostatnią liczbę wymawiamy jako jeden zero zero. Jest ona równa kwadratowi liczby palców 
obu dłoni u postaci kreskówkowych.

Przez całe życie korzystamy z systemu dziesiętnego, dlatego oczekujemy, że pewne sekwencje 
liczb będą odpowiadać określonym liczebnościom w prawdziwym świecie. Liczenie za pomocą 
innego systemu liczbowego przypomina wkroczenie do zupełnie odmiennego świata. Poniżej 
prezentuję kilka przykładów liczb ósemkowych:

Poleć książkęKup książkę

https://helion.pl/rf/koduk2
https://helion.pl/rt/koduk2


95Alternatywne dziesiątki

W bajce o Królewnie Śnieżce występuje 7 krasnoludków, zupełnie jak w systemie 
dziesiętnym.
Bohaterowie kreskówek mają 10 palców.
Beethoven skomponował 11 symfonii.
Ludzie mają 12 palców.
Rok składa się z 14 miesięcy.

Jeżeli przeliczanie w pamięci liczb ósemkowych na dziesiętne nie sprawia Ci problemu, to 
świetnie. Jest to bardzo dobre ćwiczenie. W przypadku dwucyfrowej liczby ósemkowej, któ-
rej pierwsza cyfra zaczyna się od 1, jej równoważnik w systemie dziesiętnym wynosi 8 plus 
cyfra na drugiej pozycji. Liczba miesięcy w systemie oktalnym wynosi 14, a zatem w systemie 
decymalnym jest to 8 + 4 = 12. Idźmy dalej : 

Tuzin „piekarski” wynosi 15.
Dwa tygodnie to inaczej 16 dni.
Człowiek osiąga dorosłość w wieku 22 lat.
W jednej dobie mieści się 30 godzin.
Alfabet łaciński zawiera 32 litery.

Gdy dwucyfrowa liczba ósemkowa zaczyna się od cyfry innej niż 1, konwersja do liczby dzie-
siętnej wygląda nieco inaczej :  musisz pomnożyć pierwszą cyfrę przez 8 i dodać do wyniku 
drugą cyfrę. W systemie oktalnym liczba liter alfabetu łacińskiego wynosi 32, zatem w systemie 
dziesiętnym otrzymujemy 3 · 8 + 2 = 26.

Jedna kwarta amerykańska płynu składa się z 40 uncji.
W jednej talii znajdziemy 64 karty.
Szachownica składa się z 10 · 10, czyli 100 pól.

W systemie dziesiętnym liczba pól szachowych to 8 · 8, czyli 64 pola.

Długość pola gry na boisku futbolu amerykańskiego wynosi 144 jardy.
Liczba zawodniczek przystępujących do zawodów singlowych w Wimbledonie 
jest równa 200.
Liczba znaków w ośmiopunktowym kodzie Braille’a wynosi 400.

Zwróć uwagę, że na powyższej liście znajdziemy kilka ładnych okrągłych liczb ósemkowych, 
takich jak 100, 200 czy 400. Pod pojęciem ładna okrągła liczba mamy najczęściej na myśli 
wartość zawierającą na końcu co najmniej jedno 0. Dwa zera na końcu liczby decymalnej 
oznaczają, że jest ona wielokrotnością liczby 100, czyli iloczynu 10 · 10. W systemie ósemkowym 
dwa zera na końcu liczby oznaczają, że stanowi ona wielokrotność liczby 100, ale w systemie 
dziesiętnym jest odpowiednikiem liczby 64. Liczba zawodniczek przystępujących do zawodów 
w Wimbledonie wynosi 128 w systemie dziesiętnym, a liczba znaków w ośmiopunktowym 
kodzie Braille’s jest równa 256.

W pierwszych trzech rozdziałach analizowaliśmy zależność kodów dwójkowych od potęg 
cyfry 2. Liczba kombinacji kodu Morse’a przy użyciu czterech kropek oraz kresek wynosi 
2 do potęgi czwartej, czyli 16. Liczba kombinacji w sześciopunktowym kodzie Braille’a jest 
równa 2 do potęgi szóstej, czyli 64. W przypadku ośmiopunktowego kodu Braille’a liczba ta 
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96 Rozdział 10.

wzrasta do 2 do potęgi ósmej, czyli 256. Za każdym razem, gdy mnożymy potęgę cyfry 2 przez 
inną potęgę cyfry 2, otrzymujemy również liczbę stanowiącą potęgę cyfry 2.

Poniższa tabela przedstawia pierwszych 12 potęg liczby 2, a także ich reprezentacje w sy-
stemach dziesiętnym i ósemkowym:

Potęga liczby 2 Wartość w systemie  
dziesiętnym

Wartość w systemie  
ósemkowym

20 1 1
21 2 2
22 4 4
23 8 10
24 16 20
25 32 40
26 64 100
27 128 200
28 256 400
29 512 1000
210 1024 2000
211 2048 4000
212 4096 10 000

Ósemka jest potęgą dwójki, dlatego w kolumnie z wartościami ósemkowymi widzimy 
wiele ładnie zaokrąglonych liczb, co sugeruje bliższe powiązanie z kodami binarnymi niż 
z dziesiętnymi.

Struktura systemu ósemkowego nie różni się zbytnio od systemu decymalnego. Diabeł tkwi 
jedynie w szczegółach. Na przykład każda pozycja w liczbie zapisanej systemem ósemkowym 
stanowi kolejną potęgę liczby 8:

Liczba jedynek
Liczba ósemek
Liczba sześćdziesiątek czwórek
Liczba pięćset dwunastek
Liczba cztery tysiące dziewięćdziesiątek szóstek
Liczba trzydzieści dwa tysiące siedemset sześćdziesiątek ósemek

Zatem przykładową liczbę 3 725(8) możemy rozbić na następujące czynniki:

3725 = 3000 + 700 + 20 + 5
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97Alternatywne dziesiątki

Liczbę tę można również wyrazić jako poszczególne cyfry pomnożone przez potęgi liczby 
8 w zapisie ósemkowym:

 3725 = 3 · 1000 + 
  + 7 · 100 + 
  + 2 · 10 + 
  + 5 · 1

Albo jeszcze inaczej : 

 3725 = 3 · 83  + 
  + 7 · 82  + 
  + 2 · 81  + 
  + 5 · 80

Po obliczeniu powyższej operacji w systemie dziesiętnym otrzymasz wartość 2005. W taki 
właśnie sposób można przekształcać liczby systemu ósemkowego w wartości systemu decy-
malnego.

Możesz dodawać i mnożyć liczby w systemie ósemkowym tak samo, jak robione jest to 
w systemie dziesiętnym. Jedyna różnica polega na zawartości tabliczek dodawania i mnożenia 
poszczególnych cyfr. Oto tabliczka dodawania liczb systemu oktalnego:

+ 0

0 0

1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

1

1

3

4

5

6

7

10

2

2

4

5

6

7

10

11

3

3

5

6

7

10

11

12

4

4

6

7

10

11

12

13

5

5

7

10

11

12

13

14

6

6

10

11

12

13

14

15

7

7

11

12

13

14

15

16

1 2 3 4 5 6 7 10

Na przykład 5 + 7 = 14. Można dodawać dłuższe liczby tak samo jak w systemie dziesięt-
nym. Poniżej prezentuję proste ćwiczenie, w którym operacja przypomina dodawanie liczb 
dziesiętnych, ale zostały w rzeczywistości użyte liczby ósemkowe. Skorzystaj z powyższej 
tabeli, aby obliczyć wynik:

135
+ 643
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98 Rozdział 10.

W każdej kolumnie poszczególne cyfry są sumowane do wartości przekraczającej siódemkę 
w systemie ósemkowym, dlatego musimy przenosić wartość z każdej jednej kolumny do 
następnej. Otrzymujemy w konsekwencji liczbę 1000. 

Mnożenie także wygląda podobnie. Dwa razy dwa nadal daje cztery w systemie ósemkowym, 
ale trzy razy trzy to już nie jest dziewięć. Jak to możliwe? Zamiast tego otrzymujemy 11, co stano-
wi odpowiednik wartości 9. Poniżej widzimy pełną tabliczkę mnożenia w systemie ósemkowym:

· 0

0 0

1

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

7 0

1

0

2

3

4

5

6

7

2

0

4

6

10

12

14

16

3

0

6

11

14

17

22

25

4

0

10

14

20

24

30

34

5

0

12

17

24

31

36

43

6

0

14

22

30

36

44

52

7

0

16

25

34

43

52

61

0 1 2 3 4 5 6 7

Zgodnie z tą tabelą iloczyn 4 · 6 = 30, czyli 24 w systemie dziesiętnym.
System ósemkowy jest równie prawidłowy jak system dziesiętny, pójdźmy jednak dalej. 

Skoro udało nam się stworzyć system liczbowy odpowiedni dla postaci z kreskówek, przy-
gotujmy teraz coś bardziej pasującego do homara. Homary w zasadzie nie mają palców, ale 
przedstawiciele gatunku Homarus americanus mają szczypce na długich przednich odnóżach. 
W takim przypadku najodpowiedniejszy będzie system czwórkowy:

1 2 3 10

Kolejne liczby w systemie czwórkowym wyglądają tak: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 
23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103, 110, 111, 112, 113, 120 i tak dalej.

Nie zamierzam poświęcać wiele miejsca systemowi czwórkowemu, ponieważ niebawem 
przejdziemy do znacznie ważniejszego zagadnienia. Możesz jednak przekonać się tutaj, że 
każda pozycja w systemie czwórkowym odpowiada tym razem potęgom liczby cztery:
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99Alternatywne dziesiątki

Liczba jedynek
Liczba czwórek
Liczba szesnastek
Liczba sześćdziesiątek czwórek
Liczba dwieście pięćdziesiątek szóstek
Liczba tysiąc dwudziestek czwórek

Liczbę 31 232 w systemie czwórkowym możemy rozpisać następująco:

 31 232 = 3 · 10 000 + 
  + 1 · 1000 + 
  + 2 · 100 + 
  + 3 · 10 + 
  + 2 · 1

Każda cyfra jest mnożona przez potęgę liczby 4 w systemie czwórkowym:

 31 232 = 3 · 44  + 
  + 1 · 43  + 
  + 2 · 42  + 
  + 3 · 41  + 
  + 2 · 40

Po wykonaniu obliczeń w systemie dziesiętnym okazuje się, że odpowiednikiem liczby 
31 232 w systemie czwórkowym jest 878 w systemie dziesiętnym.

Pozostał nam jeszcze jeden przeskok i tym razem czeka nas jazda bez trzymanki. Przyj-
mijmy, że jesteśmy delfinami i możemy liczyć jedynie za pomocą dwóch płetw. Taki system 
liczbowy jest znany jako dwójkowy albo binarny (od łacińskiego słowa binarius oznaczającego 
podwójny). Wydaje się, że jako delfiny znalibyśmy tylko dwie cyfry: 0 i 1.

Przekonałeś się już wcześniej, że wartości 1 i 0 można użyć w algebrze boolowskiej do 
określania prawdy i fałszu, potwierdzenia lub zaprzeczenia, kotka idealnego lub niezbyt nam 
odpowiadającego. Tych samych dwóch cyfr możesz używać także do liczenia.

Dwie cyfry (0 i 1) to niewiele, a przyzwyczajenie się do systemu binarnego wymaga wpra-
wy i czasu. Problem polega na tym, że bardzo szybko kończy nam się pula dostępnych cyfr. 
Na przykład delfin może liczyć za pomocą płetw w następujący sposób:

1
10
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100 Rozdział 10.

Tak, w systemie dwójkowym następną liczbą po 1 jest 10. Trochę to przerażające, ale nie 
powinno być zaskoczeniem. Bez względu na stosowany system liczbowy zawsze po wyczerpa-
niu liczb jednocyfrowych pierwszą liczbą dwucyfrową jest 10. W systemie binarnym kolejne 
liczby są takie:

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,  
1101, 1110, 1111, 10 000, 10 001…

Liczby te wydają się duże, ale tak nie jest. Precyzyjniejsze byłoby stwierdzenie, że liczby 
binarne bardzo szybko stają się długie, a nie duże:

Istota ludzka posiada 1 głowę.
Delfiny mają 10 płetw.
Objętość jednej łyżki stołowej jest równa objętości 11 łyżeczek.
Kwadrat ma 100 boków.
Człowiek ma 101 palców u każdej ręki.
Owady mają 110 odnóży.
Tydzień liczy 111 dni.
Na oktet składa się 1000 muzyków.
Na jeden mecz bejsbolowy składa się 1001 rund.
Kapelusz kowbojski mieści w sobie 1010 galonów.

itd.
W wielocyfrowej liczbie dwójkowej poszczególne pozycje symbolizują kolejne potęgi liczby 2:

Liczba jedynek
Liczba dwójek
Liczba czwórek
Liczba ósemek
Liczba szesnastek
Liczba trzydziestek dwójek

Zatem gdy mamy jakąś liczbę binarną, której pierwsza cyfra ma wartość 1, a po niej następują 
zera, to ta cyfra jest potęgą liczby 2, a wykładnik tej potęgi jest równy liczbie pozycji występują-
cych po danej jedynce. Reguła ta została zaprezentowana w znanej nam, ale rozszerzonej tabeli:
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101Alternatywne dziesiątki

Potęga 
liczby 2

Wartość  
w systemie  

dziesiętnym

Wartość  
w systemie  

ósemkowym

Wartość  
w systemie 

czwórkowym

Wartość  
w systemie  

dwójkowym
20 1 1 1 1
21 2 2 2 10
22 4 4 10 100
23 8 10 20 1000
24 16 20 100 10 000
25 32 40 200 100 000
26 64 100 1000 1 000 000
27 128 200 2000 10 000 000
28 256 400 10 000 100 000 000
29 512 1000 20 000 1 000 000 000

210 1024 2000 100 000 10 000 000 000
211 2048 4000 200 000 100 000 000 000
212 4096 10 000 1 000 000 1 000 000 000 000

Załóżmy, że natrafiasz na liczbę binarną 101 101 011 010. Możesz ją rozbić na czynniki 
pierwsze:

 101 101 011 010 = 1 · 100 000 000 000 + 
  + 0 · 10 000 000 000 + 
  + 1 · 1 000 000 000 + 
  + 1 · 100 000 000 + 
  + 0 · 10 000 000 + 
  + 1 · 1 000 000 + 
  + 0 · 100 000 + 
  + 1 · 10 000 + 
  + 1 · 1000 + 
  + 0 · 100 + 
  + 1 · 10 + 
  + 0 · 1

Tę samą liczbę możemy też zapisać prościej za pomocą potęg liczby 2:

 101 101 011 010 = 1 · 211  + 
  + 0 · 210  + 
  + 1 · 29  + 
  + 1 · 28  + 
  + 0 · 27  + 
  + 1 · 26  + 
  + 0 · 25  + 
  + 1 · 24  + 
  + 1 · 23  + 
  + 0 · 22  + 
  + 1 · 21  + 
  + 0 · 20
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102 Rozdział 10.

Po dodaniu składowych w systemie dziesiętnym otrzymujesz 2048 + 512 + 256 + 64 + 16 + 8 + 2, 
co daje w rezultacie 2906, czyli wartość liczby binarnej równoważną w zapisie dziesiętnym.

Aby móc przekształcać liczby binarne w decymalne w bardziej zwięzły sposób, być może 
spodoba Ci się przygotowana przeze mnie metoda:

·128

+ + + + + + + =
·64 ·32 ·16 ·8 ·4 ·2 ·1

Powyższy szablon umożliwia przekształcanie ośmiocyfrowych liczb dwójkowych, ale można 
go z łatwością rozwinąć. Żeby z niego skorzystać, wstaw na górze osiem cyfr binarnych, po 
jednej na każde pole. Wykonaj osiem operacji mnożenia i wyniki wstaw w ośmiu dolnych 
polach. Zsumuj otrzymane rezultaty, aby otrzymać wynik końcowy. Poniżej pokazuję przykład 
przekształcenia liczby 10 010 110(2):

·128

+ + + + + + + =
·64 ·32 ·16 ·8 ·4 ·2 ·1

128 0 0 16 0 4 2 0 150

1 0 0 1 0 1 1 0

Operacja przekształcania z liczb dziesiętnych na dwójkowe jest nieco bardziej skompliko-
wana, ale za pomocą poniższego szablonu możesz dokonywać tego na liczbach dziesiętnych 
w zakresie od 0 do 255:

/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 /1

Proces konwersji jest trudniejszy, niż się na pozór wydaje. Najpierw wstaw całą liczbę 
(mniejszą lub równą 255) w pierwszym polu na górze: 

/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 /1

150
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Podziel tę liczbę (dzielną) przez znajdujący się bezpośrednio pod nią dzielnik (128) aż do 
momentu uzyskania ilorazu i reszty: 150 dzielone przez 128 daje 1 i resztę równą 22. Umieść 
iloraz w pierwszym polu na dole, a resztę z dzielenia w sąsiednim polu na górze. 

1

/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 /1

150 22

Teraz podziel 22 przez 64, ale tym razem pozostań przy pierwszym etapie: 22 jest mniejsze 
od 64, iloraz wynosi 0, a reszta 22. Umieść wartość 0 w drugim polu na dole, a resztę wpisz 
w kolejnym wolnym polu na górze: 

1 0

/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 /1

150 22 22

W analogiczny sposób wypełnij resztę szablonu. Każdy iloraz wynosi 0 lub 1, dlatego finalnie 
pola w dolnym rzędzie utworzą sekwencję cyfr binarnych:

1 0 0 1 0 1 1 0

/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 /1

150 22 22 22 6 6 2 0

Binarnym odpowiednikiem liczby 150 jest 10 010 110.
Przekształcenia między liczbami dziesiętnymi a binarnymi wyglądają zdecydowanie dzi-

wacznie, dlatego jeżeli będziesz chciał kiedykolwiek przeprowadzać je w jakichś rzeczywistych 
zastosowaniach, to ucieszy Cię wiadomość, że kalkulatory zarówno w systemie Windows, jak 
i macOS zawierają tryb programisty ułatwiający Ci to zadanie.

Na początku ery komputerów cyfrowych korzystanie z liczb binarnych wcale nie było takie 
powszechne. Niektóre z pierwszych komputerów zaprojektowano i skonstruowano z myślą 
o znanym nam doskonale systemie dziesiętnym. Zaprojektowana w latach 30. XIX wieku przez 
angielskiego matematyka Charlesa Babbage’a (https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_Babbage, 
1791 – 1871) maszyna analityczna przechowywała liczby dziesiętne za pomocą odpowiednie-
go położenia kół zębatych (niestety nie był w stanie dokończyć konstruowania tej maszyny). 
Niektóre z pierwszych komputerów cyfrowych, takie jak Harvard Mark I (uruchomiony 
w 1944 r.) czy ENIAC (1946 r.) również wykorzystywały do działania liczby dziesiętne. Po-
niektóre komputery firmy IBM tworzone w latach 60. XX wieku również miały architekturę 
bazującą na systemie dziesiętnym.
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To kodowanie binarne stanowi jednak cechę wyróżniającą rewolucję cyfrową. Prostota 
liczb dwójkowych jest prawdopodobnie najwyraźniej widoczna w podstawowych operacjach 
dodawania i mnożenia. Ta część naprawdę Ci się spodoba. Wyobraź sobie, jak szybko opano-
wałbyś dodawanie, gdybyś musiał zapamiętać tylko taką tabliczkę:

+ 0

0 0

1

1

1

1 10

Skorzystajmy z tej tabeli i dodajmy dwie liczby binarne:

1100101
+ 0110110
10011011

Począwszy od pierwszej kolumny z prawej: 1 dodać 0 daje 1. W kolejnej kolumnie: 0 dodać 
1 daje 1. Trzecia kolumna: 1 dodać 1 daje 0 i przenosimy 1. Czwarta kolumna: przeniesiona 
jedynka dodać 0 i dodać 0 daje 1. Piąta kolumna: 0 dodać 1 daje 1. Szósta kolumna: 1 dodać 
1 daje 0 i przenosimy 1. Siódma kolumna: przeniesiona jedynka dodać 1 i dodać 0 daje 10.

Tabliczka mnożenia okazuje się jeszcze łatwiejsza od tabliczki dodawania, ponieważ bazuje 
na dwóch bardzo prostych regułach mnożenia: iloczyn dowolnej liczby i zera daje zawsze 0, 
natomiast iloczyn dowolnej liczby i jedynki nie wpływa w żaden sposób na tę liczbę.

· 0

0 0

1

1

0

0 1

Pomnóżmy liczbę dziesiętną 13 (binarnie 1101) przez 11 (1011 w zapisie binarnym). Nie 
pokażę wszystkich etapów, ale operacja ta jest realizowana tak samo jak przy mnożeniu liczb 
dziesiętnych:

1101
· 1011
1101

11010
000000

11010-00
10001111

W rezultacie otrzymujemy liczbę 143.
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Osoby pracujące na liczbach binarnych często zapisują je z zerami wiodącymi (to zna-
czy z zerami występującymi na lewo od pierwszej jedynki), na przykład 0011 zamiast 11. 
W żadnym wypadku nie zmienia to wartości liczby; służy to wyłącznie celom kosmetycznym. 
W poniższej tabeli widzimy pierwszych szesnaście liczb binarnych wraz z ich decymalnymi 
odpowiednikami:

Zapis w systemie  
dwójkowym

Zapis w systemie  
dziesiętnym

0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 8
1001 9
1010 10
1011 11
1100 12
1101 13
1110 14
1111 15

Zatrzymajmy się na chwilę przy tej liście liczb binarnych. Przyjrzyj się każdej z czterech 
kolumn zer i jedynek i zwróć uwagę, jak zmieniają się w nich cyfry:

• Cyfra w pierwszej kolumnie od prawej naprzemiennie przyjmuje wartość 0 i 1.
• W drugiej kolumnie od prawej wartości zmieniają się co dwa zera/dwie jedynki.
• W trzeciej kolumnie od prawej następuje zmiana co cztery zera/jedynki.
• W ostatniej kolumnie od prawej zmiana pojawia się co osiem zer/jedynek.

Jest to bardzo powtarzalne, prawda? Jest to w rzeczywistości tak powtarzalne, że istnieje 
możliwość stworzenia układu generującego automatycznie sekwencje liczb binarnych. Wró-
cimy do tego zagadnienia w rozdziale 17. 
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106 Rozdział 10.

Co więcej, możemy z łatwością zapisać kolejnych 16 liczb binarnych, powtarzając sekwencję 
pierwszych szesnastu cyfr i wstawiając jedynkę na pierwszej pozycji:

Zapis w systemie  
dwójkowym

Zapis w systemie  
dziesiętnym

10 000 16
10 001 17
10 010 18
10 011 19
10 100 20
10 101 21
10 110 22
10 111 23
11 000 24
11 001 25
11 010 26
11 011 27
11 100 28
11 101 29
11 110 30
11 111 31

Można spojrzeć na to w inny sposób: podczas liczenia w systemie dwójkowym cyfra znajdu-
jąca się skrajnie po prawej stronie (jest to tak zwana najmniej znacząca cyfra) naprzemiennie 
przyjmuje wartość 0 i 1. Przy każdej zmianie z jedynki na zero cyfra na lewej pozycji (bardziej 
znacząca cyfra) również się zmienia, albo z 0 na 1, albo z 1 na 0. Mówiąc ogólniej, gdy cyfra 
binarna przechodzi z wartości 1 do 0, zmienia się również cyfra znajdująca się na pozycji po 
lewej, albo z 0 na 1, albo z 1 na 0.

Liczby binarne bardzo szybko stają się długie. Na przykład w zapisie binarnym dwanaście 
milionów przyjmuje postać 101 101 110 001 101 100 000 000. Jedną z metod bardziej zwięzłego 
przedstawiania liczb binarnych jest przedstawianie ich w formie ósemkowej. Rozwiązanie 
to sprawdza się dobrze, ponieważ trzy cyfry binarne odpowiadają jednej cyfrze ósemkowej:

Zapis binarny Zapis ósemkowy
000 0
001 1
010 2
011 3
100 4
101 5
110 6
111 7
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Wróćmy do tej długaśnej liczby binarnej odwzorowującej liczbę 12 milionów i podzielmy 
ją na trzyelementowe grupy, począwszy od prawej strony:

101 101 110 001 101 100 000 000

Każda grupa trzech cyfr binarnych odpowiada jednej cyfrze ósemkowej:

5

101

5

101

6

110

1

001

5

101

4

100

0

000

0

000

Liczba dziesiętna 12 milionów przyjmuje wartość 55615400 w systemie ósemkowym. 
W rozdziale 12. poznasz jeszcze zwięźlejszy sposób wyrażania liczb binarnych.

Poprzez zredukowanie systemu liczbowego do zaledwie dwóch cyfr, 0 i 1, osiągnęliśmy szczyt 
naszych możliwości. Prościej już się nie da, chyba że powrócilibyśmy do prymitywnych kresek 
naskalnych. Najważniejsze jednak, że dwójkowy system liczbowy stanowi pomost pomiędzy 
arytmetyką a elektrycznością. Przełączniki, przewody i żarówki mogą reprezentować binarne 
cyfry 0 i 1, a po dołączeniu bramek logicznych można tymi cyframi manipulować. Dlatego 
właśnie liczby binarne mają tak wiele wspólnego z komputerami.

Powyżej widziałeś niewielką tabelę ukazującą relację między trzycyfrowymi liczbami bi-
narnymi a ich ósemkowymi odpowiednikami. Za pomocą przełączników, żarówek i bramek 
logicznych możesz zbudować obwód realizujący tę konwersję za nas:

U U U

0 1 2 3 4 5 6 7
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Obwód ten niewątpliwie na pierwszy rzut oka wygląda niezwykle złowrogo i bardziej 
przypomina koszmarny zlepek krzyżujących się autostrad w obcym mieście, gdzie wszystkie 
znaki drogowe są nieczytelne. W rzeczywistości jednak schemat ten jest całkiem logiczny. 
Małe kropki wyznaczają miejsca połączenia przewodów. W pozostałych przypadkach nie są 
one połączone i jedynie się na siebie nakładają.

Obwód rozpoczyna się na górze trzema przełącznikami symbolizującymi trzycyfrowe liczby 
binarne. Zamknięte przełączniki mają wartość 1, a otwarte — 0. W tym przykładzie widoczna 
jest liczba binarna 100. Na dole widzimy osiem żarówek oznaczonych wartościami od 0 do 7. 
Tylko jedna z nich świeci się w zależności od konfiguracji przełączników.

Prawdopodobnie łatwiej zrozumieć ten obwód „od dołu”: każda z żarówek jest zasilana 
przez trójwejściową bramkę AND. Na wyjściu tej bramki występuje sygnał 1 tylko wtedy, 
gdy do wszystkich jej wejść dociera sygnał 1. Każde z tych wejść odpowiada poszczególnym 
przełącznikom, czasami bezpośrednio, a czasami za pomocą sygnału odwróconego przez trzy 
inwertery umieszczone tuż pod przełącznikami. Jak wiemy, jeżeli na wejście inwertera dociera 
sygnał 1, to będzie z niego wychodził sygnał 0 i odwrotnie.

Widoczne na schemacie przełączniki przedstawiają konfigurację: zamknięty, otwarty, ot-
warty, co odpowiada liczbie binarnej 100. Jeżeli prześledzisz czerwone linie, to najbardziej 
znacząca cyfra (1) stanowi jedno z wejść do bramki AND symbolizującej liczbę ósemkową 4. 
Sygnał następnej cyfry (środkowy przełącznik) zostaje odwrócony, a następnie przekazany na 
wejście tej samej bramki AND. Najmniej znacząca cyfra (prawy przełącznik) również zostaje 
potraktowana w podobny sposób, zanim stanie się trzecim wejściem do interesującej nas 
bramki AND. Zatem w bramce AND odpowiadającej cyfrze ósemkowej 4 wszystkie sygnały 
wejściowe wynoszą 1, dlatego na jej wyjściu również występuje sygnał 1.

Na podobnej zasadzie każda z pozostałych siedmiu bramek AND ma na wejściu odmienną 
kombinację sygnałów pochodzących z przełączników lub inwerterów.

Takie małe urządzonko nazywane jest dekoderem 3 na 8 linii. Nazwa sugeruje, że trzycyfrowa 
liczba binarna jest kodem określającym jedną z ośmiu kombinacji.

Inny obwód, zwany dekoderem 8 na 3 linie, realizuje odwrotne zadanie. Teraz będziemy 
potrzebować nieco innego typu przełącznika, umożliwiającego wybór jednej z ośmiu pozycji. 
W rzeczywistości możemy użyć w tym celu pinezek bądź gwoździ i fragmentu metalowej puszki:
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U

7

6

5
4

0

1

2
3

Każda z cyfr binarnych u dołu jest wyświetlana za pomocą żarówki zasilanej za pomocą 
czterowejściowej bramki OR. Na jej wyjściu występuje wartość 1 wtedy, gdy na którymkol-
wiek z wejść występuje sygnał 1. Gdy przełącznik na górze zostaje umieszczony na pozycji 
symbolizującej cyfrę ósemkową 6, pierwsza i druga bramka OR mają na wejściu sygnał 1, co 
sprawia, że również na ich wyjściu pojawia się sygnał 1, dzięki czemu zostaje odkodowana 
liczba binarna 110. Zwróć uwagę, że pozycja 0. w górnym lewym rogu przełącznika nie jest 
do niczego podłączona. Wynika to z faktu, że odpowiednikiem liczby ósemkowej 0 w zapisie 
binarnym jest 000, więc nie trzeba zapalać żadnej żarówki.

Mniej więcej w 1948 r. amerykański matematyk John Wilder Tukey (http://www.ams.org/
notices/200202/fea-tukey.pdf; 1915 – 2000) zrozumiał, że pojęcie cyfra binarna (ang. binary 
digit) nabierze o wiele większego znaczenia w nadchodzących latach popularyzacji kompu-
terów. Postanowił ukuć nowe słowo w zastępstwie niewygodnych pięciu sylab binary digit. 
Rozważał słowa bigit i binit, jednak zwyciężył krótki, prosty, elegancki i przeuroczy wyraz bit.
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