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Rozdzial 10.

Alternatywne dziesiatki

palcow u rak i u ndg i jest to dla nas catkiem naturalny stan rzeczy. Nasze palce
nadajg sie znakomicie do liczenia, dlatego opracowali$my system liczbowy bazujacy
na dziesieciu cyfrach.

D la nas, ludzi, dziesigtka jest niezwykle wazng liczbg. Wigkszos$¢ z nas ma dziesie¢

BN

|
PR

Jak juz wspomnialem w poprzednim rozdziale, nasz konwencjonalny system liczbowy jest
nazywany dziesigtnym lub decymalnym. Liczby dziesi¢tne wydaja si¢ nam tak intuicyjne, ze
poczatkowo az trudno sobie wyobrazi¢ inne systemy liczbowe. Rzeczywiscie gdy widzimy
liczbe 10, z miejsca przychodzi do glowy nastepujaca liczba kaczek:

S HE)
Py YU YU YX
¥ 5 A £ B b A

v
B A

Jedynym powodem tego, ze liczba 10 oznacza dla nas tyle kaczek, jest tylko i wylacznie taka
sama liczba palcow u naszych rak lub nég. Gdyby w wyniku ewoluc;ji czlowiek mial inng liczbe
palcow, nasz sposéb liczenia méglby by¢ inny, a liczba 10 oznaczataby co$ innego. Ta sama
liczba mogtaby oznaczac tyle kaczek:

92
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Albo tyle:
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Albo nawet tyle kaczuch:

Gdy dotrzemy do punktu, w ktérym liczba 10 oznacza dwie kaczki, bedziemy mogli przyj-
rze¢ sie sposobowi reprezentowania liczb za pomocg przetacznikow, przewodow i zardwek,
a takze temu, jak przekazniki oraz bramki logiczne (a zatem i komputery) wykorzystuja te liczby.

Jak potoczylaby sie historia systeméw liczbowych, gdyby cztowiek dysponowat jedynie
czterema palcami u kazdej reki, na podobienstwo bohateréw kreskéwek? Prawdopodobnie
nie zaistniataby potrzeba, aby kiedykolwiek wymysli¢ system dziesietny. Natomiast byloby dla
nas calkowicie naturalne, normalne, rozsadne, nieuniknione, niepodwazalne i niewatpliwie
wiasciwe opracowac system liczbowy bazujacy na dsemce. Jest to tak zwany system dsemkowy
(lub oktalny).

Gdyby nasz system liczbowy bazowal nie na dziesigtce, lecz na 6semce, nie potrzebowali-
by$my juz tego symbolu:

9

Pokaz go dowolnej postaci kreskowek, to zapyta Cie: ,,A co to? Czym to si¢ je?” Jesli zastano-
wi¢ sie nieco dluzej, doszliby$my do wniosku, ze nie potrzebujemy réwniez nastepujacego znaku:

8

W systemie dziesi¢tnym nie uzywamy osobnego symbolu reprezentujacego liczbe 10, zatem
w systemie 6semkowym nie potrzebujemy cyfry 8.

W systemie dziesietnym wystepuje nastepujgca numeracja: 0, 1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, 10. Z ko-
lei w systemie 6semkowym wystepuja liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i co dalej? Skonczyty nam si¢
symbole. Jedyng logiczna mozliwoscig jest 10 i tak tez jest w istocie. W systemie 6semkowym
liczba wystepujaca po siddemce jest 10. Liczba ta nie oznacza jednak liczby palcéw zwyktego
czlowieka. Okresla ona w tym przypadku liczbe palcéw u bohateréw kreskdwek.
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Doliczmy do tego jeszcze palce u kreskéwkowych stép:

16 17

‘1 3 20

Podczas korzystania z systemow innych od dziesigtkowego mozesz (w celu unikania po-
mytek) wymawiacé liczbe 10 jako jeden zero. Na drodze analogii 13 to jeden trzy, a 20 to dwa
zero. Zeby by¢ bardziej precyzyjnym i naprawde unikna¢ niejednoznacznosci, mozesz méwié
dwa zero w systemie dsemkowym albo dwa zero oktalne.

Mamy tylko po osiem palcéw rak i nég, mimo to mozemy dalej liczy¢ w systemie dsemko-
wym. Nie rézni sie to tak bardzo od liczenia w systemie dziesietnym, musimy jedynie pomija¢
kazda liczbe zawierajaca cyfre 8 lub 9:

0,1,2,3,4,5,6,7,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 60, 61, 62, 63, 64,

65, 66, 67,70,71,72,73,74,75,76,77, 100...

Ostatnig liczbe wymawiamy jako jeden zero zero. Jest ona rdwna kwadratowi liczby palcoéw
obu dloni u postaci kreskowkowych.

Przez cale zycie korzystamy z systemu dziesietnego, dlatego oczekujemy, ze pewne sekwencje
liczb beda odpowiadac okreslonym liczebnosciom w prawdziwym $wiecie. Liczenie za pomoca
innego systemu liczbowego przypomina wkroczenie do zupelnie odmiennego $wiata. Ponizej
prezentuje kilka przykladow liczb 6semkowych:
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W bajce o Krélewnie Sniezce wystepuje 7 krasnoludkoéw, zupelnie jak w systemie
dziesietnym.

Bohaterowie kreskéwek majg 10 palcow.

Beethoven skomponowat 11 symfonii.

Ludzie maja 12 palcow.

Rok skfada si¢ z 14 miesigcy.

Jezeli przeliczanie w pamieci liczb 6semkowych na dziesi¢tne nie sprawia Ci problemu, to
$wietnie. Jest to bardzo dobre ¢wiczenie. W przypadku dwucyfrowej liczby dsemkowej, kto-
rej pierwsza cyfra zaczyna sie od 1, jej réwnowaznik w systemie dziesietnym wynosi 8 plus
cyfra na drugiej pozycji. Liczba miesiecy w systemie oktalnym wynosi 14, a zatem w systemie
decymalnym jest to 8 + 4 = 12. Idzmy dalej:

Tuzin ,,piekarski” wynosi 15.

Dwa tygodnie to inaczej 16 dni.

Cztowiek osigga dorosto$¢ w wieku 22 lat.
W jednej dobie miesci si¢ 30 godzin.
Alfabet facinski zawiera 32 litery.

Gdy dwucyfrowa liczba 6semkowa zaczyna si¢ od cyfry innej niz 1, konwersja do liczby dzie-
sietnej wyglada nieco inaczej: musisz pomnozy¢ pierwszg cyfre przez 8 i doda¢ do wyniku
drugg cyfre. W systemie oktalnym liczba liter alfabetu facinskiego wynosi 32, zatem w systemie
dziesietnym otrzymujemy 3 - 8 + 2 = 26.

Jedna kwarta amerykanska ptynu sktada si¢ z 40 uncji.
W jednej talii znajdziemy 64 karty.
Szachownica sktada sie z 10 - 10, czyli 100 pol.

W systemie dziesietnym liczba pdl szachowych to 8 - 8, czyli 64 pola.

Dlugo$¢ pola gry na boisku futbolu amerykanskiego wynosi 144 jardy.

Liczba zawodniczek przystepujacych do zawodéw singlowych w Wimbledonie
jest réwna 200.

Liczba znakéw w osmiopunktowym kodzie Braille'a wynosi 400.

Zwr6¢ uwage, ze na powyzszej liscie znajdziemy kilka fadnych okragtych liczb 6semkowych,
takich jak 100, 200 czy 400. Pod pojeciem fadna okrggla liczba mamy najcze$ciej na mysli
warto$¢ zawierajaca na koncu co najmniej jedno 0. Dwa zera na koncu liczby decymalnej
oznaczaja, ze jest ona wielokrotnoscig liczby 100, czyli iloczynu 10 - 10. W systemie 6semkowym
dwa zera na koncu liczby oznaczajg, ze stanowi ona wielokrotnoé¢ liczby 100, ale w systemie
dziesietnym jest odpowiednikiem liczby 64. Liczba zawodniczek przystepujacych do zawodow
w Wimbledonie wynosi 128 w systemie dziesietnym, a liczba znakéw w o§miopunktowym
kodzie Braille’s jest rowna 256.

W pierwszych trzech rozdziatach analizowalismy zaleznos$¢ kodéow dwojkowych od poteg
cyfry 2. Liczba kombinacji kodu Morse’a przy uzyciu czterech kropek oraz kresek wynosi
2 do potegi czwartej, czyli 16. Liczba kombinacji w sze$ciopunktowym kodzie Braillea jest
réwna 2 do potegi szostej, czyli 64. W przypadku osmiopunktowego kodu Braille’a liczba ta
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wzrasta do 2 do potegi dsmej, czyli 256. Za kazdym razem, gdy mnozymy potege cyfry 2 przez
inna potege cyfry 2, otrzymujemy réowniez liczbe stanowiaca potege cyfry 2.

Ponizsza tabela przedstawia pierwszych 12 poteg liczby 2, a takze ich reprezentacje w sy-
stemach dziesietnym i 6semkowym:

Potega liczby 2 Warto$¢ w systemie Warto$¢ w systemie
dziesietnym 6semkowym
20 1 1
2! 2 2
22 4 4
23 8 10
24 16 20
28 32 40
26 64 100
27 128 200
28 256 400
2° 512 1000
210 1024 2000
21 2048 4000
212 4096 10 000

Osemka jest potega dwojki, dlatego w kolumnie z wartoéciami ésemkowymi widzimy
wiele fadnie zaokraglonych liczb, co sugeruje blizsze powiazanie z kodami binarnymi niz
z dziesietnymi.

Struktura systemu 6semkowego nie rdzni si¢ zbytnio od systemu decymalnego. Diabel tkwi
jedynie w szczegolach. Na przyklad kazda pozycja w liczbie zapisanej systemem dsemkowym
stanowi kolejna potege liczby 8:

% Liczba jedynek

Liczba 6semek

Liczba sze$¢dziesigtek czworek

Liczba pie¢set dwunastek

Liczba cztery tysigce dziewiec¢dziesigtek széstek

Liczba trzydziesci dwa tysigce siedemset sze$édziesigtek 6semek

Zatem przyktadowa liczbe 3 725 mozemy rozbi¢ na nastepujace czynniki:

3725=3000+700+20+5
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Liczbe te mozna rowniez wyrazic¢ jako poszczegolne cyfry pomnozone przez potegi liczby
8 w zapisie 6semkowym:

3725=3-1000+
+7-100 +
+2-10+
+5-1

Albo jeszcze inaczej:

3725=3-8% +
+7-8 +
+2-8' +
+5-8°

Po obliczeniu powyzszej operacji w systemie dziesietnym otrzymasz warto$¢ 2005. W taki
wlasnie sposéb mozna przeksztalca¢ liczby systemu dsemkowego w wartosci systemu decy-
malnego.

Mozesz dodawa¢ i mnozy¢ liczby w systemie dsemkowym tak samo, jak robione jest to
w systemie dziesietnym. Jedyna réznica polega na zawartosci tabliczek dodawania i mnozenia
poszczegdlnych cyfr. Oto tabliczka dodawania liczb systemu oktalnego:

31314567 ]|10f11]12

4 | 45|67 10]11]12]13

515|167 |10]M1M]12|13]14

6| 6|7 |10|1M])12]13|14]15

7171101 |12]113]14]|15]16

Na przyklad 5+ 7 = 14. Mozna dodawa¢ diuzsze liczby tak samo jak w systemie dziesiet-
nym. Ponizej prezentuje proste ¢wiczenie, w ktérym operacja przypomina dodawanie liczb
dziesietnych, ale zostaly w rzeczywistosci uzyte liczby ésemkowe. Skorzystaj z powyzszej
tabeli, aby obliczy¢ wynik:

135
+ 643
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W kazdej kolumnie poszczegdlne cyfry sa sumowane do warto$ci przekraczajacej siddemke
w systemie dsemkowym, dlatego musimy przenosi¢ warto$¢ z kazdej jednej kolumny do
nastepnej. Otrzymujemy w konsekwencji liczbe 1000.

Mnozenie takze wyglada podobnie. Dwa razy dwa nadal daje cztery w systemie 6semkowym,
ale trzy razy trzy to juz nie jest dziewie¢. Jak to mozliwe? Zamiast tego otrzymujemy 11, co stano-
wiodpowiednik wartosci 9. Ponizej widzimy pelng tabliczke mnozenia w systemie 6semkowym:

310|136 |1 ]|14]17]|22]25

4| 0| 4]10]|14]120]24]|30]|34

510512117124 ]|31|36]43

6 | 0|6 |14]|22]|30]36]|44]|52

7107 |16]|25]34]|43|52]61

Zgodnie z tg tabela iloczyn 4 - 6 = 30, czyli 24 w systemie dziesi¢tnym.

System dsemkowy jest rdwnie prawidiowy jak system dziesi¢tny, péjdzmy jednak dalej.
Skoro udato nam si¢ stworzy¢ system liczbowy odpowiedni dla postaci z kreskowek, przy-
gotujmy teraz co$ bardziej pasujacego do homara. Homary w zasadzie nie majg palcow, ale
przedstawiciele gatunku Homarus americanus maja szczypce na dtugich przednich odnézach.
W takim przypadku najodpowiedniejszy bedzie system czwérkowy:

Kolejne liczby w systemie czworkowym wygladaja tak: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22,
23,30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103, 110, 111, 112, 113, 120 i tak dale;j.

Nie zamierzam poswigca¢ wiele miejsca systemowi czworkowemu, poniewaz niebawem
przejdziemy do znacznie wazniejszego zagadnienia. Mozesz jednak przekonac sie tutaj, ze
kazda pozycja w systemie czwoérkowym odpowiada tym razem potegom liczby cztery:
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% Liczba jedynek

Liczba czwérek

Liczba szesnastek

Liczba szes$¢dziesigtek czwdrek

Liczba dwiescie pie¢dziesigtek szdstek
Liczba tysigc dwudziestek czworek

Liczbe 31 232 w systemie czwérkowym mozemy rozpisa¢ nastepujaco:

31232=3-10000+
+1-1000 +
+2-100 +
+3-10+
+2-1

Kazda cyfra jest mnozona przez potege liczby 4 w systemie czwérkowym:

31232=3-4*
+1-4°
+2-42
+3-4
+2-4°

+ + + +

Po wykonaniu obliczen w systemie dziesi¢tnym okazuje si¢, ze odpowiednikiem liczby
31 232 w systemie czworkowym jest 878 w systemie dziesigtnym.

Pozostal nam jeszcze jeden przeskok i tym razem czeka nas jazda bez trzymanki. Przyj-
mijmy, ze jesteSmy delfinami i mozemy liczy¢ jedynie za pomocg dwdch pletw. Taki system
liczbowy jest znany jako dwdjkowy albo binarny (od tacinskiego stowa binarius oznaczajacego
podwdjny). Wydaje sig, ze jako delfiny znalibysmy tylko dwie cyfry: 01 1.

Przekonaltes si¢ juz wczesniej, ze wartosci 1 i 0 mozna uzy¢ w algebrze boolowskiej do
okre$lania prawdy i falszu, potwierdzenia lub zaprzeczenia, kotka idealnego lub niezbyt nam
odpowiadajacego. Tych samych dwdch cyfr mozesz uzywac takze do liczenia.

Dwie cyfry (0 i 1) to niewiele, a przyzwyczajenie si¢ do systemu binarnego wymaga wpra-
wy i czasu. Problem polega na tym, ze bardzo szybko konczy nam si¢ pula dostepnych cyfr.
Na przyktad delfin moze liczy¢ za pomoca pletw w nastepujacy sposob:
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Tak, w systemie dwojkowym nastepna liczbg po 1 jest 10. Troche to przerazajace, ale nie
powinno by¢ zaskoczeniem. Bez wzgledu na stosowany system liczbowy zawsze po wyczerpa-
niu liczb jednocyfrowych pierwsza liczbg dwucyfrowa jest 10. W systemie binarnym kolejne
liczby sg takie:

0,1, 10,11, 100,101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,
1101, 1110, 1111, 10 000, 10 001...

Liczby te wydaja si¢ duze, ale tak nie jest. Precyzyjniejsze bytoby stwierdzenie, ze liczby
binarne bardzo szybko stajg si¢ dfugie, a nie duze:

Istota ludzka posiada 1 glowe.

Delfiny majg 10 pletw.

Objetos¢ jednej tyzki stolowej jest rowna objetosci 11 tyzeczek.
Kwadrat ma 100 bokdw.

Cztowiek ma 101 palcow u kazdej reki.

Owady maja 110 odndzy.

Tydzien liczy 111 dni.

Na oktet sktada sie 1000 muzykow.

Na jeden mecz bejsbolowy sklada sie 1001 rund.

Kapelusz kowbojski miesci w sobie 1010 galondw.

itd.
W wielocyfrowej liczbie dwoéjkowej poszczegdlne pozycje symbolizujg kolejne potegi liczby 2:

I___ll___ll___l%

Liczba jedynek

Liczba dwdjek

Liczba czwérek

Liczba 6semek

Liczba szesnastek

Liczba trzydziestek dwojek

Zatem gdy mamy jaka$ liczbe binarna, ktdrej pierwsza cyfra ma wartos¢ 1, a po niej nastepuja
zera, to ta cyfra jest potega liczby 2, a wykladnik tej potegi jest réwny liczbie pozycji wystepuja-
cych po danej jedynce. Regula ta zostala zaprezentowana w znanej nam, ale rozszerzonej tabeli:
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Potega
liczby 2

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

21°

21!

212

Zalézmy, ze natrafiasz na liczbe binarng 101 101 011 010. Mozesz ja rozbi¢ na czynniki
pierwsze:

Te samg liczbe mozemy tez zapisac prosciej za pomoca poteg liczby 2:
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Wartos¢

w systemie
dziesi¢tnym
1

2

4

8

16

32

64

128

256

512

1024

2048

4096

Wartos¢

w systemie
6semkowym
1

2

4

10

20

40

100

200

400

1000

2000

4000

10 000

101101 011010=1-

+0-
+1-
+1-
+0-
+1-
+0-
+1-
+1-
+0-
+1-
+0-

101101 011010=1-

+0-
+1
+1
+0-
+1
+0-
+1
+1
+0-
+1
+0-

100 000 000 000 +

Wartos¢

w systemie
czworkowym
1

2

10

20

100

200

1000

2000

10 000

20 000

100 000
200 000

1 000 000

10 000 000 000 +
1 000 000 000 +

100 000 000 +
10 000 000 +
1 000 000 +
100 000 +

10 000 +

1000 +
100 +

10 +
1

21+
210 4

20+
<28+

27 +

20+

2+

24+
2%+

2% +

21+

20

Wartos¢

w systemie
dwojkowym

1

10

100

1000

10 000

100 000

1 000 000

10 000 000

100 000 000

1 000 000 000
10 000 000 000
100 000 000 000

1 000 000 000 000
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Rozdziat 10.

Po dodaniu skfadowych w systemie dziesietnym otrzymujesz 2048 + 512 + 256 + 64 + 16 + 8 + 2,
co daje w rezultacie 2906, czyli wartos¢ liczby binarnej rbwnowazng w zapisie dziesietnym.

Aby moc przeksztalca¢ liczby binarne w decymalne w bardziej zwiezty sposob, by¢ moze
spodoba Ci sie przygotowana przeze mnie metoda:

DDDDDDDD

Dl L DD+ -0

Powyzszy szablon umozliwia przeksztalcanie o§miocyfrowych liczb dwdjkowych, ale mozna
go z fatwoscig rozwingé. Zeby z niego skorzystaé, wstaw na gorze osiem cyfr binarnych, po
jednej na kazde pole. Wykonaj osiem operacji mnozenia i wyniki wstaw w o$miu dolnych
polach. Zsumuj otrzymane rezultaty, aby otrzyma¢ wynik koncowy. Ponizej pokazuje przyklad
przeksztalcenia liczby 10 010 110,,:

IEEIEIDE

128 - :
[zs]+[o ]+ o]+ [1o] +[o]+[« ]+ [2]+[e]=[ 150 ]

Operacja przeksztalcania z liczb dziesietnych na dwdjkowe jest nieco bardziej skompliko-
wana, ale za pomocg ponizszego szablonu mozesz dokonywac tego na liczbach dziesi¢tnych
w zakresie od 0 do 255:

DDDDDDDD

/128 /64 /32 /16

DDDDDDDD

Proces konwersji jest trudniejszy, niz sie na pozér wydaje. Najpierw wstaw calg liczbe
(mniejszg lub réwna 255) w pierwszym polu na gorze:

IDDDDDDD

/128 /64 /32 /16

DDDDDDDD
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Podziel te liczbe (dzielng) przez znajdujacy sie bezposrednio pod nig dzielnik (128) az do
momentu uzyskania ilorazu i reszty: 150 dzielone przez 128 daje 1 i reszte réwng 22. Umies¢
iloraz w pierwszym polu na dole, a reszte z dzielenia w sgsiednim polu na gorze.

oo gn
/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 N

DNy NENENENENEN

Teraz podziel 22 przez 64, ale tym razem pozostan przy pierwszym etapie: 22 jest mniejsze
od 64, iloraz wynosi 0, a reszta 22. Umie$¢ warto$¢ 0 w drugim polu na dole, a reszte wpisz
w kolejnym wolnym polu na gorze:

HpEEEEEEN
/32 /16 /8 /4 /2 N

/128 /64

L1 L) O OO0 0O O

W analogiczny sposob wypelnij reszte szablonu. Kazdy iloraz wynosi 0 lub 1, dlatego finalnie
pola w dolnym rzedzie utworzg sekwencje cyfr binarnych:

[e] [e] [2] [o
/128 /64 /32 /16 /8 /4 /2 N

L] o] [o] G [of [ [0 [o]

Binarnym odpowiednikiem liczby 150 jest 10 010 110.

Przeksztalcenia miedzy liczbami dziesietnymi a binarnymi wygladaja zdecydowanie dzi-
wacznie, dlatego jezeli bedziesz chcial kiedykolwiek przeprowadzac je w jakichs rzeczywistych
zastosowaniach, to ucieszy Ci¢ wiadomos¢, ze kalkulatory zaréwno w systemie Windows, jak
i macOS zawierajg tryb programisty utatwiajacy Ci to zadanie.

Na poczatku ery komputeréw cyfrowych korzystanie z liczb binarnych wecale nie bylo takie
powszechne. Niektére z pierwszych komputeréw zaprojektowano i skonstruowano z mysla
o znanym nam doskonale systemie dziesi¢tnym. Zaprojektowana w latach 30. XIX wieku przez
angielskiego matematyka Charlesa Babbage’a (https://en.wikipedia.org/wiki/Charles_Babbage,
1791 -1871) maszyna analityczna przechowywala liczby dziesietne za pomocg odpowiednie-
go polozenia kot zgbatych (niestety nie byt w stanie dokonczy¢ konstruowania tej maszyny).
Niektore z pierwszych komputeréw cyfrowych, takie jak Harvard Mark I (uruchomiony
w 1944 r.) czy ENIAC (1946 r.) réwniez wykorzystywaly do dziatania liczby dziesietne. Po-
niektore komputery firmy IBM tworzone w latach 60. XX wieku rowniez mialy architekture
bazujaca na systemie dziesietnym.
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104 Rozdziat 10.

To kodowanie binarne stanowi jednak cech¢ wyrdzniajaca rewolucje cyfrowa. Prostota
liczb dwojkowych jest prawdopodobnie najwyrazniej widoczna w podstawowych operacjach
dodawania i mnozenia. Ta cz¢§¢ naprawde Ci si¢ spodoba. Wyobraz sobie, jak szybko opano-
walby$ dodawanie, gdyby$ musiat zapamieta¢ tylko takg tabliczke:

+ 0|1
0|01
1 1110

Skorzystajmy z tej tabeli i dodajmy dwie liczby binarne:

1100101
+0110110
10011011

Poczawszy od pierwszej kolumny z prawej: 1 doda¢ 0 daje 1. W kolejnej kolumnie: 0 doda¢
1 daje 1. Trzecia kolumna: 1 doda¢ 1 daje 0 i przenosimy 1. Czwarta kolumna: przeniesiona
jedynka doda¢ 0 i dodac 0 daje 1. Pigta kolumna: 0 doda¢ 1 daje 1. Szésta kolumna: 1 doda¢
1 daje 0 i przenosimy 1. Siédma kolumna: przeniesiona jedynka doda¢ 1 i doda¢ 0 daje 10.

Tabliczka mnozenia okazuje si¢ jeszcze fatwiejsza od tabliczki dodawania, poniewaz bazuje
na dwdch bardzo prostych regutach mnozenia: iloczyn dowolnej liczby i zera daje zawsze 0,
natomiast iloczyn dowolnej liczby i jedynki nie wpltywa w Zaden sposob na te liczbe.

011
0|]0]O
1101

Pomnoézmy liczbe dziesietng 13 (binarnie 1101) przez 11 (1011 w zapisie binarnym). Nie
pokaze wszystkich etapdw, ale operacja ta jest realizowana tak samo jak przy mnozeniu liczb
dziesietnych:

1101
-1011
1101
1101
0000
1010
10001111

W rezultacie otrzymujemy liczbe 143.
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Osoby pracujace na liczbach binarnych czesto zapisuja je z zerami wiodacymi (to zna-
czy z zerami wystepujacymi na lewo od pierwszej jedynki), na przyktad 0011 zamiast 11.
W Zzadnym wypadku nie zmienia to wartosci liczby; stuzy to wylacznie celom kosmetycznym.
W ponizszej tabeli widzimy pierwszych szesnascie liczb binarnych wraz z ich decymalnymi

odpowiednikami:
Zapis w systemie Zapis w systemie
dwdéjkowym dziesi¢tnym
0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 8
1001 9
1010 10
1011 11
1100 12
1101 13
1110 14
1111 15

Zatrzymajmy sie na chwile przy tej liScie liczb binarnych. Przyjrzyj sie kazdej z czterech
kolumn zer i jedynek i zwr6¢ uwage, jak zmieniajg sie w nich cyfry:

o Cyfra w pierwszej kolumnie od prawej naprzemiennie przyjmuje warto$¢ 01 1.
o W drugiej kolumnie od prawej wartosci zmieniajg si¢ co dwa zera/dwie jedynki.
o W trzeciej kolumnie od prawej nastepuje zmiana co cztery zera/jedynki.

o W ostatniej kolumnie od prawej zmiana pojawia si¢ co osiem zer/jedynek.

Jest to bardzo powtarzalne, prawda? Jest to w rzeczywistoéci tak powtarzalne, ze istnieje
mozliwosé¢ stworzenia ukfadu generujacego automatycznie sekwencje liczb binarnych. Wré-
cimy do tego zagadnienia w rozdziale 17.
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106 Rozdziat 10.

Co wigcej, mozemy z fatwoscig zapisaé kolejnych 16 liczb binarnych, powtarzajac sekwencje
pierwszych szesnastu cyfr i wstawiajac jedynke na pierwszej pozycji:

Zapis w systemie Zapis w systemie
dwoéjkowym dziesi¢tnym
10 000 16
10 001 17
10010 18
10011 19
10 100 20
10 101 21
10110 22
10111 23
11 000 24
11 001 25
11010 26
11011 27
11 100 28
11 101 29
11110 30
11111 31

Mozna spojrze¢ na to w inny sposob: podczas liczenia w systemie dwéjkowym cyfra znajdu-
jaca sie skrajnie po prawej stronie (jest to tak zwana najmniej znaczaca cyfra) naprzemiennie
przyjmuje warto$¢ 01 1. Przy kazdej zmianie z jedynki na zero cyfra na lewej pozycji (bardziej
znaczaca cyfra) rowniez si¢ zmienia, albo z 0 na 1, albo z 1 na 0. Méwiac ogélniej, gdy cyfra
binarna przechodzi z wartoéci 1 do 0, zmienia si¢ réwniez cyfra znajdujaca sie na pozycji po
lewej, albo z 0 na 1, albo z 1 na 0.

Liczby binarne bardzo szybko stajg si¢ dlugie. Na przyklad w zapisie binarnym dwanascie
milionéw przyjmuje posta¢ 101 101 110 001 101 100 000 000. Jedna z metod bardziej zwigztego
przedstawiania liczb binarnych jest przedstawianie ich w formie 6semkowej. Rozwigzanie
to sprawdza sie dobrze, poniewaz trzy cyfry binarne odpowiadaja jednej cyfrze 6semkowe;j:

Zapis binarny Zapis 6semkowy
000 0
001 1
010 2
011 3
100 4
101 5
110 6
111 7
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Wréémy do tej dlugasnej liczby binarnej odwzorowujacej liczbe 12 milionéw i podzielmy
ja na trzyelementowe grupy, poczawszy od prawej strony:

101 101 110 001 101 100 000 000

Kazda grupa trzech cyfr binarnych odpowiada jednej cyfrze 6semkowe;j:

101 101 110 001 101 100 000 000
) U U U U
5 5 6 1 5 4 0 0

Liczba dziesi¢tna 12 miliondéw przyjmuje warto$¢ 55615400 w systemie 6semkowym.
W rozdziale 12. poznasz jeszcze zwiezlejszy sposéb wyrazania liczb binarnych.

Poprzez zredukowanie systemu liczbowego do zaledwie dwdch cyfr, 01 1, osiagnelismy szczyt
naszych mozliwosci. Proéciej juz sie nie da, chyba ze powrdcilibysmy do prymitywnych kresek
naskalnych. Najwazniejsze jednak, ze dwojkowy system liczbowy stanowi pomost pomiedzy
arytmetykga a elektrycznoscig. Przetaczniki, przewody i zaréwki mogg reprezentowac binarne
cyfry 011, a po dofgczeniu bramek logicznych mozna tymi cyframi manipulowaé. Dlatego
wiasnie liczby binarne maja tak wiele wspdlnego z komputerami.

Powyzej widziate$ niewielka tabele ukazujacg relacje miedzy trzycyfrowymi liczbami bi-
narnymi a ich 6semkowymi odpowiednikami. Za pomocg przelacznikéw, zaréwek i bramek
logicznych mozesz zbudowac¢ obwoéd realizujacy te konwersje za nas:

L L L @
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Obwdd ten niewatpliwie na pierwszy rzut oka wyglada niezwykle ztowrogo i bardziej
przypomina koszmarny zlepek krzyzujacych si¢ autostrad w obcym miescie, gdzie wszystkie
znaki drogowe sa nieczytelne. W rzeczywisto$ci jednak schemat ten jest catkiem logiczny.
Mate kropki wyznaczajg miejsca polaczenia przewodéw. W pozostalych przypadkach nie s
one polaczone i jedynie sie na siebie nakltadaja.

Obwdd rozpoczyna si¢ na gorze trzema przelacznikami symbolizujacymi trzycyfrowe liczby
binarne. Zamkniete przetaczniki majg warto$¢ 1, a otwarte — 0. W tym przykfadzie widoczna
jest liczba binarna 100. Na dole widzimy osiem zaréwek oznaczonych wartosciami od 0 do 7.
Tylko jedna z nich $wieci si¢ w zaleznosci od konfiguracji przetacznikow.

Prawdopodobnie tatwiej zrozumiec ten obwdd ,,0d dotu”: kazda z zaréwek jest zasilana
przez tréjwejsciowg bramke AND. Na wyjsciu tej bramki wystepuje sygnat 1 tylko wtedy,
gdy do wszystkich jej wejs¢ dociera sygnal 1. Kazde z tych wejs¢ odpowiada poszczegdlnym
przetacznikom, czasami bezposrednio, a czasami za pomoca sygnatu odwroconego przez trzy
inwertery umieszczone tuz pod przetgcznikami. Jak wiemy, jezeli na wejscie inwertera dociera
sygnal 1, to bedzie z niego wychodzit sygnat 0 i odwrotnie.

Widoczne na schemacie przelaczniki przedstawiajg konfiguracje: zamkniety, otwarty, ot-
warty, co odpowiada liczbie binarnej 100. Jezeli przesledzisz czerwone linie, to najbardziej
znaczaca cyfra (1) stanowi jedno z wej$¢ do bramki AND symbolizujacej liczbe 6semkowa 4.
Sygnal nastepnej cyfry (sSrodkowy przetacznik) zostaje odwrocony, a nastepnie przekazany na
wejscie tej samej bramki AND. Najmniej znaczaca cyfra (prawy przelacznik) réwniez zostaje
potraktowana w podobny sposéb, zanim stanie si¢ trzecim wejsciem do interesujacej nas
bramki AND. Zatem w bramce AND odpowiadajacej cyfrze dsemkowej 4 wszystkie sygnaly
wejsciowe wynosza 1, dlatego na jej wyjsciu réwniez wystepuje sygnat 1.

Na podobnej zasadzie kazda z pozostalych siedmiu bramek AND ma na wejsciu odmienng
kombinacje sygnaléw pochodzacych z przefacznikéw lub inwerteréw.

Takie male urzadzonko nazywane jest dekoderem 3 na 8 linii. Nazwa sugeruje, ze trzycyfrowa
liczba binarna jest kodem okresélajacym jedng z odmiu kombinacji.

Inny obwdd, zwany dekoderem 8 na 3 linie, realizuje odwrotne zadanie. Teraz bedziemy
potrzebowa¢ nieco innego typu przeltacznika, umozliwiajacego wybor jednej z osmiu pozycji.
W rzeczywisto$ci mozemy uzy¢ w tym celu pinezek badz gwozdzi i fragmentu metalowej puszki:
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1

Kazda z cyfr binarnych u dotu jest wyswietlana za pomoca zaréwki zasilanej za pomoca
czterowej$ciowej bramki OR. Na jej wyjsciu wystepuje warto$¢ 1 wtedy, gdy na ktérymkol-
wiek z wej$¢ wystepuje sygnal 1. Gdy przetacznik na gorze zostaje umieszczony na pozycji
symbolizujacej cyfre 6semkowa 6, pierwsza i druga bramka OR majg na wejsciu sygnat 1, co
sprawia, ze rOwniez na ich wyjéciu pojawia si¢ sygnat 1, dzigki czemu zostaje odkodowana
liczba binarna 110. Zwrd¢ uwage, ze pozycja 0. w gornym lewym rogu przetacznika nie jest
do niczego podtaczona. Wynika to z faktu, ze odpowiednikiem liczby ésemkowej 0 w zapisie
binarnym jest 000, wigc nie trzeba zapala¢ zadnej zaréwki.

Mniej wiecej w 1948 r. amerykanski matematyk John Wilder Tukey (http://www.ams.org/
notices/200202/fea-tukey.pdf; 1915-2000) zrozumial, ze pojecie cyfra binarna (ang. binary
digit) nabierze o wiele wigkszego znaczenia w nadchodzacych latach popularyzacji kompu-
teréw. Postanowil uku¢ nowe stowo w zastepstwie niewygodnych pieciu sylab binary digit.
Rozwazal stowa bigit i binit, jednak zwyciezyl krétki, prosty, elegancki i przeuroczy wyraz bit.
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Chcesz zrozumieé, jok dziata komputer?
Kod jest zrédtem!

Mato kto sie zastanawia, jak dziata komputer. Jesli ktos chce pisaé aplikacje, najczesciej wybiera sobie
jezyk programowania i koduje, jednak bez zagtebiania sie w nivanse pojedynczych bitéw pamigci.
Tymczasem tajemniczy $wiat komputeréw warto poznaé nieco lepiej. Zrozumienie zasad dziatania
procesora utatwia pisanie wysoce efektywnego kodu. A nawet zwykty uzytkownik powinien rozumie¢
réznice miedzy pamigciq operacyjng a masowq, znaé podstawy dziatania sieci i internetu czy tez mieé

choéby pobiezng wiedze z zakresu grafiki komputerowe;.

To drugie, gruntownie przejrzane i starannie uzupetnione wydanie fascynujqcej opowiesci o tajemnym
Zyciu toczgcym sie wewngtrz komputeréw i innych inteligentnych urzadzen. Pozwala zdobyé wiedze
o rzeczywistych mechanizmach dziatania komputeréw osobistych, multimediéw cyfrowych i internetu.
Opowiada tez o historii poszczegélnych wynalazkéw i przystepnie wyjaénia wiele pojeé, ktére warto
przyswoié. W tym wydaniu szczegélnie pieczotowicie opisano wewnetrzny $wiat procesoréw,
decydujacych o dziataniuv komputeréw i innych urzqgdzen. Co najwazniejsze: lekiura nie wymaga

wiedzy technicznej, a opisy i wyjasnienia sq zrozumiate i angazujgce.

W ksigzce miedzy innymi:

e rbzne rodzaje kodéw

e system binarny i szesnastkowy, ASCII i Unicode
e bramki logiczne, pamigé i magistrala

e procesor: serce i mézg komputera

e system operacyjny a pisanie kodu
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