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Poznaj ukryte mozliwosci Excela

o Jak tworzy¢ diagramy, wykresy i tabele?
o W jaki sposob wykorzystywaé w Excelu algorytmy numeryczne?
* Jak przeprowadzi¢ ztozone analizy statystyczne?

Excel 2003 to narzedzie, z ktérym zetknat sie chyba kazdy uzytkownik komputera. Ten
arkusz kalkulacyjny stanowiacy element pakietu biurowego MS Office wykorzystywany
jest w firmach, szkotach, organizacjach i przez uzytkownikéw prywatnych. Za jego
pomoca wystawiane sa faktury, przygotowywane zestawienia, wykresy, listy danych

i inne dokumenty. Jednak Excel nie jest programem przeznaczonym tylko dla
handlowcow i finansistow. To takze potezne narzedzie dla inzynierow, projektantow

i naukowcow, ktorzy z pewnoscia docenia jego mozliwosci przeprowadzania nawet
najbardziej ztozonych obliczen, symulaciji i analiz.

~Excel w zastosowaniach inzynieryjnych” to ksiazka, dzieki ktérej dowiesz sig, w jaki
sposob wykorzystaé wszystkie niesamowite mozliwosci tego programu. Czytajac ja,
nauczysz sie tworzy¢ wykresy, przeprowadzac analizy trendow, rozwiazywac rownania
liniowe, nieliniowe i rdzniczkowe za pomoca algorytméw numerycznych oraz korzystaé
z modutu Solver. Dowiesz sie, w jaki sposob wykonywac obliczenia statystyczne przy
uzyciu Analysis Toolpak oraz automatyzowac dziatanie programu z wykorzystaniem
makropolecen i jezyka VBA. Przeczytasz ponadto o mozliwosciach wspotpracy Excela
z innymi aplikacjami.

e Tworzenie ztozonych formut obliczeniowych

* Wykresy i diagramy

* Przyblizanie i szacowanie wartoSci za pomoca regresji liniowej i wielomianowe;

* Algorytmy catkowania i rdzniczkowania numerycznego

¢ Rozwigzywanie réwnan i uktadow réwnan

* Obliczenia na szeregach liczbowych

* Analiza statystyczna

 Makropolecenia i VBA

e Wymiana danych z innymi programami

Wykorzystaj w swojej pracy potezne mozliwosci Excela
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Rozdziat 5.
Catkowanie

i rozniczkowanie
numeryczne

Catkowanie i rézniczkowanie numeryczne to nic innego jak aproksymacja catek i po-
chodnych analitycznych. Nie sa one czgstymi operacjami przeprowadzanymi przy uzy-
ciu komputeréw. Zazwyczaj wykonywane sa na funkcjach analitycznych i nie ma po-
trzeby obliczania ich metodami numerycznymi. Jednakze nie sa one zupehie bezuzyteczne.
Swietnie sprawdzaja si¢ wowczas, gdy funkcja ma posta¢ dyskretna (jest zbiorem poje-
dynczych wartosci) lub gdy bardzo trudno obliczy¢ catke Iub rdzniczke przy uzyciu stan-
dardowych metod analitycznych.

W Excelu mozna zastosowa¢ numeryczne catkowanie i rézniczkowanie zarowno
w postaci aplikacji pisanych w jezyku VBA, jak i korzystajac ze zwyczajnych, wbu-
dowanych mechanizmdéw, w jakie sa wyposazone arkusze. W rozdziale tym skupimy
si¢ jedynie na standardowych mechanizmach Excela, ktore pozwalaja na obliczanie catek
1 rozniczek.

Pliki referencyjne

Wszystkie przyktady zamieszczone w tym rozdziale dostepne sg na serwerze pod adresem
ftp://ftp.helion.pl/przyklady/excinz.zip. Po rozpakowaniu archiwum nalezy znaleZ¢ plik o nazwie
Roz_5.xIsx. Ponadto archiwum zawiera plik Odp_5.xIsx z odpowiedziami do pytan kontrolnych
znajdujacych sie na korcu tego rozdziatu.
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5.1. Funkcje rozniczkowe
W ujeciu numerycznym

Najlepszym sposobem na roézniczkowanie problematycznych funkcji jest skorzystanie
z wyrazen na obliczanie roznicy wstecznej, przedniej oraz centralne;j.

5.1.1. Typy funkcji obliczajgcych roéznice

Istnieja trzy rdznice, ktore stuza do szacowania rézniczki w punkcie w oparciu o rézne
dane. Jest to rdznica wsteczna, réznica przednia (progresywna) oraz réznica cen-
tralna. Rdznica przednia stuzy do szacowania wartosci pochodnej w danym punkcie
na podstawie danych znajdujacych si¢ za tym punktem. Analogicznie réznica wstecz-
na stuzy do szacowania wartoéci pochodnej w danym punkcie na podstawie danych
znajdujacych si¢ przed tym punktem. Réznica centralna szacuje warto$§¢ pochodnej
na podstawie danych symetrycznie roztozonych po obu stronach punktu, dla ktore-
go szacowana jest pochodna. Ponizej znajduja si¢ wyrazenia dla dwoch pierwszych
pochodnych w punkcie x,. We wszystkich wzorach % okresla dlugos¢ odcinka po-
migdzy punktami. Oto wzory:

¢ % = % — r6znica przednia,

¢ % = % — roznica centralna,

¢ % = % — roznica wsteczna,

¢ % = w — réznica przednia,

¢ % = % — rdznica centralna,
¢ 4y SYom s roéznica wsteczna.

dx® W

W wielu publikacjach zajmujacych sig ta tematyka mozna bez problemu odnalezé
wzory na réznice do szacowania pochodnych wyzszych rzedéw. Tak wigc, aby za
pomoca Excela oszacowaé warto$ci pochodnych, nalezy wybra¢ odpowiedni typ roz-
nicy i wpisa¢ odpowiednia formule¢ w arkuszu. Automatycznie rodzi si¢ jednak pyta-
nie o to, ktora z réznic wybra¢. Najlepszym rozwiazaniem w wigkszo$ci przypadkow
jest wykorzystanie r6znicy centralnej. Ma ona jednak jedna wade — wymaga dokladnie
takiej samej ilosci danych po obu stronach punktu. Jezeli nie mozemy spetnic tego
warunku, nalezy si¢gna¢ po roéznicg wsteczna lub przednia. Przyktadowe obliczenia
znajduja si¢ w dalszej czgsci tego rozdziatu.
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5.1.2. Btedy obliczen

Numeryczne rézniczkowanie jest bardzo rzadko wykorzystywanym mechanizmem row-
niez ze wzgledu na to, Ze jest niezwykle wrazliwe na wszelkiego rodzaju btedy nume-
ryczne. W przypadku rozniczkowania numerycznego pod uwage nalezy wziaé¢ dwa
rodzaje blgdow: bledy obcigeia oraz blgdy zaokraglania wynikow. Ten pierwszy ge-
neralnie jest nastgpstwem szacowania pochodnych na podstawie ograniczonych zbio-
row dyskretnych, na przyktad zbioré6w pomiaréw lub odczytow z urzadzen rejestrujacych.
Przy glebszej analizie mozna zauwazy¢, ze warto$¢ tego biedu jest proporcjonalnie uza-
lezniona od wielkosci odstepu migdzy punktami danych. To dos¢ niebezpieczne, gdyz
rodzi pokuse zmniejszania wartosci odstepu miedzy punktami danych. W pewnym za-
kresie to dziata, ale trzeba by¢ ostroznym, gdyz do$é szybko uzyskiwane wyniki po-
chodnych beda obarczane duzymi bledami zaokraglen.

Bitedy zaokraglen to jedne z najpowszechniejszych bledow wystepujacych przy obli-
czeniach komputerowych. Sa one nastgpstwem tego, ze kazda, nawet najdoktadniejsza,
maszyna moze przechowywac z gory okreslong liczbg cyfr po przecinku. Jest to tak
zwana precyzja liczby. Jezeli bedziemy odejmowac dwie prawie takie same liczby
(zmniejszaé szeroko$¢ przedziatu), wynik bedzie coraz mniejszym ulamkiem. Tak wige
moze doj$¢ do sytuacji, gdy roéznica obliczana z podanych w poprzednim punkcie
wzordéw wyjdzie poza precyzje liczby, powodujac zwigkszanie si¢ bledu zaokraglenia.
Innymi stowy, btad zaokraglania bgdzie rost wraz z maleniem btedu obcigcia.

5.1.3. Przyktady obliczania funkcji rézniczkowych

Formuty na obliczanie réznic szacujacych wartosci pochodnych mozna zastosowac prak-
tycznie do numerycznego wyznaczania dowolnej pochodnej funkcji. Jak juz jednak
wyjasniliSmy wcze$niej, ze wzgledu na do$¢ duza podatnos¢ na btedy, do numerycz-
nego rozniczkowania nalezy siggaé, kiedy wyznaczanie analityczne jest bardzo trudne
lub niemozliwe. Na potrzeby ksiazki wykorzystamy jednak prosty przyktad, aby chetni
mogli tatwo porowna¢ wyniki numeryczne z wynikami analitycznymi.

Z punktu widzenia matematyki pochodna funkcji to narzgdzie do badania przebiegu
jej zmiennos$ci w pewnym przedziale o wartosciach rzeczywistych. Pochodne maja sze-
rokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki i techniki. Wykorzystuje si¢ je w fizyce,
ekonomii, inzynierii. Na przyktad w ekonomii koszt marginalny jest pochodna funkcji
wyrazajacej koszt w zaleznosci od wielkosci produkcji. W fizyce na poziomie szkoty
$redniej uczymy sig, ze pochodna funkcji potozenia w zalezno$ci od czasu jest jej pred-
koscig chwilowa. Druga pochodna tej funkcji to oczywiscie przyspieszenie. Dla zain-
teresowanych — wyznaczenie trzeciej pozwoli okresli¢ warto$¢ zrywu.

Wiasnie pochodne funkcji potozenia od czasu beda przedmiotem omawianego przy-
ktadu. Aby mozna bylo tatwo zweryfikowa¢ wyniki, zatézmy, ze rozwazamy przy-
spieszenie ziemskie, a wigc przyspieszenie grawitacyjne cial spadajacych swobodnie
z pominigciem opordw ruchu. Przyjmijmy doktadnos$¢ do 5 miejsc po przecinku.

Woéwczas warto$é przyspieszenia ziemskiego wynosi: g=9.80665". Z fizyki wiemy,
N

ze w przypadku ruchu jednostajnie przyspieszonego droga x obliczana jest ze wzoru:
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x=Vt +§t2 . Natomiast predko$¢ chwilowa wyliczana jest ze wzoru: V' =V, + gt. W obu
przypadkach 7, oznacza predko$¢ poczatkowa w danym momencie.
Przyktadowy arkusz kalkulacyjny moze wyglada¢ tak, jak ten przedstawiony na ry-
sunku 5.1. Arkusz zawiera dwie tabele. W pierwszej z nich (komorki 45:E12) znaj-
duja si¢ wyliczenia w przypadku pominigcia bledéw wartosci x. Wowczas wyliczenia
analityczne (kolumna C) pokrywaja si¢ z wynikami uzyskanymi za pomoca roéznicy
centralnej (kolumna D). W kolumnie E znajduje si¢ pochodna drugiego stopnia (wyli-
czenie przyspieszenia) uzyskana takze za pomoca rdznicy centralnej. W tym przypadku
doktadnos¢ wyliczenia jest rowniez bardzo dobra.

Rys.unelf 5.1. - 5 = = =

Obliczanie pochodnych = 9,80665

za pomocq

rozniczkowania i ; ; dxdt Pude

numerycznego s m m/s mis m/s?

w przypadku, 00 000000 0,00000 0,00000 0,00000

gdy dane nie sq 0,1 0,04903 098067 0,98067 9,80665

obarczone bledem, 0,2 0,19613 196133 196133 980665

oraz w przypadku 0,2 044130 294200 294200 9,80665

przeciwnym 04 078453 392266 392266 980665

0,5 122583 490333  4,90333 980665
06 176520 588399 588399 980665
07 240263 686466

t X v dx/dt d*/dt?
s m m/s mis m/s?
00 000000 0,00000 0,00000 0,00000
0,1 0,05090 098067 0,99733 9,76749
0,2  0,19947 196133 197738 9,83350
0,3 044637 294200 298975 10,41399
04 079742 392266 396680 9,12703
0,5 123973 490333 491360 9,80887
06 178014 588399 589496 981841
07 241872 686466

Druga tabela jest analogiczna do pierwszej, ale w kolumnie B dodano losowy btad, ktory
symuluje bledy pomiaru. Niestety Excel nie pozwala na generowanie liczb utamkowych.
W zwiazku z tym zastosowany zostal maty trik. Na koncu wyliczenia analitycznego
skopiowanego z pierwszej tabeli dodano formulg 1/RANDBETWEEN(1;1000)). Dzigki niej
uzyskujemy losowy ulamek bgdacy ilorazem jedynki i losowej liczby catkowitej z prze-
dzialu od 1 do 1000.

Wida¢ goltym okiem, ze niewielkie bledy wartosci x wzgledem wartosci okreslonych ana-
litycznie (znajdujacych si¢ w pierwszej z dwoch tabel) powoduja, ze pochodne wyli-
czone za pomoca roznicy centralnej obarczone sa bardzo duzym biedem obliczeniowym.
Wtasnie ze wzgledow na te bledy, o ktorych szerzej traktuje punkt 5.1.2, rézniczko-
wanie numeryczne jest uzywane bardzo rzadko. Kiedy jednak decydujemy si¢ na jego
zastosowanie, musimy mie¢ pewnos$¢, ze nasze dane wejSciowe nie sa obarczone blg-
dem lub btad ten jest na tyle maty, Ze nie zafatszuje wynikow.
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5.2. Catkowanie numeryczne

W przeciwienstwie do rézniczkowania numerycznego catkowanie numeryczne jest duzo
mniej podatne na bigdy. Calkowanie numeryczne jest bardzo uzytecznym mechanizmem.
Kazdy inzynier oraz student studiow technicznych spotkat si¢ z niejedna calka, ktorej nie
da sig obliczy¢ w sposob analityczny. I tutaj pojawia si¢ miejsce dla metod numerycznych.

Wigkszo$¢ z metod numerycznych obliczania calek jest do siebie podobna. Ogoélnie
moéwiac, polegaja one na dzieleniu przedzialu catkowania na mniejsze fragmenty, ob-
liczaniu warto$ci funkcji dla danego przedziatu, a nast¢pnie zsumowaniu wszystkich tych
wartos$ci czastkowych. Do$¢ czgsto poszczegdlne metody rdznig sig jedynie uzywanymi
wspolczynnikami. Wlasnie dlatego, a takze dlatego, ze literatura dotyczaca catkowania
numerycznego jest dos¢ bogata, w rozdziale znajduja sig¢ tylko wybrane metody calko-
wania numerycznego oraz ich implementacja w arkuszu Excela.

5.2.1. Wybrane metody catkowania numerycznego

Kazda osoba o wyksztatceniu technicznym wie, ze catka z punktu widzenia matematyki to
sumowanie liczb, dtugosci, powierzchni lub innych elementoéw. Z tego wzglgdu catko-
wanie jest bardzo powszechnie wykorzystywanym mechanizmem. Niejednokrotnie ana-
lityczne rozwiazywanie calek jest bardzo zmudne i trudne. W takich przypadkach mozna
odwola¢ si¢ do calkowania numerycznego, ktore, choc jest tylko przyblizeniem rozwia-
zania analitycznego, to jednak do$¢ doktadnym. Do najpopularniejszych metod catkowa-
nia numerycznego naleza: metoda prostokatéw, metoda trapezow oraz metoda Simpsona.

Metoda prostokatow

Metoda prostokatow jest bodajze najprostsza z metod catkowania numerycznego. Polega
ona na podziale przestrzeni migdzy krzywa funkcji i osia X ograniczonej dwoma punk-
tami na rdwne czgéci i wypelnienie jej prostokatami o wysokoséci rownej wartosci
funkcji w jednym z punktow i szerokosci opartej na dtugosci interwatu, przez kto-
ry podzielony zostatl przedziat calki. Mozna to zapisa¢ nastgpujacym wzorem:

n-1

1= y(x., —x,), gdzie I oznacza warto$¢ catki.
i-1

Metoda ta mimo swojej prostoty dos¢ dobrze aproksymuje catki tak dtugo, jak ich krzywe
sa wzglednie gladkie, a warto$¢ interwatu nie jest zbyt duza. Jej zaleta jest rowniez to,
ze niezwykle fatwo mozna ja zaimplementowaé w arkuszu kalkulacyjnym.

Metoda trapezow

Metoda ta polega na podzieleniu przedziatu catki na czgsci i poprowadzeniu prostych
migdzy kolejnymi parami punktéw na osi danych tak, ze tworzone sa trapezy. Mate-

. . 1 x . =y +y.
matycznie mozna to okresli¢ nastgpujacym wzorem: [ = ZW(

i=1

x,, —x), gdzie

1 oznacza warto$¢ calki.
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Metoda ta gwarantuje nieco lepsze oszacowanie wartosci catki niz metoda kwadratow.
Mimo wrazenia, ze jest ona bardziej skomplikowana od metody kwadratow, jej im-
plementacja w arkuszu Excela nie jest w zaden sposéb klopotliwa.

Metoda Simpsona

Standardowa i najbardziej powszechna metoda Simpsona nazywana jest metoda Y.
W metodzie tej do przyblizenia wartosci catki uzywa si¢ sumy warto$ci wycinkow pola
pod krzywa paraboli. Przedzial catkowania nalezy podzieli¢ na rowne fragmenty, a na-
stgpnie obliczy¢ sumg wielomiandw interpolacyjnych przyblizajacych parabolg, ktore
ograniczone sg do trzech pierwszych sktadnikow. Sktadnikami tymi sa: punkt poczat-
kowy i koncowy danego przedziatu oraz punkt lezacy doktadnie w jego $rodku. Ma-
tematycznie mozna to zapisa¢ w sposob nastgpujacy:

n/2 n=2

h
I= ZE (y2i—2 4o+ Vi ) = E(yi 4V + yr+2) , gdzie I oznacza warto$¢ catki.

i=1 i=1,3,5,...
W literaturze poswigconej catkowaniu numerycznemu mozna czgsto spotka¢ zmody-
fikowana wersj¢ tej metody, ktora nosi nazwg metody ¥s. Pozwala ona na nieco do-

ktadniejsza aproksymacj¢ catkowanej funkcji. Jej zapis matematyczny wyglada za$
nastgpujaco:

n—.

w
W

h

g(y,- +3Y 3V +yi+3), gdzie [ oznacza
7y

2 3h
I= ;?(ysm +3Y3, +3y5, + ySi):

wartos¢ catki.

i=l

ES

5.2.2. Cakki niewtasciwe

W inzynierii bardzo czgsto musimy obliczy¢ wartosci catek niewtasciwych, a wige
calek, ktorych przedziat catkowania jest nieskonczony lub kiedy funkcja podcatkowa
jest nieograniczona. Przyktadem takiej catki jest chociazby calka Gaussa, ktoéra ma za-
stosowanie mig¢dzy innymi w rachunku prawdopodobienstwa i obliczaniu ciaglej trans-
formaty Fouriera.

Przy numerycznym szacowaniu warto$ci catek niewlasciwych mozemy swobodnie ko-
rzysta¢ z dobrodziejstw calkowania analitycznego po to, aby zamieni¢ catke niewla-
Sciwa na catke wlasciwa. Najczesciej stosuje si¢ wige podstawienie, dzigki czemu mozna
zmieni¢ granice catkowania tak, by przedziat catkowania z nieskonczonosci zmienit sig
w przedziat skonczony.

Jezeli funkcja podcatkowa jest funkcja nieciagla w punkcie bedacym dolna granica cal-
kowania, nalezy doda¢ do tego punktu niewielka warto$¢ € i przeprowadzi¢ normalne
catkowanie jedna z dostgpnych metod numerycznych. Oczywiscie warto$¢ € powinna
by¢ tak mata, by nie zwigksza¢ btgdu obliczen. Mowiac inaczej, powinna byc¢ na tyle
matla, by warto$¢ catki byta zbiezna.
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Skoro o btgdach mowa, to istnieje jeszcze jeden sposob, cho¢ najgorszy z mozliwych.
Jezeli zadowala nas pewna doktadno$¢ oszacowania wartosci, to zawsze mozna zakon-
czy¢ catkowanie numeryczne przed osiagnigciem konca przedziatu catkowania. In-
nymi slowy, dopuszczalne jest zmienienie granic catlkowania z nieograniczonych na
ograniczone, zapewniajace dopuszczalny przez nas btad szacowania wartosci catki.

5.2.3. Przyktady catkowania numerycznego

W tym miejscu stworzymy arkusz Excela pozwalajacy obliczy¢ warto§¢ catki za po-
moca trzech przedstawionych metod catkowania numerycznego.

Aby mozna bylo tatwo oszacowaé jako$¢ metod numerycznych, jako przyktad postuzy

nam prosta calka, ktorej rozwiazanie mozna tatwo odczytac z tablic catek. Dzigki temu

analitycznie wyliczymy doktadna wartos¢ catki, co pozwoli nam pdzniej oszacowac btad
2

. 1 . . . .
metod numerycznych. Rozwazmy nastgpujaca calkg: j*dX. Jej rozwiazanie anali-
1

tyczne ma nastgpujaca postac:
2 2

jidx =Infx|| =n[2~Infl] = In(2) - In(1) = 0,693147 - 0 = 0,693147
X
! I

Stworzmy teraz arkusz Excela do obliczen tejze catki kolejnymi metodami numerycz-
nymi. Chociaz dwie pierwsze metody — metoda kwadratow oraz trapezOw — nie wy-
magaja, aby przedzialy byly jednakowej wielkosci, to i tak zakres catkowania podzie-
limy na takie wlasnie rowne przedziaty o delcie wynoszacej 0,1. Dzigki temu upro$cimy
arkusz, gdyz w przeciwnym razie musielibySmy tworzy¢ osobne tabele dla kazde;j
z metod, a tak powstanie jedna zbiorcza dla wszystkich trzech. Aby zrealizowaé nasze
zadanie, stworzmy nastgpujacy arkusz:

¢ w komorce 41 wpisujemy: Wartos¢ rzeczywista catki,

w komorce 43 wpisujemy: Metoda kwadratow,

w komorce 44 wpisujemy: Wartos¢ btredu,

w komorce 46 wpisujemy: Metoda trapezow,

w komorce A7 wpisujemy: Wartos¢ btedu,

w komorce 49 wpisujemy: Metoda Simpsona (1/3),

w komorce 470 wpisujemy: Wartos¢ btedu,

w komorce DI wpisujemy: Wartosci numerycznego obliczenia catki,
w komorce D3 wpisujemy: X,

w komorce E3 wpisujemy: Kwadraty,

w komorce F3 wpisujemy: Trapezy,

® & & & O O O O o o o

w komorce G3 wpisujemy: Simpson,
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<

komorki D4:D14 wypemiamy wartosciami od 1 do 2, co 0,1,

<&

w komorce E4 wpisujemy: =1/D4*(D5-D4) i kopiujemy formute do komérek
E5:El3,

¢ w komorce F4 wpisujemy: =(1/D4+1/D5)/2*(D5-D4) 1 kopiujemy formute
do komorek F5:F13,

¢ w komoérce G4 wpisujemy: =((D5-D4)/3)*(1/D4+4/D5+1/D6), a nastgpnie
kopiujemy formute do co drugiej komorki w kolumnie, az do komodrki G12.
Komoérki o numerach nieparzystych wypetiamy zerami,

w komorce B wpisujemy: 0,693147,

w komorce B3 wpisujemy: =SUMA(E4:E13),
w komorce B4 wpisujemy: =B3-B1,

w komorce B6 wpisujemy: =SUMA(F4:F13),
w komorce B7 wpisujemy: =B6-B1,

w komorce B9 wpisujemy: =SUMA(G4:G12) ,

® & & & o o o

w komorce B0 wpisujemy: =B9-B1.

Przygotowany arkusz z przykladowym formatowaniem wyglada tak, jak ten pokazany
na rysunku 5.2. W kolumnie z wyliczeniami metody Simpsona w co drugim wierszu
wpisalis$my wartosci 0 dlatego, ze metoda ta jest suma jedynie elementdw nieparzystych

Szeregu.
Wartos¢ rzeczywista catki | 0,6893147 Wartosci numerycznego obliczenia catki
Metoda kwadratow 0718771 X Kwadraty Trapezy Simpson
Wartos¢ bledu 1 0,1 0,095455| 0.182323]
1,1 0,090909 0,087121 0|
Metoda trapezow 0,693771 1,2 0,083333 0,080128 0,154151
Wartos¢ bledu 1,3 0,076923 0,074176 0|
1,4 0,071429 0,069048 0,133532
Metoda Simpsona (1/3) 0,69315 1,5 0,066667 0,064583 0|
Wartos¢ bledu 1,6 0,0625 0,060662 0,117783
1,7 0,058824 0,05719 0|
1,8 0,055556 0,054094 0,105361
1,9 0,052632 0,051316
2

Rysunek 5.2. Przyktadowy arkusz do obliczania wartosci catki !/, za pomocq metody kwadratow,
trapezow oraz metody % Simpsona

Od razu mozna zauwazy¢, ze metoda Simpsona jest najdoktadniejsza. Bardzo dobre przy-
blizenie gwarantuje rowniez metoda trapezow. Nieco gorzej wypada metoda kwadratow
z bledem kilka rzedéw wielkosci wigkszym od pozostatych metod. Bad ten mozna jednak
bardzo tatwo ograniczy¢. Wystarczy zmniejszy¢ wielko$¢ przedziatow wartosci x z 0,1
do 0,05, a btad zmniejszy si¢ prawie dwukrotnie. Dalsze zmniejszanie przedziatu bedzie za
soba pociagac jeszcze wigksze ograniczenie wielkos$ci bledu catkowania numerycznego.
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5.3. Podsumowanie

Rézniczkowanie i catkowanie numeryczne jest wzglednie prostym mechanizmem do
zaimplementowania w arkuszu Excela. R6zniczkowanie ze wzgledu na swoja podatnosc¢
na bledy jest zdecydowanie rzadziej uzywane, jednak catkowanie numeryczne mozna
powszechnie spotka¢. Wynika to stad, ze btedy w catkowaniu numerycznym sa wzgled-
nie niewielkie, a poza tym mozna je dos¢ prosto ogranicza¢. Ponadto analityczne roz-
wigzywanie wielu calek wiaze si¢ ze zmudnymi i dlugimi przeksztatceniami, w ktorych
fatwo si¢ pomyli¢. Blad catkowania numerycznego jest do$¢ niewielki, stad komputero-
we obliczanie catek jest tak powszechne.

Jezeli kto$ zainteresowany jest innymi metodami catkowania numerycznego, takimi
jak metody Newtona-Cotesa, Bodego, Monte Carlo czy Gaussa, powinien siggnac po lite-
raturg poswigcong stricte metodom numerycznym. Do$¢ tatwo znalez¢ w niej szczego-
lowe opisy tychze zagadnien.

5.4. Zadania do samodzielnego
wykonania

Wszystkie catki znajdujace si¢ w ponizszych zadaniach mozna latwo obliczy¢ w spo-
sob analityczny. Pozwoli to na porownanie wynikow z tymi uzyskanymi przy pomocy
metod numerycznych.

1. Zmodyfikuj arkusz wykorzystywany w tym rozdziale tak, aby do obliczania
pochodnych uzywane byly najpierw roznice przednie, a nastgpnie réznice
wsteczne. Porownaj uzyskiwane wyniki.

2. Zmien warto$ci bledu, modyfikujac wartosci funkcji RANDBETWEEN. Sprawdz,
kiedy symulowany btad pomiaru bgdzie na tyle niewielki, by nie wptywaé
znaczaco na rézniczkowanie numeryczne.

3
3. Oblicz przedstawionymi metodami catke J'ez”' sinxdx . Uzyskane wyniki

T

4
2x

i . . . . , . e .
poréwnaj z rozwiazaniem analitycznym, ktore dane jest wzorem —— (2sin x + cos x).

_ XX yUzyskane wyniki

4. Oblicz przedstawionymi metodami catke J' i
o 1+sin2x

poréwnaj z rozwiazaniem analitycznym, ktore dane jest wzorem

X ) 1 T
—tg| x—— |+—=Injcos| x —— |-
2 4) 2 4




