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3. Teoria szumów

Główną przeszkodą w telekomunikacji jest wszechobecny szum. O ile można mieć nadzieję,
że zakłócenia, będące skutkiem działalności technicznej człowieka, przynajmniej w niektó-
rych sytuacjach można całkowicie wyeliminować, o tyle szumy jako zjawiska naturalne oka-
zują się nieuchronne. Szumy są skutkiem chaotycznych ruchów (fluktuacji) atomów i elek-
tronów, z których zbudowany jest otaczający nas świat. Aby ich uniknąć, można oczywiście
schłodzić aparaturę telekomunikacyjną do temperatury bliskiej zera bezwzględnego. Sytuacja
taka zdarza się jednak dość rzadko, np. kiedy chodzi o komunikację z sondą międzyplane-
tarną, która działa w skrajnym chłodzie i ma do dyspozycji bardzo ograniczone zasoby energii.
Wtedy odbiornik na Ziemi, a przynajmniej jego część, schładza się do temperatur kriogenicz-
nych. Jest to jednak sytuacja dla telekomunikacji dość nietypowa. Przedewszystkimdlatego, że
aparatura kriogeniczna jest droga, duża i nieporęczna oraz kosztowna w eksploatacji. Słowem,
jest nie do zastosowania w żadnej aplikacji mobilnej. Ponadto proces schładzania wymaga
zużycia energii, przy czym sprawność tego procesu jest ograniczona przez sprawność cyklu
Carnota. Dlatego nawet w przypadku skrajnie wyidealizowanym energia potrzebna na prze-
słanie jednego bitu informacji z wykorzystaniem schłodzonej aparatury powiększona o ener-
gię niezbędną do chłodzenia jest taka sama jak energia niezbędna do przesłania jednego bitu
w temperaturze pokojowej. Co więcej, w temperaturach kriogenicznych ujawniają się zjawiska
kwantowe, o charakterze fluktuacji, które nie pozwalają mieć nadziei na pozbycie się szumów
nawet w temperaturze zera bezwzględnego.

3.1. Teoria Johnsona-Nyquista
Źródłem szumów są fluktuacje termiczne nośników ładunku w przewodnikach. Rozważmy
opornik o oporności R. Fluktuacje nośników manifestują się w postaci źródła napięcia połą-
czonego szeregowo z opornikiem. Wartość napięcia źródła jest sygnałem losowym. Aby zba-
dać podstawowe własności tego sygnału, przeprowadźmy eksperyment myślowy – połączymy
opornik z szeregowym obwodem LC tak, jak pokazuje to rysunek 3.1. Dobroć tak powstałego
obwodu rezonansowego, rozumiana jako stosunek szerokości 3 dB pasma przenoszenia tak
powstałego filtru pasmowego do częstotliwości rezonansowej, wyraża się wzorem:

Q =
1

R

√
L

C
. (3.1)

Ponieważ chodzi tu o eksperymentmyślowy, możemy przyjąć, że przy ustalonej częstotliwości
rezonansowej obwodu ω0 = 1/

√
LC jego dobroć może być zwiększana w sposób nieograni-

czony przez odpowiedni wybór wartości indukcyjności i pojemności. W praktyce mogą być
z tym duże trudności, ale w tym przypadku nie chodzi o praktyczną realizację odpowiedniego
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3.1. Teoria Johnsona-Nyquista

R

L C

Rysunek 3.1. Obwód rezonansowy służący badaniu szumów opornika

obwodu. Szumy termiczne opornika pobudzają obwód rezonansowy do drgań. Średnia ener-
gia drgań ε̄ jest sumą średniej energii zgromadzonej przez indukcyjność i pojemność:

ε̄ =
1

2
LI2 +

1

2
CU2

C . (3.2)

Zasada ekwipartycji mówi, że każdy ze składników powyższej sumy ma tę samą wartość:

ε̄ = LI2 = CU2
C . (3.3)

Jeżeli przyjąć, że napięcie szumów opornika jest sygnałemw szerokim sensie stacjonarnym, to
wszystkie napięcia i prądy w rozważanym obwodzie są w szerokim sensie stacjonarne. Gęstość
widmowamocy napięcia szumów1 Ū2(ω) łączy się z gęstością widmowąmocy prądu szumów
Ī2(ω) płynącego w obwodzie za pośrednictwem kwadratu modułu impedancji obwodu [7]:

I2(ω) =
ω2C2

(1− ω2LC)
2
+ ω2R2C2

U2(ω). (3.4)

W rezultacie średnią ze wzoru (3.2) można obliczyć następująco:

ε̄ =
1

2π

∫ ∞

0

Lω2C2

(1− ω2LC)
2
+ ω2R2C2

U2(ω)dω. (3.5)

Jednocześnie zgodnie z zasadą ekwipartycji energii średnia energia rezonatora przekazana mu
w wyniku fluktuacji termicznych jest równa kBT , gdzie kB ≈ 1,3806505 · 10−23 J/K to stała
Boltzmanna, natomiast T to temperatura bezwzględna opornika:

kBT =
Q

2πR

∫ ∞

0

x2

Q2 (1− x2)2 + x2
U2 (xω0) dx. (3.6)

1 W analizie szumów tradycyjnie używa się jednostronnej gęstości widmowej mocy szumów, tj. całko-
wanie widma odbywa się tylko dla dodatnich częstotliwości.

93
Poleć książkęKup książkę

https://helion.pl/rf/elekt1
https://helion.pl/rt/elekt1


3. Teoria szumów

Wpowyższej całce dokonano podstawienia zmiennychω = xω0. Dla dużychwartości dobroci
funkcja podcałkowa jest istotnie różna od zera tylko w otoczeniu punktu x = 1, a zatem:

lim
Q→∞

Q

2πR

∫ ∞

0

x2U2 (xω0)

Q2 (1− x2)2 + x2
dx =

= U2 (ω0) lim
Q→∞

Q

2πR

∫ ∞

0

dx
Q2(1/x− x)2 + 1

= kBT. (3.7a)

Całkę w powyższym wzorze można obliczyć w sposób elementarny [10] przez podstawienie
x = exp(±y) :∫ ∞

0

dx
Q2(1/x− x)2 + 1

dx =

∫ ∞

−∞

exp(±y)
4Q2 sinh2 y + 1

dy =

∫ ∞

−∞

cosh y
4Q2 sinh2 y + 1

dy =
π

2Q
,

co daje: U2 (ω0) = 4RkBT. (3.7b)

Gęstość widmowamocy szumów napięciowych oporności nie zależy od częstotliwości – szum
tego typu nazywa się szumem białym. Wynika stąd, że gęstość widmowa dysponowanej mocy
szumów jest też niezależna od częstotliwości:

P (ω) =
U2(ω)

4R
= kBT. (3.8)

Jest to zasadniczy wynik teorii Johnsona-Nyquista.
Zauważmy, że rozważany obwód LC jest w stanie równowagi termodynamicznej. Energia

drgań wywołanych fluktuacjami jest cały czas rozpraszana przez opornik. Gęstość widmowa
rozpraszanej mocy wyraża się wzorem:

Proz.(ω) = R · Ī2(ω) = ω2C2R

(1− ω2LC)
2
+ ω2R2C2

U2(ω).

Moc dostarczana do obwodu przez fluktuacje, a zatem „z wnętrza” opornika, wyraża się zależ-
nościami:

Pdos. (ω) = Re(UI) = Re

(
U2(ω)

1
jωC + jωL+R

)
=

ω2C2RU2(ω)

(1− ω2LC)
2
+ ω2R2C2

= Proz.(ω).

W ten sposób nie tylko całkowita moc dostarczana przez fluktuacje do rezonatora jest równa
całkowitej mocy rozpraszanej na oporniku, ale równość dotyczy także gęstości widmowych
odpowiednich mocy.
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3.2. Rozszerzenie Callena-Weltona

3.2. Rozszerzenie Callena-Weltona
Zasadnicza trudność teorii Johnsona-Nyquista polega na tym, że opisywany przez nią szum
jest szumem białym. Moc dysponowana szumów rośnie proporcjonalnie do szerokości pasma
sygnału i teoretycznie może być dowolnie duża. Powstaje pytanie: czy widmo mocy szumów
jest rzeczywiście stałe dla dowolnie dużych częstotliwości? Aby się o tym przekonać, trzeba
badać własności opisanego wyżej obwodu rezonansowego dla coraz wyższych częstotliwo-
ści rezonansowych. Im większa częstotliwość, tym mniejsze rozmiary geometryczne obwodu.
Dla odpowiednio dużych częstotliwości obwód taki musi być opisywany prawami mechaniki
kwantowej. Oznacza to, że we wzorze (3.6) zamiast iloczynu kBT powinien się pojawić wzór
na średnią energię kwantowego oscylatora:

U2 (ω0) · lim
Q→∞

Q

2πR

∫ ∞

0

dx
Q2(1/x− x)2 + 1

=
h̄ω0

exp
(
h̄ω0

kBT

)
− 1

+
h̄ω0

2
, (3.9)

gdzie h̄ ≈ 1,054571817 · 10−34 J∙s to stała Diraca. W rezultacie gęstość widmowa mocy szu-
mów napięciowych opornika wyraża się wzorem:

U2(ω) =
4Rh̄ω

exp
(
h̄ω
kBT

)
− 1

+ 2Rh̄ω. (3.10)

Sytuacja zdaje się być gorsza niż dotychczas.Widmomocy szumów, za sprawą drugiego skład-
nika, rośnie nieograniczenie wraz ze wzrostem częstotliwości! Zwykły opornik powinien po-
razić nas twardym promieniowaniem gamma! Tak jednak nie jest.

W istocie energia oscylatora kwantowo mechanicznego wyraża się wzorem [18]:

ε = h̄(n+ 1/2)ω0, (3.11)

gdzie:n = 0, 1, 2, . . . Energia oscylatora w stanie podstawowym, dla któregon = 0, jest różna
od zera. Jest to konsekwencja zasady nieoznaczoności. Oscylator kwantowy, który dołączamy
do oporności, ma od razu energię h̄ω0/2. Oscylacje termiczne „dorzucają” do tego średnio
energię h̄ω0/ (exp (h̄ω0/kBT )− 1). Dysponowana moc szumów wyraża się zatem wzorem:

P (ω) =
h̄ω

exp
(
h̄ω
kBT

)
− 1

. (3.12)

Jest to wzór Plancka, który dla h̄ω � kBT daje P (ω) = kBT . W temperaturze pokojowej
wartość widma mocy wyraźnie różni się od tej, którą przewiduje teoria Johnsona-Nyquista
dopiero dla częstotliwości f > kBT/h ≈ 6250GHz, a całkowita moc dysponowana szumów
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termicznych nie jest nieskończona, ale wynosi2:

P =

∫ ∞

0

P (2πf)df = (πkBT )
2
/6h ≈ 40,1 nW (−44 dBm). (3.13)

Wynikałoby stąd, że uwzględniając we wzorze (3.10) energię stanu podstawowego oscylatora
kwantowego, popełniliśmy błąd. Nie do końca jednak tak jest.Wbrew intuicji dotyczącej ukła-
dów klasycznych energia stanu podstawowego uczestniczy w fluktuacjach. W stanach przej-
ściowych energia ta może zostać chwilowo przekazana oporności. Możliwość taką przewiduje
zasada nieoznaczoności – energii w układzie może być za mało, byle nie trwało to zbyt długo.
Fluktuacje te, łączone z fluktuacjami próżni3, w dłuższym czasie nie mogą być źródłem energii
dla żadnego układu. Dlatego w układach pasywnych szumy opisuje wzór Plancka (3.12). Jeżeli
jednak opornik znajduje się w układzie aktywnym, energia fluktuacji próżni może mu zo-
stać na chwilę przekazana, wzmocniona w układzie aktywnym, a następnie zwrócona, tak aby
stało się zadość zasadzie nieoznaczoności. W ten sposób układy aktywne wzmacniają fluktu-
acje próżni, generując szumykwantowomechaniczne niezależne od temperatury układu.Osta-
tecznie gęstość widmowa mocy szumów opornika w układzie aktywnym wyraża się wzorem
Callena-Weltona (3.10).

Porównanie widmamocy szumów oporności dla różnych temperatur pracy układu przed-
stawia rysunek 3.2. Szumy kwantowe w układach aktywnych objawiają się dla skrajnie dużych
częstotliwości i w praktyce stają się dominujące dopiero dla częstotliwości powyżej 1THz.

3.3. Szum śrutowy
Jest konsekwencją ziarnistej struktury ładunku elektrycznego. Pojawia się, kiedy nośniki ła-
dunku docierają do celu w losowych chwilach czasu. Dobrym przykładem są nieregularności
przechodzenia ładunku przez barierę potencjału w złączu półprzewodnikowym p-n.

Załóżmy, że w czasie T nastąpił przepływ N ładunków, każdy o wartości q. Całkowity
ładunek przeniesiony w czasie T jest zatem równy Q = q · N . Podzielmy przedział czasu T
na K szczelin czasowych, każda o takiej samej długości δT = T/K . Zakładamy, że nośniki
ładunku są od siebie odróżnialne, czyli że można je ponumerować od 1 do N , i każdemu
nośnikowi można przypisać numer szczeliny czasowej, w której przybywa do celu.

2 Stała Plancka h = 2πh̄ ≈ 6,626070040(81) · 10−34 J∙s.
3 Próżnia jest opisywana przez mechanikę kwantową jako rojowisko pojawiających się i anihilujących

par cząstka–antycząstka [10].
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Rysunek 3.2. Gęstość widmowa mocy szumów termicznych i kwantowych
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Przyjmijmy dalej, że żadna ze szczelin nie jest pod tym względem wyróżniona, a czas dotarcia
do celu wybranego nośnika nie jest skorelowany z czasem przybycia żadnego innego nośnika.
Powstaje w ten sposób prosty statystyczny model szumów śrutowych. Prawdopodobieństwo,
że wybrany nośnik ładunku dotrze do celu w określonej szczelinie czasowej o numerze k0 ∈
{1, 2, . . . ,K}, wynosi:

p =
δT

T
=

1

K
. (3.14)

Prawdopodobieństwo, że w szczelinie czasowej o numerze k0 dotrze do celu dokładnie n ła-
dunków, opisuje rozkład Bernoullego:

p(n) =

(
N

n

)(δT
T

)n(
1− δT

T

)N−n

n = 0, 1, 2, . . . , N. (3.15)

Średni ładunek docierający w czasie trwania jednej szczeliny obliczamy następująco:

q̄ = qE(n) = q ·
N∑

n=0

np(n) = q

[
p

d
dp

N∑
n=0

(
N

n

)
pnpN−n

1

]

p1=1−p

= q ·N · p =
Q

K
=

I0T

K
,

gdzie I0 oznacza wartość płynącego prądu. Taki wynik jest intuicyjnie zrozumiały. Wariancja
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docierającego ładunku dla dużychK może być przybliżona następująco:

q2 − q̄2 = q2
N∑
n=0

n2p(n)− q̄2 → qI0δT. (3.16)

W rezultacie średni prąd płynący w czasie trwania jednej szczeliny czasowej jest równy:

q̄

δT
= I0, (3.17a)

natomiast jego wariancja to:
q2 − q̄2

δT 2
= 2qI0W, (3.17b)

gdzie 2W = 1/δT to szerokość pasma częstotliwości szumów.
Rozkład Bernoullego (3.15) dla Np > 5 oraz N(1 − p) > 5 można przybliżyć roz-

kładem normalnym N (Np,
√

(Np(1− p))). Dla dużych N i niewielkich wartości iloczynu
Np rozkład ten może być przybliżony rozkładem Poissona o parametrze λ = Np: p(n) ≈
λn exp(−λ)/n!. Przykładowy przebieg rozkładu Bernoullego dla N/K = p = 5 przed-
stawiono na rysunku 3.3. Zgodność zaproponowanego modelu z wynikami eksperymentów
laboratoryjnych uzyskano w wielu doświadczeniach [12]. Jest to istotne, ponieważ rozważany
model ma charakter modelu probabilistycznego i wiele z jego założeńmusi być skonfrontowa-
nych z rzeczywistością. Można bowiem przedstawić alternatywne modele szumu śrutowego,
np. model, w którym nośniki ładunku są nieodróżnialne. Nie można ich w żaden sposób po-
numerować i nie można powiedzieć, które konkretnie ładunki przybyły w danej szczelinie.
Można tylko stwierdzić, ile ładunków znalazło się w każdej szczelinie czasowej. Prowadzi to
do modelu, w którym wariancja liczby ładunków jest proporcjonalna do kwadratu natężenia
prądu I0, a rozkład prawdopodobieństwa p(n) jest asymptotycznie rozkłademwykładniczym.

Model szumu śrutowego stanowi źródło prądu stałego połączone równolegle ze źródłem
szumów prądowych o wartości oczekiwanej zero i stałej jednostronnej gęstości widmowej
mocy:

Ī2(ω) = 2q · I0. (3.18)

Niezależność gęstości widmowej mocy od częstotliwości jest umieszczona w założeniach mo-
delu – nośniki docierają do celu niezależnie od siebie. Poprawność tego założenia musi być
zawsze weryfikowana eksperymentalnie. Istnieje wiele sytuacji, w których nośniki ładunku
przybywają do celu w sposób skorelowany. Stopień tej korelacji określa kształt widma mocy
obserwowanego szumu i zakres częstotliwości, dla których model wyrażony wzorem (3.18)
pozostaje prawdziwy.
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Rysunek 3.3. Rozkład Bernoullego

3.4. Czwórniki
Przetworniki sygnału, jak np. wzmacniacze, mieszacze, filtry itp., mogą być zwykle traktowane
jako czwórniki. Ponieważ sygnał szumu jest najczęściej dużomniejszy niż potencjał termiczny
w temperaturze pokojowej ϕT = kBT/q ≈ 26mV, to układy te mogą być opisywane jako
czwórniki liniowe. Opis taki stanowi zwykle macierz admitancyjna czwórnika:

[
i1

i2

]
=

[
y11 y12

y21 y22

][
u1

u2

]
+

[
j1

j2

]
, (3.19)

gdzie i1, i2 to prądy wpływające do wrót czwórnika, a u1, u2 to napięcia panujące na wrotach,
zaś źródła j1 oraz j2 reprezentują wszystkie niezależne źródła prądu i napięcia znajdujące się
we wnętrzu czwórnika. Czwórnik może być zatem przedstawiony jako połączenie czwórnika
pozbawionego źródeł i dwóch źródeł prądu wpiętych równolegle do wrót czwórnika. Alterna-
tywnym sposobem opisu czwórnika jest użycie macierzy łańcuchowej ABCD:

[
u1

i1

]
=

[
A B

C D

][
u2

i2

]
+

[
e1

j1

]
. (3.20)

Opis taki otrzymamy przez przekształcenie równań (3.19). W tym przypadku źródła czwór-
nika zostają sprowadzone do źródła napięcia oraz źródła prądu e1, j1 na wejściu czwórnika.
W dążeniu do uniezależnienia opisu własności szumowych czwórnika od obciążenia oraz im-
pedancji źródła sygnału czwórnik z wewnętrznymi źródłami szumu sprowadza się do czwór-
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czwórnik
bez źródeł szumu

en

jnu1

i1

u2

i2

Rysunek 3.4. Zastępcze źródła szumów czwórnika

nika bezszumowego oraz dwóch źródeł sygnału stochastycznego en, jn umieszczonych na
wejściu (rysunek 3.4). Dla każdej częstotliwości z osobna szum jest opisywany przez poda-
nie trzech parametrów [6, 14]:

1. Zastępczej rezystancji szumowej na wejściu:

Rn = e2n(ω)/(4kBT0), (3.21a)

która jest równoważna podaniu gęstości mocy źródła szumów napięciowych e2n(ω).
2. Zastępczej konduktancji szumowej na wejściu:

gn = j2n(ω)/(4kBT0), (3.21b)

która jest równoważna podaniu gęstości mocy źródła szumów prądowych j2n(ω).
3. Zespolonego współczynnika korelacji szumów:

ρ =
e∗njn(ω)√
e2n · j2n

, (3.21c)

który jest równoważny podaniu widma skrośnego dla szumów napięciowych i prądo-
wych e∗njn(ω).

Temperatura T0 = 290K jest znormalizowaną temperaturą odniesienia. Należy podkreślić,
że choć formalnie mamy do czynienia z trzema parametrami szumowymi czwórnika, to jed-
nak w istocie są to cztery liczby rzeczywiste – współczynnik korelacji ma część rzeczywistą
i urojoną. Opis własności szumowych czwórnika wymaga zatem podania czterech liczb rze-
czywistych.

Przykład 3.1. (Model szumowy tranzystora bipolarnego). Rysunek 3.5 przedstawia najprost-
szy możliwy model szumowy tranzystora bipolarnego. Źródłami szumów są prąd bazy, prąd
kolektora oraz oporność bazy. Zakłada się, że źródła te są nieskorelowane, mają stałą gęstość
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u
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2 ⟩

gbe=
I b
φ T

Cbe=
Ic

φTω T

⟨eb
2 ⟩=4 k b⋅T⋅r b ⟨ i b

2 ⟩=2⋅q⋅I b ⟨ i bc
2 ⟩=2⋅q⋅Ic

gm=
Ic
φ T

Rysunek 3.5. Prosty model szumowy tranzystora bipolarnego

widmową mocy:
i2b = 2qIb, i2c = 2qIc, e2b = 4kBTrb, (3.22)

gdzie q = 1,60217653 · 10−19 A∙s oznacza ładunek elektronu, Ib to prąd polaryzacji bazy,
Ic to prąd polaryzacji kolektora, natomiast T jest temperaturą obszaru bazy. Trzy parame-
try szumowe tranzystora można otrzymać w wyniku koncepcyjnie nieskomplikowanych, lecz
żmudnych analiz obwodu z rysunku 3.5. Ich wynik jest następujący [14]:

Rn =
ϕ2
T

2 · Ic · ϕ0
+ rb ·

ϕT · (β + 1)

β · ϕ0
+ r2b ·

Ic ·
(
β2ω2/ω2

T + β + 1
)

2 · β2 · ϕ0
, (3.23a)

gn =
Ic ·
(
β2ω2/ω2

T + β + 1
)

2 · β2 · ϕ0
, (3.23b)

ρ
√
Rngn =

ϕT · (1 + j · βω/ωT )
2 · β · ϕ0

+ rb ·
Ic ·
(
β2ω2/ω2

T + β + 1
)

2 · β2 · ϕ0
, (3.23c)

gdzie ωT = 2πfT to częstotliwość graniczna tranzystora, β jest wzmocnieniem prądowym
tranzystora, ϕT to potencjał termiczny dla temperatury obszaru bazy oraz ϕ0 = 24,99mV
to potencjał termiczny w temperaturze odniesienia. Parametry szumowe tranzystora zależą
zatem w sposób dość złożony od temperatury, parametrów tranzystora, prądu kolektora oraz
częstotliwości pracy.

Parametry obwodowe Rn, gn, ρ opisujące szum czwórnika nie zawsze są najbardziej wy-
godnym zestawem parametrów. W praktyce inżynierskiej najczęściej stosuje się opis szumów
czwórnika za pomocą zestawu parametrów zawierających współczynnik szumów.
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3.5. Współczynnik szumów
Współczynnikiem szumów (liczbą szumową) czwórnika nazywa się stosunek gęstości wid-
mowej mocy szumów na wyjściu czwórnika do tej części gęstości widmowej mocy szumów,
która pochodzi od źródła sygnału na wejściu czwórnika, o którym to źródle zakładamy, że ma
temperaturę równą temperaturze odniesienia T0.

Aby obliczyćwspółczynnik szumówczwórnika przedstawionegona rysunku 3.4, dołączmy
do wejścia źródło sygnału, przedstawione zgodnie z twierdzeniem Nortona jako równoległe
połączenie źródła prądu is i admitancji Ys. Ograniczmy się do samego obwodu wejściowego
przedstawionego na rysunku 3.6.

en

jnYsis iz

Rysunek 3.6. Obwód wejściowy modelu szumowego czwórnika

Zakładamy, że źródło sygnału ma temperaturę równą temperaturze odniesienia T0, a jego
szumy są wyłącznie szumami termicznymi przewodności Gs = Re (Ys). Gęstość widmowa
szumów źródła wejściowego wyraża się wzorem:

ī2s(ω) = 4kBT0Gs. (3.24)

Wystarczy zatem obliczyć stosunek prądu zwarciowego dwójnika z rysunku 3.6 oraz tej jego
części, która pochodzi od źródła sygnału is, aby obliczyć współczynnik szumówFn czwórnika
z rysunku 3.4:

Fn(ω) =
ī2z(ω)

ī2s(ω)
. (3.25)

Podzielmy prąd szumów jn na część skorelowaną z napięciem szumów en oraz ju część nie-
skorelowaną z napięciem szumów en:

jn − ju = Yγ · en, (3.26a)

gdzie ju spełnia warunki: e∗nju(ω) = 0 oraz (jn − ju)∗ ju(ω) = 0. (3.26b)
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Pierwszy z tych warunków określa admitancję szumów Yγ :

Yγ = ρ ·
√
gn
Rn

, (3.27)

co dalej na podstawie (3.26a) pozwala nawyliczenie składowej nieskorelowanej prądu szumów
czwórnika ju. W ten sposób zwarciowy prąd dwójnika z rysunku 3.6 może być wyrażony jako
suma trzech statystycznie niezależnych składowych:

iz = is + (Ys + Yγ) en + ju. (3.28)

Widmo mocy tego prądu jest zatem także sumą trzech składowych:

ī2z = ī2s + |Ys + Yγ |2 ē2n + j̄2u, (3.29)

a współczynnik szumów wyraża się wzorem:

F = 1 +
|Ys + Yγ |2 ē2n + j̄2u

ī2s
= 1 +

Gu
Gs

+
Rn
Gs
|Ys + Yγ |2 , (3.30)

gdzie gęstość widmową nieskorelowanej części szumów wyrażono przez odpowiednią prze-
wodność j̄2u = 4kBT0Gu, która wyraża się wzorem:

Gu = (jn − Yγen) (jn − Yγen)∗/ (4kBT0) = gn
(
1− |γ|2

)
. (3.31)

Współczynnik szumów czwórnika zależy zatem od parametrów szumowych czwórnika oraz
admitancji źródła sygnału Ys:

F = 1 +
Gu
Gs

+
Rn
Gs

(
(Gs +Gγ)

2
+ (Bs +Bγ)

2
)
. (3.32)

Przy ustalonychparametrach szumowych czwórnika funkcja tamusimiećminimumzewzględu
na admitancję źródła sygnału. Warunki:

∂F

∂Gs
= 0 i

∂F

∂Bs
= 0 (3.33)
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jest spełniony dla optymalnej wartości konduktancji i susceptancji źródła:

Gopt =

√
gn
Rn

[
1− Im2(ρ)

]
, (3.34a)

Bopt = −Bγ = −
√
gn
Rn

Im(ρ). (3.34b)

Minimalna wartość współczynnika szumów czwórnika jest zatem dana wzorem:

F0 = 1 + 2Rn
(
Gopt +Gγ

)
. (3.35)

Ostatecznie współczynnik szumów dla dowolnej admitancji źródła sygnału ma postać:

F = F0 +
Rn
Gs

[(
Gs −Gopt

)2
+
(
Bs −Bopt

)2]
. (3.36)

Moc szumów generowanych przez czwórnik można więc obliczyć, dysponując zestawem czte-
rech parametrów: F0 – minimalny współczynnik szumów,Rn – rezystancja szumowa, i dwie
składowe optymalnej admitancji szumowej Yopt = Gopt + j ·Bopt.

Ze względów praktycznych zamiast admitancji źródła używa się zwykle współczynnika
odbicia:

Γs =
1− Z0 · Ys
1 + Z0 · Ys

, (3.37)

gdzieZ0 = 50Ω.Wzór (3.36) można przepisać tak, aby zawierał tylko współczynniki odbicia:

F = F0 +
4Rn
Z0
·

∣∣Γopt − Γs
∣∣2∣∣1 + Γopt

∣∣2 · (1− |Γs|2) . (3.38)

Kiedy mówi się o parametrach szumowych czwórnika, najczęściej ma się na myśli F0 – mini-
malnywspółczynnik szumów,Rn – rezystancję szumową, oraz amplitudę i fazęwspółczynnika
odbicia źródła minimalizującego moc szumów Γopt =

∣∣Γopt
∣∣ · exp(j · ϕ). Wygodnym sposo-

bem określania własności szumowych czwórnika są okręgi stałego szumu (ang. noise circles).
Na wykresie Smitha zbiór wartości współczynnika odbicia źródła sygnału, dla których współ-
czynnik szumów czwórnika F > F0 jest stały, jest okręgiem. Im większa wartość współczyn-
nika szumu, tym większy promień okręgu, a środek jest bliżej środka wykresu Smitha – patrz
rysunek 3.7.
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Rysunek 3.7. Okręgi stałego szumu dla wzmacniacza niskoszumnego z przykładu 3.5 przy

częstotliwości f = 100MHz; parametry szumowe wzmacniacza F0 = 3 dB, 4Rn/Z0 = 0,51,

Γopt = 0,499/175,1o
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Rysunek 3.8. Okręgi stałego wzmocnienia dla wzmacniacza niskoszumnego z przykładu 3.5 przy

częstotliwości f = 100MHz; parametry rozproszenia wzmacniacza S11 = −0,949− 0,019j,

S12 = 1,283 · 10−4 + 9,7 · 10−3j, S21 = 4,451 + 1,8j, S22 = 0,685 + 0,695j; w tle współczynnik

odbicia źródła dopasowanego szumowo do wzmacniacza
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Dysponowane wzmocnienie mocy Ga czwórnika jest definiowane jako stosunek mocy dys-
ponowanej na obciążeniu czwórnika [PL]max do mocy dysponowanej źródła sygnału [Ps]max:

Ga =
[PL]max
[Ps]max

=

(
1− |Γs|2

)
· |S21|2

|1− S11 · Γs|2 ·
(
1−

∣∣∣S22 +
S12 · S21 · Γs
1− S11 · Γs

∣∣∣2) , (3.39)

gdzie Sij , i, j ∈ {1, 2} to współczynniki macierzy rozproszenia czwórnika. Wygodną formą
ilustrowania zależnościGa odwspółczynnika odbicia źródła sygnału są okręgi stałegowzmoc-
nienia (ang. power circles). Na wykresie Smitha zbiór wartości współczynnika odbicia źródła
sygnału, dla których dysponowane wzmocnienie mocy jest stałe, jest okręgiem – rysunek 3.8.
Rodzina okręgów stałego wzmocnienia, dla której parametrem jest dysponowane wzmocnie-
nie czwórnika, tworzy hiperboliczny pęk okręgów, tj. zbiór okręgów przechodzących przez
dwa ustalone punkty na brzegu wykresu Smitha. Im mniejsze dysponowane wzmocnienie
mocy, tym większy promień okręgu. Asymptotycznie dla wzmocnieniaGa = 0 okrąg stałego
wzmocnienia pokrywa się z brzegiem wykresu Smitha.

Dysponowane wzmocnienie mocy Ga zależy tylko od współczynnika odbicia źródła sy-
gnału, a nie zależy od współczynnika odbicia obciążenia czwórnika ΓL, bo ten współczynnik
musi być dobrany tak, aby zmaksymalizować moc przekazywaną do obciążenia [11]:

ΓL =

(
S22 +

S12 · S21 · Γs
1− S11 · Γs

)∗

. (3.40)

Przykład 3.2. W procesie projektowania wzmacniaczy niskoszumnych rezygnuje się zwykle
z dopasowania mocy na wejściu układu na rzecz dopasowania szumowego, wybierając, zwy-
kle za pomocą reaktancyjnego układu dopasowującego, współczynnik odbicia źródła sygnału
o wartości Γopt. Podobnie na wyjściu zamiast dopasowania mocy współczynnik odbicia ob-
ciążenia wybiera się o wartości ΓL. W ten sposób, rezygnując z części wzmocnienia układu,
uzyskuje się możliwie wysoki stosunek sygnał–szum na wyjściu wzmacniacza [11].

Przykład 3.3. Dla tranzystora bipolarnego o dużymwspółczynnikuwzmocnienia prądowego
β � 1 oraz w zakresie niskich częstotliwości ω � ωT /

√
β (ωT oznacza częstotliwość gra-

niczną tranzystora) wzory (3.23a)–(3.23c) mogą być w znaczący sposób uproszczone [14]:

Rn ≈
rb · ϕT
ϕ0

+
ϕ2
T

2 · Ib · β · ϕ0
, (3.41a)

gn ≈
Ib

2 · ϕ0
, (3.41b)

ρ
√
Rngn ≈

Ib · rb
2 · ϕ0

+
ϕT

2 · β · ϕ0
+ j

ϕT · ω/ωT
2 · ϕ0

. (3.41c)
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3.5. Współczynnik szumów

W rezultacie admitancja szumów (3.27) upraszcza się do postaci:

Yγ ≈
Ib · (ϕT + Ib · β · rb)

ϕT · (ϕT + 2 · Ib · β · rb)
+

j · Ib · β · ω/ωT
ϕT + 2 · rb · β · Ib

, (3.42)

a optymalna admitancja źródła sygnału przyjmuje postać:

Y0 = G0 + j ·B0 ≈

√
I2b · β

ϕ2
T + 2 · rb · ϕT · β · Ib

− j · Ib · β · ω/ωT
ϕT + 2 · rb · β · Ib

. (3.43)

Optymalna susceptancja źródła sygnałuB0 jest zwykle dla rozważanego zakresu częstotliwo-
ści pomijalna w stosunku do konduktancjiG0. Dlatego obliczając minimalną wartość współ-
czynnika szumów, ograniczamy się tylko do uwzględnienia konduktancji. W rezultacie otrzy-
mujemy wzór uproszczony:

F0 ≈ 1 +

(
2 · rb · ϕT

ϕ0
+

ϕ2
T

Ib · β · ϕ0

)
·

√
I2b · β

ϕ2
T + 2 · rb · ϕT · β · Ib

. (3.44)

Na rysunku 3.9 przedstawiono wybrane parametry szumowe tranzystora BC547C. Są to rezy-
stancja szumów nawejściu, konduktancja szumów nawejściu oraz współczynnik szumówF50

dla oporności źródła sygnałuRs = 50Ω. Obliczenia przeprowadzono z wykorzystaniem pro-
gramu LTspice dla temperatury złącza równej T = 290K. Z programem LTspice dostarczona
jest podstawowa bibliotekamodeli elementów, wśród których jest model tranzystora BC547C.
Szczegóły modelu można znaleźć w literaturze [4], natomiast użyte wartości parametrów mo-
delu dla tranzystora BC547C są następujące [1]:

.model BC547C NPN (IS=4.679E-14 NF=1.01 ISE=2.642E-15 NE=1.581
BF=458.7 IKF=0.1371 VAF=52.64 VAR=364.5 NR=1.019 RB=1 ISC=2.337E-14
IRB=1.00E-06 RBM=1 NC=1.164 RE=0.2598 BR=11.57 RC=1 XTB=0 IKR=0.1144
EG=1.11 XTI=3 CJE=1.229E-11 VJE=0.5591 MJE=0.3385 TF=4.689E-10
XTF=160 ITF=0.8842 TR=1.00E-32 PTF=0 CJS=0 CJC=4.42E-12 VJS=0.75
VJC=0.1994 MJS=0.333 MJC=0.2782 FC=0.7936 Vceo=45 XCJC=0.6193
VTF=2.828 Icrating=100m mfg=Philips)

Te same obliczenia wykonano z wykorzystaniem wzorów (3.23) oraz ich wersji uproszczo-
nej (3.41). Na wykresach po lewej stronie przyjęto we wzorach analitycznych (3.23) oraz (3.41)
wartość rb = 0Ω. Dla niskich częstotliwości f < fT /

√
β istotne różnice między wzorami

analitycznymi a obliczeniami symulacyjnymi w programie SPICE dotyczą rezystancji szumo-
wej oraz współczynnika szumówF50. Różnice te są znaczniemniejsze na wykresach po prawej
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Rysunek 3.9. Wybrane parametry szumowe tranzystora BC547C; na wykresach po lewej stronie we

wzorach analitycznych przyjęto, że oporność bazy tranzystora jest równa zero; na wykresach po prawej

uwzględniono oporność bazową i jej zmiany wraz ze wzrostem prądu bazy
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stronie rysunku 3.9. Uwzględniono na nich we wzorach analitycznych rb = 1Ω oraz wpływ
modulacji szerokości bazy na oporność bazy rb, zgodnie z modelem opisanym w [4]. Dla czę-
stotliwości powyżej fT /

√
β wzory analityczne (3.23) oraz (3.41) dają wyniki wyraźnie różne

od wyników obliczeń z wykorzystaniem programu SPICE.

Powyższy przykład uzmysławia wagę oporności bazy w kształtowaniu własności szumo-
wych tranzystora bipolarnego. Dla częstotliwości f > fT /

√
β nie dość, że potrzebny jest

model małosygnałowy tranzystora bardziej złożony niż ten rozważany w przykładzie 3.1, to
jeszcze trzeba uwzględnić w modelu zjawisko modulacji szerokości bazy oraz szereg zjawisk
związanych z transportem nośników w bazie tranzystora. Trudności w konstruowaniu mo-
delu szumowego tranzystora bipolarnego na podstawie analizy zachodzących w nim zjawisk
fizycznych, ujawniające się szczególnie dla częstotliwości mikrofalowych, skłaniają do odwo-
łania się w praktyce inżynierskiej do pomiarów tych własności. Nie jest to sytuacja nietypowa.
Własności szumowe przyrządów i układów podawane w katalogach są wielkościami mierzo-
nymi laboratoryjnie.

3.6. Pomiar parametrów szumowych
Pomiar właściwości szumowych czwórnika jest często trudny i obciążony znaczną niepew-
nością. Dlatego poniżej zostanie przedstawiona tylko idea pomiaru, bez wnikania w liczne
szczegóły techniczne.

3.6.1. Pomiar współczynnika szumów
Schemat ideowy układu do pomiaru współczynnika szumów z wykorzystaniem generatora
szumów metodą czynnika Y (ang. Y-factor method) przedstawiony jest na rysunku 3.10. Ge-
nerator szumów ma zwykle oporność wyjściową Rs = 50Ω. Czasami jest to oporność Rs =
75Ω. W stanie wyłączenia (ang. off, cold) szum generowany przez źródło ma zastępczą tem-
peraturę Tc. W stanie włączenia (ang. on, hot) szum generowany przez źródło ma zastępczą
temperaturę Th. Podczas pomiaru istotny jest tylko współczynnik szumu nadmiarowego ENR
(ang. excess noise ratio):

ENR =
Th − Tc
T0

, (3.45a)

który często wyraża się w skali logarytmicznej:

ENRdB = 10 · log
(
Th − Tc
T0

)
, (3.45b)
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Rysunek 3.10. Schemat ideowy układu do pomiaru współczynnika szumów [16]

gdzie T0 = 290K jest temperaturą odniesienia. Oznacza to, że źródło szumu opisane para-
metrem ENRdB = 0 dB charakteryzuje się różnicą temperatury szumu równą 290K między
stanem hot i stanem cold. Stosunek mocy szumu rejestrowanego przez miernik mocy, kiedy
źródło jest w stanie hot, domocy szumu rejestrowanego, kiedy źródło jest w stanie cold, wyraża
się wzorem (ang. Y-factor) [16]:

Y =
kB · [Th + T0 · (F − 1)] ·Ga ·B
kB · [Tc + T0 · (F − 1)] ·Ga ·B

, (3.46)

gdzie Ga to wzmocnienie mocy badanego przyrządu (ang. device under test – DUT), F to
współczynnik szumówprzyrządu, aB jest szerokością pasma przenoszenia filtru użytego pod-
czas pomiaru. Pomiar wielkości Y pozwala na wyliczenie współczynnika szumów:

F =
ENR
Y − 1

+

(
Tc
T0
− 1

)
. (3.47a)

Jeżeli temperatura szumu dla źródła w stanie cold jest równa temperaturze odniesienia Tc =
T0, to powyższy wzór znacznie się upraszcza:

F =
100,1·ENRdB

Y − 1
. (3.47b)

Zaletą metody jest fakt, że nie wymaga ani wyznaczenia wzmocnienia mocy badanego układu
Ga, ani znajomości pasma przenoszenia filtruB.

Przykład 3.4. Załóżmy, żemierzony jestwspółczynnik szumówwzmacniacza, któregowzmo-
cnienie mocy w badanym paśmie i w warunkach dopasowania na wejściu i wyjściu do 50Ω
jest równe Ga = 20 dB, zaś współczynnik szumów jest równy F = 2 dB. Niech szerokość
pasma filtru w torze pomiarowym wynosiB = 1MHz. Użyto źródła szumów o ENR = 6 dB,
dla którego można przyjąć Tc = T0. W tej sytuacji moc szumów na wejściu miernika mocy,
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kiedy źródło jest w stanie cold, wynosi:

Pcold = kB · T0 · F ·Ga ·B ≈ 0,635 pW (−92,0 dBm).

Kiedy źródło sygnału jest w stanie hot, mierzona moc jest równa:

Phot = kB · [Th + T0 · (F − 1)] ·Ga ·B ≈ 2,23 pW (−86,5 dBm),

natomiast moc szumów termicznych w paśmie o szerokościB jest równa:

Pnoise = kB · T0 ·B ≈ 4,00 · 10−3 pW (−114,0 dBm).

Oznacza to, że na wejściu miernika mocy nie można liczyć na stosunek sygnał–szum istotnie
większy niż około 25 dB.

Opisując sposób pomiaru współczynnika szumów z wykorzystaniem źródła szumów, nie
uwzględniono szumów własnych miernika mocy. Jeżeli współczynnik szumów miernika wy-
nosi FNFA, to w liczniku i mianowniku wzoru (3.46) należy uwzględnić dodatkowy składnik
kBT0 (FNFA − 1). Powoduje to, że wartość współczynnika szumów powinna być obliczona na
podstawie pomiarów z wykorzystaniem następującego wzoru:

F =
ENR
Y − 1

+

(
Tc
T0
− 1

)
+
FNFA − 1

Ga
. (3.48)

W przypadku użycia tego wzoru trzeba znać współczynnik szumów miernika mocy, a przed
pomiarem współczynnika szumów wyznaczyć wzmocnienie mocy mierzonego układu. Zwy-
kle komplikuje to całą procedurę pomiarową [6].

Jeżeli mierzony jest współczynnik szumów wzmacniacza o wzmocnieniu rzędu 20 dB,
a współczynnik szumów miernika mocy nie przekracza kilku decybeli, to błąd wynikający
z pominięcia ostatniego składnika we wzorze (3.48) nie przekracza kilku procent. Tego sa-
mego rzędu błędy wynikają z niepewności współczynnika ENR, która zwykle wynosi około
±0,05 dB [17]. Jeszcze jednym źródłem błędów jest niedopasowanie na wejściu mierzonego
układu. W ten sposób niewielkie błędy pomiaru są możliwe do uzyskania tylko dzięki temu,
że każde komercyjnie sprzedawane źródło szumu jest wyposażone w indywidualną krzywą
kalibracji współczynnika ENR oraz współczynnika odbicia w funkcji częstotliwości.

Wprzypadkuukładuodużymwspółczynniku szumu, dla którego parametrY jest zbliżony
do jedności i wynik pomiaru jest skrajnie wrażliwy na błędy pomiarumocy,można zastosować
historycznąmetodę podwojeniamocy.Wukładzie z rysunku 3.10 zamiast generatora szumów
używa się zwykłego generatora sygnałowego. Najpierw rejestruje się moc Pnoise wskazywaną
przez miernik mocy, kiedy wejście układu jest dopasowane za pomocą impedancjiZ0 = 50Ω
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(zakładamy, że układ jest w temperaturze odniesienia T0). Następnie dołącza się do układu
generator sygnału i zwiększa jego moc aż do poziomu Pgen, dla którego wskazanie miernika
mocy nawyjściu zwiększy się o 3 dB (podwoi się dowartości 2Pnoise). Nietrudno się przekonać,
że w tym przypadku współczynnik szumów wyraża się wzorem:

F =
Pgen

kB · T0 ·B
. (3.49)

Metoda nie wymaga wyznaczenia wzmocnienia badanego układu. Wymaga jednak znajomo-
ści pasma przenoszenia filtru B oraz użycia miernika czułego rzeczywiście na moc sygnału
(ang. true rms), a nie przyrządu jedynie wyskalowanego w jednostkach mocy4.

Wprzypadku gdy badany układmocno szumi, a znane są jegowzmocnieniemocyGa oraz
pasmo przenoszenia, do określenia współczynnika szumów wystarcza pomiar mocy szumów
na wyjściu Pnoise, kiedy wejście układu jest dopasowane za pomocą impedancji 50Ω:

F =
Pnoise

kB · T0 ·Ga ·B
. (3.50)

Błąd pomiaru powiększa niepewność wartości wzmocnienia mocyGa oraz szerokości pasma
przenoszenia filtruB, które muszą być wyznaczone w osobnym pomiarze.

3.6.2. Pełny pomiar szumów czwórnika
Pomiar współczynnika szumów wzmacniacza niskoszumnego w warunkach dopasowania do
oporności 50Ω za pomocą komercyjnego miernika szumów oraz komercyjnego źródła szu-
mównie sprawia zwyklewielkich kłopotów i jest obarczony niewielkimbłędem [17]. Ponieważ
układy tego typu pracują w warunkach dopasowania współczynnika szumów, toF50 jest poje-
dynczym parametrem wystarczającym w codziennej praktyce inżyniera, aby opisać własności
szumowe wzmacniacza.

Co innego tranzystory, a w szczególności mikrofalowe tranzystory bipolarne wykonane
w technice HEMT (ang. high electron mobility transistor). W tym przypadku konieczne jest
wyznaczenie wszystkich czterech parametrów szumowych czwórnika. Idea pomiaru tych pa-
rametrów polega na doświadczalnymwyznaczeniu zależności współczynnika szumów układu
od admitancji źródła sygnału. Odpowiedni schemat ideowy przedstawia rysunek 3.11. Impe-
dancja źródła szumów jest transformowana z wykorzystaniem reaktancyjnego transforma-

4 Woltomierz prądu zmiennego jest zwykle czuły na wartość średnią wyprostowaną napięcia, a wyska-
lowany jest tak, aby dla napięcia o przebiegu sinusoidalnym wskazywał wartość skuteczną napięcia.
Podłączony np. do źródła szumu nie wskaże poprawnej wartości skutecznej szumu.
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50 Ω
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DUT
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filtr
pasmowy

miernik
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f0, B

analizator szumów/widma

Rysunek 3.11. Schemat ideowy układu do pomiaru zależności współczynnika szumów od admitancji

źródła sygnału [3]

tora. W najprostszym przypadku, sugerowanym przez [3], używa się odcinka linii transmisyj-
nej z odczepem o regulowanej długości. Podobny układ transformatora jest używany na wyj-
ściu celemmaksymalizacji wskazańmiernikamocy, co zmniejsza błąd pomiaru.Wyznaczenie
krzywej zależności współczynnika szumów od konduktancji źródła Gs wymaga zmierzenia
współczynnika szumów dla co najmniej trzech różnych wartości konduktancjiGs1, Gs2, Gs3.
Wzór (3.36) dlaBs = 0 ma postać:

F = F0 +
Rn
Gs

[
(Gs −G0)

2
+B2

0

]
=

a1︷ ︸︸ ︷
F0 − 2 ·Rn ·G0 +

b1︷︸︸︷
Rn ·Gs +

c1︷ ︸︸ ︷
Rn ·

(
G2

0 +B2
0

)
Gs

.

Współczynniki a1, b1, c1 wyznacza się poprzez rozwiązanie układu trzech równań liniowych:5 1 Gs1
1
Gs1

1 Gs2
1
Gs2

1 Gs3
1
Gs3


 a1

b1

c1

 =

 F1

F2

F3

 . (3.51)

W rezultacie otrzymujemy równoważną oporność szumów nawejściu wzmacniaczaRn i rów-
noważną przewodność szumów na wejściu gn:

Rn = b1

gn = c1 – patrz wzory (3.34).
(3.52)

5 Większa liczbawartości przewodności źródła sygnału, dla której wyznaczonowspółczynnik szumów,
powoduje, że układ równań (3.51) staje się nadokreślony. Bierzemy wtedy pod uwagę liczby a1, b1,
c1, które minimalizują odległość Euklidesa między lewą i prawą stroną układu równań (3.51).
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Podobne zależności uzyskujemy dla przypadku, gdy przewodność źródła sygnału jest stała
Gs = const., a zmienia się składowa reaktancyjna admitancji źródła sygnału:

F = F0 +
Rn
Gs

[
(Gs −G0)

2
+ (Bs −B0)

2
]
=

= F0 +
Rn
Gs

(Gs −G0)
2
+
Rn
Gs
·B2

0 −
2 ·Rn ·B0

Gs
·Bs +

Rn
Gs
·B2

s =

= a2 + b2 ·Bs + c2 ·B2
s . (3.53)

Wyznaczenie współczynnika b2 pozwala na wyliczenie optymalnej susceptancji:

B0 = −1

2
· b2
c2
, (3.54a)

a to z kolei ułatwia wyznaczenie optymalnej konduktancji:

G0 =

√
gn
Rn
−B2

0 . (3.54b)

Powtarzając pomiary i obliczenia dla szeregu wartości częstotliwości środkowej filtru pasmo-
wego f0, wyznacza się zależność parametrów szumowych badanego układu w funkcji często-
tliwości.

Przykład 3.5. Na rysunku 3.12 przedstawiono schemat elektryczny niskoszumnego wzmac-
niacza buforowego zaczerpnięty z [13]. W układzie tym wykorzystano szerokopasmowy tran-
zystor BFR540, dla którego parametry modelu w programie SPICE można znaleźć na stronie
producenta [2]:

.MODEL BFR540 NPN(IS=1.04516E-15 BF=1.84359E+02 NF=9.81774E-01
VAF=4.16981E+01 IKF=1.00000E+01 ISE=2.32436E-13 NE=2.02825E+00
BR=4.39917E+01 NR=9.92532E-01 VAR=2.09773E+00 IKR=1.66296E-01
ISC=1.29849E-16 NC=1.06486E+00 RB=5.00000E+00 IRB=1.00000E-06
RBM=5.00000E+00 RE=3.53552E-01 RC=1.34000E+00 EG=1.11000E+00
XTI=3.00000E+00 CJE=1.97895E-12 VJE=6.00000E-01 MJE=3.32695E-01
TF=7.45719E-12 XTF=1.14072E+01 VTF=3.15854E+00 ITF=1.56917E-01
CJC=7.93745E-13 VJC=1.85522E-01 MJC=8.41656E-21

Dzięki temu można przeprowadzić symulację pomiaru wszystkich czterech parametrów szu-
mowych układu z wykorzystaniem łatwo dostępnego symulatora LTspice [1]. W tym celu
skonstruowano symulowane źródło szumów o zmiennej admitancji. Składa się ono z: 1) źró-
dła prądu sterowanego napięciem G1, które realizuje bezszumową przewodność o zmiennej
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Rysunek 3.12. Schemat elektryczny niskoszumnego wzmacniacza buforowego [13]

wartości Gs; 2) źródła prądu sterowanego napięciem G2, które realizuje źródło szumów prą-
dowych o zmiennej temperaturze; 3) zmiennej pojemności Cs. Program LTspice został użyty,
aby obliczyć gęstość widmową mocy szumów napięciowych na wyjściu Out wzmacniacza dla
dwóch różnych wartości temperatury źródła szumu.

Na rysunku 3.13(a) pokazano wartości współczynnika szumów układu wzmacniacza ni-
skoszumnego, wyznaczone metodą czynnika Y na podstawie obliczeń gęstości mocy szumów
wykonanych z wykorzystaniem programu LTspice. Obliczenia przeprowadzono dla układu
znajdującego się w temperaturze odniesienia T0 = 290K dla dwóch różnych wartości tempe-
ratury źródła szumu. Założono, że w stanie off temperatura źródła szumu jest równa tempe-
raturze odniesienia Tc = T0 = 290K, natomiast współczynnik szumu nadmiarowego źródła
ENRdB = 15 dB, co daje Th = 9460K. Przewodność źródła przyjmowała kolejno wartości
Gs ∈ {1/1000, 1/200, 1/100}Ω−1 przy Cs = 0 F. Następnie zmieniana była pojemność
Cs ∈ {100, 200, 300} pF przy Gs = 1/50Ω−1. Obliczone wartości współczynnika szumów
pozwalają na odtworzenie podstawowych parametrów szumowych wzmacniacza.

Wyliczone na podstawie równania (3.52) równoważna oporność szumównawejściu i rów-
noważna przewodność szumów na wejściu dla wzmacniacza niskoszumnego w temperaturze
odniesienia T0 = 290K są przedstawione na rysunku 3.13(b).

Uzyskane na podstawie równań (3.54) wartości optymalnej admitancji źródła w funkcji
częstotliwości są pokazane na rysunku 3.13(c). Na rysunku 3.13(e) optymalna admitancja źró-
dła jest przeliczona do postaci współczynnika odbicia i naniesiona na wykres Smitha.

Obliczone powyżej wielkości pozwalają na koniec obliczyćminimalnąwartość współczyn-
nika szumów:

F0 = a2 −
Rn
Gs
· (Gs −G0)

2 − Rn
Gs
·B2

0 . (3.55)
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Rysunek 3.13. Parametry szumowe wzmacniacza niskoszumnego z rysunku 3.12
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Przebieg tego współczynnika dla rozważanego wzmacniacza niskoszumnego jest pokazany na
rysunku 3.13(f). W zakresie częstotliwości powyżej 10MHz współczynnik ten jest stały, prak-
tycznie równy 3 dB. Dla częstotliwości niższych obserwuje się niewielki wzrost tego współ-
czynnika, co wiąże się z wpływem pojemności sprzęgających, a głównie pojemności C4, na
działanie obwodu [13].

Dysponując pełnym zestawem parametrów szumowych wzmacniacza, obliczamy korela-
cję pomiędzy napięciem szumów i prądem szumów na wejściu. Wielkość tę można uzyskać,
korzystając ze wzorów (3.27) i (3.35):

ρ =
F0 − 1

2 ·
√
Rn · gn

−

√
Rn
gn
·G0 − j ·B0 ·

√
Rn
gn
. (3.56)

Przebieg korelacji dla badanego wzmacniacza ilustruje rysunek 3.13(d). Wyliczenie korelacji
może posłużyć w charakterze sprawdzianu poprawności przeprowadzonych obliczeń. W żad-
nym przypadku wielkość ta co domodułu nie może być większa od jedności – tak jak przebieg
na rysunku 3.13(d).

3.6.3. Zastępcza temperatura szumów
Źródło szumów, którego gęstość widmowa mocy wynosi Nx, może być scharakteryzowane
przez podanie zastępczej temperatury szumów Tx [15]:

Nx = kb · Tx. (3.57)

Zastępcza temperatura szumów jest szczególniewygodnaw sytuacji, gdywidmo szumóww in-
teresującym zakresie jest stałe.

Dla czwórnika, scharakteryzowanego przez współczynnik szumów F , definiuje się tem-
peraturę szumów Tsys jako temperaturę, do której trzeba ogrzać oporność źródła sygnału, aby
widmo dysponowanej mocy szumów generowanych na wyjściu czwórnika wyłącznie przez tę
oporność było równewidmu dysponowanejmocy szumów obserwowanych na wyjściu czwór-
nika:

Tsys = T0 · F. (3.58)

Temperatura szumów Tsys jest w ogólnym przypadku funkcją admitancji wejściowej źródła sy-
gnału, częstotliwości i temperatury, w której pracują elementy czwórnika. Jednak wiele prak-
tycznych układów jest przewidzianych tylko do pracywwarunkach dopasowania do impedan-
cji 50Ω, a współczynnik szumów układu dla źródła dopasowanego w paśmie pracy układu nie
zależy od częstotliwości. Wtedy temperatura szumów okazuje się jedną liczbą, która wystarcza
do charakteryzowania własności szumowych czwórnika.
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Przykład 3.6. Minimalnywspółczynnik szumówwzmacniacza niskoszumnego, przedstawio-
nego w przykładzie 3.5, pracującego w temperaturze odniesienia T0 = 290K, jest w szerokim
zakresie częstotliwości stały i równy 3 dB. Minimalna temperatura szumów tego czwórnika
jest zatem równa:

Tmin = T0 · F0 = 580K.

Minimalna temperatura szumów nadmiarowych jest zaś równa:
Te = Tmin − T0 = (F0 − 1) · T0 = 290K.

Szczególnie interesujący jest przypadek, gdy ustala się temperaturę szumównawyjściu tłu-
mika, którego temperatura pracy T jest różna od temperatury źródła sygnału Tin. Jest to przy-
padek np. linii transmisyjnej przenoszącej sygnał od anteny do wzmacniacza niskoszumnego
czy tłumienia sygnałuw atmosferze przez cząstki tlenu, parywodnej bądź też tłumienie wywo-
łane przez opady atmosferyczne. Każdy taki przypadek może być modelowany jako czwórnik
pasywny, którego elementy pracują w temperaturze T , na wejściu umieszczone jest zaś źródło
sygnału, którego szum jest scharakteryzowany przez temperaturę zastępcząTin – rysunek 3.14.

t³umik
temperatura
elementów T

Rout
2‹i›=4k T GB in 0

G0

Tin
Rin

2
‹e›=4k T RB N out

Rysunek 3.14. Tłumik

Schemat zastępczy Thevenina obwodu widzianego między zaciskami wyjściowymi czwórnika
to opornośćRout połączona szeregowo ze źródłem szumów napięciowych o temperaturze za-
stępczej TN:

4 · kB · TN ·Rout = 4 · kB · Tin ·G0H
2
0 +

M∑
m=1

4 · kB · T ·GmH2
m, (3.59)

gdzie Gm to przewodności elementów tworzących czwórnik, natomiastH2
m to kwadrat war-

tości bezwzględnej transrezystancji od prądu płynącego równolegle do przewodnościGm do
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wyjścia czwórnika. Wzór ten można także zapisać następująco:

4 · kB · TN ·Rout = 4 · kB · (Tin − T ) ·G0H
2
0 +

M∑
m=0

4 · kB · T ·GmH2
m. (3.60)

Zauważmy, że jeżeli temperatura źródła sygnału byłaby taka sama jak temperatura tłumika
Tin = T , to zastępcza temperatura szumów na wyjściu czwórnika musi być równa tempera-
turze całości T . Gdyby tak nie było, to można by „sprytnie” łącząc oporniki o temperaturze T ,
spowodować samorzutny przepływ energii cieplnej do jednego z nich. Takich zjawisk raczej
się nie obserwuje. W związku z tym mamy tożsamość:

4 · kB · T ·Rout =
M∑
m=0

4 · kB · T ·GmH2
m. (3.61)

Przykład 3.7. Na rysunku 3.15 przedstawiony jest czwórnik typuП, dla którego przewodność
źródła sygnałuG0 = 0. Oporność wyjściowa czwórnika:

G =00G =00 R1

R2

R3I1 I3

I2

Uout

Rysunek 3.15. Tłumik typu П

Rout =
R3 · (R1 +R2)

R1 +R2 +R3
.

Transrezystancje od zacisków opornikaR1 do wyjścia:

H1 =
Uout

I1
=

R1 ·R3

R1 +R2 +R3
,
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od zacisków opornikaR2 do wyjścia:

H2 =
Uout

I2
=

R2 ·R3

R1 +R2 +R3
,

od zacisków opornikaR3 do wyjścia:

H3 =
Uout

I1
=
R3 · (R1 +R2)

R1 +R2 +R3
.

Przez elementarne podstawienie sprawdzamy:

H2
1

R1
+
H2

2

R2
+
H2

3

R3
=
R3 · (R1 +R2)

R1 +R2 +R3
= Rout .

Równanie (3.59) można zatem zapisać następująco:

4 · kB · TN ·Rout = 4 · kB · (Tin − T ) ·G0H
2
0 + 4 · kB · T ·Rout (3.62a)

albo TN = (Tin − T ) ·G0 ·Gout ·H2
0 + T. (3.62b)

Iloczyn G0 · Gout · H2
0 = 1/L to odwrotność tłumienia mocy przez tłumik. W ten sposób

uzyskujemy zastępczą temperaturę szumów na wyjściu tłumika:

TN =
Tin + T · (L− 1)

L
. (3.63)

Podstawiając Tin = T0, można szybko wyliczyć współczynnik szumów tłumika:

F =
kB · TN
kB · T0/L

= 1 + T/T0 · (L− 1) (3.64)

oraz temperaturę nadmiarowych szumów:

Te = (F − 1)T0 = T (L− 1). (3.65)

W szczególności w temperaturze odniesienia współczynnik szumów tłumika jest równy tłu-
mieniu FT0 = L.

Przykład 3.8. Źródło sygnału o temperaturze szumów Tin dołączono do układu przez dwa
tłumiki pracujące w temperaturze T , jeden o tłumieniu L1, a drugi o tłumieniu L2. Tempera-
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tura szumów widzianych na wyjściu pierwszego tłumika wynosi:

T1 =
Tin + T · (L1 − 1)

L1
,

natomiast temperatura szumów widzianych na wyjściu drugiego tłumika wynosi:

T2 =
T1 + T · (L2 − 1)

L2
=

Tin+T ·(L1−1)
L1

+ T · (L2 − 1)

L2
=
Tin + T · (L1 · L2 − 1)

L1 · L2
.

Otrzymany wzór jest identyczny ze wzorem (3.64), pod warunkiem że tłumienie L = L1L2.

3.6.4. Kaskadowe łączenie czwórników
Rozważmy kaskadowo połączone czwórniki, z których każdy jest opisany w tym połączeniu
przez wzmocnienie mocy Gi, współczynnik szumów Fi oraz zastępczą temperaturę szumów
nadmiarowych nawejściuTei (patrz rysunek 3.16). Przy założeniu, że szumdowolnego czwór-
nika jest nieskorelowany z szumem pozostałych czwórników, a źródło sygnału ma zastępczą
temperaturę szumów równą temperaturze odniesienia T0 = 290K, całkowita gęstość mocy
szumów na wyjściu kolejnych czwórników wyraża się wzorami:

N1 = kBT0F1G1. (3.66a)

N2 = kBT0
(
F1G1G2 + (F2 − 1)G2

)
, (3.66b)

...

NM = kBT0
(
F1G1G2 . . . GM + (F2 − 1)G2 . . . GM + . . .+ (FM − 1)GM

)
. (3.66c)

Współczynnik szumów takiego kaskadowego połączenia czwórnikówwyraża się znanymwzo-
rem Friisa:

F = F1 +

M∑
m=2

(Fm − 1)∏m
k=1Gm

. (3.67)

Zastępczą temperaturę szumów na wejściu układu wyliczamy według wzoru:

Tsys = T0 + Te1 +
M∑
m=2

Tem∏m
k=1Gm

. (3.68)

Wynika stąd, że o poziomie szumów w kaskadowym połączeniu czwórników decyduje ja-
kość – poziom szumów – czwórników znajdujących się najbliżej wejścia układu. Jest to kon-
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Rysunek 3.16. Kaskada czwórników

statacja ważna, a jednocześnie intuicyjnie zrozumiała.
Należy podkreślić, że stosowanie wzoru (3.67) nie stwarza żadnych problemów, jeżeli po-

szczególne stopnie są przeznaczone do pracy w warunkach dopasowania do impedancji 50Ω,
a podany dla nich współczynnik szumów jest współczynnikiem F50. Kiedy jednak warunki
dopasowania nie są spełnione, poprawna analiza szumowawymaga podania czterech parame-
trów szumowych każdego czwórnika oraz przykładowo jego parametrów rozproszenia. Do-
piero wtedy można dla każdego czwórnika poprawnie wyznaczyć współczynnik szumów oraz
wartość wzmocnieniamocy, która występuje we wzorze (3.67). Kiedy jednak warunki dopaso-
wania do impedancji 50Ω nie są spełnione, a dysponujemy tylko częściową informacją doty-
czącą parametrów obwodowych i szumowych poszczególnych czwórników, wzór (3.67) nadal
bywa stosowany w celu przybliżonego szacowania własności szumowych kaskadowego połą-
czenia czwórników.

Przykład 3.9. (Przykładowa analiza szumowa). Rozważmy odbiornik radiowy satelitarnej
stacji naziemnej [5] (rysunek 3.17). Sygnały odbierane przez antenę są prowadzone falowo-
dem do wejścia filtru pasmowoprzepustowego. Przyłącze anteny do falowodu ma stratność
L1 = 0,1 dB, natomiast tłumienność falowodu dla częstotliwości pracy systemu wynosiL2 =

0,2 dB. Tłumienność filtru pasmowegowpaśmie przenoszeniawynosiL3 = 0,4 dB. Zewzglę-
du na kąt podniesienia anteny i średni stan atmosfery można przyjąć, że temperatura szumów
anteny wynosi Ta = 25K. Sygnał z wyjścia filtru pasmowego trafia do wzmacniacza nisko-
szumnego o wzmocnieniu G4 = 50 dB i współczynniku szumów F4 = 1,2 dB. Stąd za po-
mocą kabla koncentrycznego o tłumienności L5 = 10 dB sygnał prowadzony jest do miesza-
cza zintegrowanego ze wzmacniaczem pośredniej częstotliwości. Wzmocnienie tego układu
toG6 = 40 dB, a współczynnik szumów F6 = 15 dB. Sygnał pośredniej częstotliwości jest za-
mieniany na formę cyfrową i obrabiany dalej na drodze cyfrowej.W praktyce oznacza to, że za
przetwornikiem A/C nie ma już dodatkowych źródeł szumu. Celem jest obliczenie zastępczej
temperatury szumów na wyjściu przetwornika A/C sprowadzonych do wejścia antenowego
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wejście
antenowe falowód BPF

kabel
koncentr.

mikser
&

p.cz.
A/CLNA

Antena

L  = 0,1 dB1

F  = 0,1 dB1

T   = 6,75 Ke1

L  = 0,2 dB2

F  = 0,2 dB2

T   = 13,67 Ke2

L  = 0,4 dB3

F  = 0,4 dB3

T   = 27,98 Ke3

A

A

T  = 25 Ka

T   = 186 Ks1 L  = 10 dB5

F  = 10 dB5

T   = 2610 Ke5

T =31,0 Ki2

T  = 181 Ks2

T  = 42,7 Ki3

T  = 173Ks3G  = 50 dB4

F  = 1,2 dB4

T   = 92,29 Ke4

T  = 64,5 Ki4

T   = 158 Ks4

T  = 1,57E7 Ki5

T  = 1,58E7 Ks5

T  = 1,57E6 Ki6

T  =1,58E6Ks6

G  = 40 dB6

F  = 15 dB6

T   = 8881 Ke5

G  = 0 dB7

F  = 46 dB7

T   = 1,13E6 Ke5

T  = 15,8E9 Ki6

T  = 15,8E9 Ks6

Rysunek 3.17. Mikrofalowy odbiornik satelitarny – schemat blokowy

odbiornika. Obliczenia zostały podsumowane na rysunku 3.17 oraz w tablicy 3.1. Przyjęto, że
obwód pracuje w temperaturze odniesienia T0 = 290K.

Dla każdego układu pasywnego zostały obliczone współczynnik szumów i temperatura
szumów nadmiarowych według wzorów (3.64) i (3.65):

Te = T0 · (F − 1).

Temperatura Ti to temperatura szumów na wejściu kolejnych stopni. Temperatura szumów
na wejściu stopnia N + 1 to suma temperatury szumów na wejściu stopnia N i temperatury
szumów nadmiarowych stopniaN przeskalowana przez wzmocnienie mocy stopniaN :

Ti(N + 1) = GN · (Ti(N) + Te(N)) .

Dla wejścia antenowego mamy Ti(1) = Ta.
Temperatura Ts to zastępcza temperatura szumów na wyjściu przetwornika A/C sprowa-

dzona do wejścia kolejnych stopni:

Ts(N) =
Ts(N + 1)

GN
.

Przyjęto, że wzmocnienie mocy przetwornika A/C jest równeG7 = 0 dB, co daje:

Ts(7) = Ti(7) + Te(7).
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Tablica 3.1. Analiza szumowa radiowego odbiornika satelitarnego
El

em
en

ts
ys

te
m

u Współ-

czyn-

nik

szu-

mów F

Tempera-

tura

szumów

nadmiaro-

wych Tc

Wzmo-

cnienie

mocyG

Tempera-

tura

szumów

wejścio-

wych Ti

Zastępcza

tempera-

tura

szumów

sprowadzo-

nych do

wejścia Ts

Zastępcza

tempera-

tura

nadmiaro-

wych

szumów

sprowadzo-

nych do

wejścia TE

(dB) (K) (dB) (K) (K) (K)

Antena

25,00 185,36 160,36

Wejście ant. 0,10 6,75 −0,10

31,03 181,14 150,11

Falowód 0,20 13,67 −0,20

42,69 172,99 130,30

BPF 0,40 27,98 −0,40

64,45 157,77 93,32

LNA 1,20 92,29 50,00

1,57E+07 1,58E+07 1,03E+05

Kabel koncent. 10,00 2610,00 −10,00

1,57E+06 1,58E+06 1,00E+04

Mikser & p.cz. 15,00 8880,61 40,00

1,58E+10 1,58E+10 1,13E+07

A/C 45,89 1,13E+07 0,00

Nadmiarową temperaturę szumów przetwornika, wynikającą z kwantowania próbek sygnału,
obliczono, zakładając, że działa on w zakresie napięć od Umax = 2,5V do −Umax = −2,5V,
ma rozdzielczośćM = 14 bitów i działa z prędkościąC = 1Mpróbek/s. Całkowita moc szu-
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mówkwantowania wydzielona na opornikuR0 = 50Ωwyraża się wtedy znanymwzorem [9]:

P7 =
U2

max
12 ·R0 · 22·M−2

.

Zakładając, że szerokość pasma przenoszenia przetwornika W = C , otrzymuje się gęstość
widmową mocy:

N7 =
P7

W
=

U2
max

12 ·R0 · 22·M−2 · C
≈ 1,55 · 10−16 W/Hz,

co daje zastępczą temperaturę szumów kwantowania:

Te(7) =
N7

kB
≈ 11,25 · 106 K.

Obliczenia dotyczące temperatury szumów kwantowania przetwornika A/C są bardzo uprosz-
czone, ponieważ jest to ostatni rozważany stopień przetwarzania i w najmniejszym stopniu
wpływa na zastępczą temperaturę szumów sprowadzoną do wejścia odbiornika. Szumy kwan-
towania mają około 100 razy mniejszą moc od mocy szumów przenoszonych na wejście prze-
twornika przez poprzednie stopnie przetwarzania.

W tablicy 3.1 policzono też temperaturę zastępczą nadmiarowych szumów sprowadzonych
do wejścia każdego stopnia:

TE(N) = Ts(N)− Ti(N).

Ostatecznie zastępcza temperatura szumów na wyjściu przetwornika A/C sprowadzonych do
wejścia antenowego odbiornika wynosi Ts(1) = 185,36K. Pozwala to oszacować minimalny
poziom sygnału użytecznego, pozwalający na poprawny odbiór danych, czyli czułość odbior-
nika. W tym celu można użyć wzoru określającego absolutne minimum Shannona, czyli mi-
nimalną energię εb potrzebną na przesłanie jednego bitu informacji [8]:

εb ≥ N0 ln 2,

gdzieN0 to jednostronna gęstość widmowa mocy szumów w kanale AWGN. W naszym przy-
padku εb = P/R, gdzie P to moc odbieranego sygnału na wyjściu anteny, a R to prędkość
transmisji danych, bez uwzględniania bitów nadmiarowych wynikających z kodowania da-
nych w kanale. NatomiastN0 = kB · Ts(1). W rezultacie:

P ≥ kB · Ts(1) ·R · ln 2.
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Jeżeli przyjmiemy R = 1Mbit/s, to P ≥ −117,5 dBm. Jest to oczywiście oszacowanie dolne
czułości odbiornika.

3.7. Podsumowanie
Analiza szumów pozwala na określenie maksymalnej prędkości transmisji danych wynikają-
cych z teorii informacji. Do niedawna granice te wydawały się nieosiągalne, a wielu praktyków
kwestionowało nawet ich istnienie. W ostatnich latach rozwój techniki cyfrowej spowodował,
że wiele systemów teleinformatycznych osiągnęło kres swoich możliwości. Klasycznym przy-
kładem jest akustyczny modem telefoniczny. Kiedy w latach 80. XX w. firma Codex wprowa-
dziła na rynek modem o prędkości transmisji 19 kbit/s przeznaczony dla czteroprzewodo-
wych linii dzierżawionych, wielu specjalistów było zaskoczonych jego „ogromną prędkością”.
Dziś nawet modemy zgodne z normą ITU V.90 o prędkości transmisji 56 kbit/s, które bliskie
są pojemności klasycznego cyfrowego pola komutacyjnego – 64 kbit/s, są tylko szacownymi
eksponatami muzealnymi. I niczego nie zmieni fakt, że w modemie V.90 wykorzystuje się naj-
bardziej wyrafinowane metody cyfrowego przetwarzania sygnałów i kodowania danych.
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półwzględna 70

Współczynnik
dobroci 80
fali stojącej 202
gotowości łącza 329
odbicia 200
szumów 102

nadmiarowy 109
minimalny 104

temperaturowy
prądu 88
względny 84

wrażliwości 62
półwzględnej 70

Wykres Smitha 292
Wzmacniacz

oporowy 85
różnicowy 67

Wzmocnienie mocy
dysponowane 106

Wzór
Callena-Weltona 95
Friisa 121
Johnsona-Nyquista 94
Plancka 95

Węzeł
równości 444

Zjawisko naskórkowe 210
Zmiany starzeniowe 60
Zmienna

losowa
niezależna 446
warunkowo niezależna 446

swobodna 440
wewnętrzna 440

Żyrator 151
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