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Wstep

Niniejsza monografia jest poswigcona wycenie opcji europejskiej na akcje
w dwdch uogdlnieniach modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina (CRR). Opcja kupna
akcji, opiewajaca na dang liczbe akcji okreslonej spoiki, jest instrumentem
finansowym, ktéry daje jego posiadaczowi prawo nabycia w przyszlosci od
wystawcy (sprzedawcy) opcji okreslonej liczby akcji po cenie wykonania
K (okreslanej terminem strike price lub exercise price), ustalonej przez obie
strony w chwili zawarcia kontraktu. Kontrakt opcyjny daje nabywcy opcji prawo,
a nie obowigzek jej realizacji. W przypadku opcji europejskiej posiadacz opcji
moze zrealizowa¢ ja jedynie w ustalonej chwili czasu T, ktdra zostala okreslona
w momencie zawierania kontraktu opcyjnego. Oczywiscie nabywca opcji musi
zaplaci¢ pewna kwote (cen¢ opcji) wystawcy opcji za prawo nabycia akcji po
cenie wykonania K.

Prawidlowa wycena opcji ma fundamentalne znaczenie dla poprawnego
funkcjonowania rynkéw finansowych. Zagadnienie to cieszy sie¢ wigc ogromna
popularnoscig zaréwno w literaturze akademickiej, jak i wsrdéd inwestorow
gietdowych.

W 1973 roku Fischer Black i Myron Scholes w artykule The pricing of options
and corporateliabilities zaprezentowali stochastyczny model wyceny opcji
i wyprowadzili stynny wzér na cene europejskiej opcji kupna wystawionej na
akcje. Wzér ten nosi nazwe formuly Blacka-Scholesa i jest rozwigzaniem
pewnego stochastycznego réwnania rozniczkowego. W 1979 roku John Cox,
Stephen Ross i Mark Rubinstein w pracy Option pricing. A simplified approach
przedstawili dyskretny model zmian cen akgji i udowodnili wzér na cen¢ opcji.
Ponadto pokazali przejScie graniczne ceny opcji. Okazalo si¢, iz przy duzej
liczbie chwil handlowania graniczna wycena opcji europejskiej przez strategie
replikujaca w modelu dyskretnym pokrywa si¢ z formulg Blacka-Scholesa.

Idea klasycznej pracy dotyczacej modelu CRR (Cox, Ross, Rubinstein, 1979)
polegata na:
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8 Wstep

1) przyblizeniu wzoru Blacka-Scholesa prostszymi formutami dyskretnymi;

2) wyprowadzeniu wzoru Blacka-Scholesa jako granicy formul dyskretnych
elementarnymi metodami zrozumiatymi dla ekonomistow.

Podobna idea jest motywacja tej monografii.

Monografia poswiecona zostala dwém uogoélnionym modelom Coxa-Rossa-
-Rubinsteina (CRR), wyznaczaniu formuly na wycene opcji w zaprezentowanych
modelach oraz zbieznosci tych wzoréw do formut typu Blacka-Scholesa.

W rozdziale 1 przypomniane zostaly podstawowe zalozenia modelu Coxa-
-Rossa-Rubinsteina, twierdzenie Blacka-Scholesa, a takze dostatecznie ogélnie
sformutowane twierdzenie graniczne.

Rozdzial 2 monografii przedstawia pewne uogdlnienie modelu CRR (zob.
Jarrow, Rudd, 1983), w ktoérym zalozono, ze mozliwe gorne i dolne zmiany cen

akcji miedzy chwilami handlowania u, , d, nie spelniaja klasycznego warunku
modelu CRR, . u,-d, =1. Zalozono réwniez, ze $rednia zmiana logarytmu
ceny akcji po n chwilach wynosi p, peR, czyli E [ln(S (n)/ SO) =p
(w klasycznym modelu CRR: E [ln(S (n)/s, )]: 0). Otrzymano woéwczas nowe

formuly na mozliwe gérne i dolne zmiany cen akcji spelniajace warunek:
u,-d, =exp{2p/n}. Ponadto rozwazono przejscie graniczne przy n-—>oo
uogoélnionego modelu Coxa-Rossa-Rubinsteina do analogu modelu Blacka-
-Scholesa. Uogdlnienie modelu CRR lepiej odzwierciedla rzeczywisto$¢ na rynku
finansowym, gdyz uwzglednia wspdtczynnik p opisujacy tendencje zmian ceny
akcji. Zaprezentowano takze analize wrazliwosci ceny opcji w rozwazanym
modelu, tj. okreslono zmiany ceny opcji, ktore nastapily wskutek zmian wartosci
czynnikéw wplywajacych na jej wartos¢. W rozdziale 2 udowodniono réwniez
pomocnicze lematy wykorzystane w rozdziatach 3-5.

W rozdziale 3 rozwazono model typu CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami
w czasie dla dwoch diugich jednostek czasu (np. miesigcy). W kazdej z tych
jednostek czasu przyjeto rézne stopy procentowe rachunku bankowego (kredytu,
obligacji) oraz odmienne wspolczynniki zmiennosci cen akcji (volatility) o .
Nastepnie utworzono cigg uogélnionych modeli CRR (czyli tzw. kalibracje
modelu CRR) i udowodniono, ze odpowiednie formuly na wycene opcji
w modelach dyskretnych s3 zbiezne do uogélnionej formuly Blacka-Scholesa.
W formule granicznej nadal pojawia si¢ dystrybuanta rozkladu logarytmiczno-
-normalnego. W rozdziale 3 udowodniona jest réwniez jednostajna zbieznos¢ ze
wzgledu na poczatkowa cene akcji (przyjmujaca wartoéci na dodatniej
polprostej) formuly na cen¢ opcji w modelu CRR do formuty Blacka-Scholesa.
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Ponadto przedstawione s3 réwnania stochastyczne dla granicznego procesu cen
akcji w zaprezentowanym modelu.

W rozdziatach 4 i 5 analizowano analogiczny jak w rozdziale 3 model typu
CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami w czasie — odpowiednio dla trzech
i dowolnej liczby diugich jednostek czasu (np. miesiecy). Udowodniono wzory
na graniczng wyceng opcji oraz jednostajng zbieznos¢ ze wzgledu na poczatkowa
cene akcji formuly na cen¢ opcji w modelu CRR ze zmieniajacymi sig
parametrami w czasie do formuly typu Blacka-Scholesa. W ostatnim
podrozdziale wyliczono wspolczynniki wrazliwosci granicznej ceny opcji
w modelu CRR ze zmieniajacymi si¢ parametrami w czasie.

Zaprezentowany w rozdzialach 3-5 uogdlniony model CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie jest bardziej realistyczny niz klasyczny model CRR
- z uwagi na zmieniajace si¢ stopy procentowe, wspotczynniki volatility oraz
mozliwe gérne i dolne zmiany ceny akcji w poszczegdlnych jednostkach czasu.
Ponadto, korzystajac z udowodnionej jednostajnej zbieznosci (ze wzgledu na
poczatkowy cene¢ akcji) formuly na cen¢ opcji w modelu CRR do formuty
Blacka-Scholesa oraz jednostajnej zbieznosci (ze wzgledu na poczatkowa cene
akeji) formuty na cene opcji w modelu CRR z parametrami zmieniajacymi sie
w czasie do formuly typu Blacka-Scholesa, wyprowadzono elementarnymi
metodami (bez analizy stochastycznej) wzdr typu Blacka-Scholesa na graniczna
wyceng opcji dla przedstawionego uogélnionego modelu Coxa-Rossa-
-Rubinsteina (CRR) z parametrami zmieniajacymi si¢ w czasie. Jednoczesnie
udowodniona zbiezno$¢ rozwazanych formul dyskretnych typu CRR stanowi
teoretyczne uzasadnienie mozliwych przyblizen numerycznych ceny opcji.

Rozdzial 6 stanowi empiryczng cze$¢ monografii. Sprawdzono, w jakim
stopniu  wycena opcji na podstawie modelu Blacka-Scholesa oraz
zaprezentowanych uogoélnien modelu Blacka-Scholesa odzwierciedla wycene
opcji na polskim rynku. Badanie przeprowadzono dla okresu od 27 sierpnia
2019 r. do 20 marca 2020 r. dla opcji kupna na indeks WIG20 o cenach
wykonania 1700 punktéw, 1800 punktéw, 1900 punktéw, 2000 punktdéw, 2100
punktow, 2200 punktéw, 2300 punktéw z terminem wygasniecia 20 marca 2020 r.
Przy wyborze najlepszej metody wyceny opcji wykorzystano analize korelacji dla
140 obserwacji. Przeprowadzono testy istotnosci wspotczynnikow korelacji za
pomoca testu t-Studenta dla poziomu istotnosci « =0,01. Policzono bledy
standardowe oraz wspdtczynniki zmiennosci dla omawianych modeli.

W zakonczeniu monografii ujeto wnioski ptynace z przeprowadzonych badan.
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Zawarto rowniez wykaz oznaczen, dodatek 1, w ktérym zamieszczono
twierdzenia i lematy wykorzystane w rozdziatach 3-5, oraz dodatek 2 zawiera-
jacy dane rynkowe, a takze obliczenia cen opcji na podstawie zaprezentowanych
modeli.

W literaturze mozna odnalez¢ wiele publikacji dotyczacych modelu CRR
(Shreve, 2004; Hoek, Elliott, 2006; Elliot, Kopp, 2005; Musiela, Rutkowski, 2008;
Jakubowski, Palczewski, Rutkowski, Stettner, 2006; Hull, 1998), modelu CRR
z kosztami transakeji (Cox, Rubinstein, 1985; Stettner, 1997), oszacowania tempa
zbieznosci formuly CRR wyceny opcji do formuly Blacka-Scholesa (Walsh, 2003;
Ratibenyakool, Neammanee, 2019), modyfikacji modelu CRR (Rendleman,
Bartter, 1979; Rubinstein, 2000; Jabbour, Kramin, Young, 2001; Karandikar,
Rachev, 1995; Rachev, Ruschendorft, 1994) wraz z jego asymptotykami (Chang,
Palmer, 2007; Diener, Diener, 2004; Xiao, 2010; Joshi, 2010; Leisen, Reimer,
2006; Heston, Zhou, 2000).

Jednym z rozwazanych uogélnien modelu CRR jest model wielomianowy.
Nalezy wspomnie¢ o pracach: Hua He (1990), Michala Motoczynskiego
i Lukasza Stettnera (1998) oraz Natalii Kan (2005). Modele opisane w wyzej
wymienionych opracowaniach dotycza wspoélczynnikéw stalych w czasie i nie
obejmuja, rozwazanych w niniejszej monografii, modeli z parametrami
zmieniajgcymi si¢ w czasie.

W podrozdziale 2.6 publikacji Financial Markets in Continuous Time (Dana,
Jeanblanc, 2007) przyjeto podobne zalozenia jak w rozdziale 2 niniejszej
monografii dotyczace mozliwych gérnych i dolnych zmian cen akcji. Niemniej
jednak we wzmiankowanym opracowaniu rozwazono inne transformacje
zmiennych losowych. Przyjeto pewne korekty dyskretnych zmiennych losowych
i w przejsciu granicznym zaprezentowanego uogoélnienia modelu CRR uzyskano
klasyczna formutle Blacka-Scholesa bez poprawek.

Rozdzialy 3-5 monografii nalezy poréwnac¢ z praca Van Huu Nguyen i Tran
Trong Nguyen (2001), gdzie rozwazane s3 uogdlnione modele CRR z para-
metrami zaleznymi od czasu. Dla procesu cen akcji opisanego réwnaniem
stochastycznym (3.2.8) z podrozdzialu 3.2.1, tj.

{dSt =r(t)-S,dt+o(t)-SdW, , 1[0, T) (3.2.8)

Sy =5
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(z deterministycznymi wspdtczynnikami 7(-) i o(-) zaleznymi od czasu)
autorzy rozwazaja przyblizenia dyskretne, uogdlnione dwumianowe, ze
wspdlczynnikami zaleznymi od N (liczby chwil handlowania) oraz od k-tej
biezacej chwili handlowania. Ten model dyskretny jest wprawdzie ogdlniejszy,
ale w przypadku wspdtczynnikéw rownania (3.2.8) stalych w duzych jednostkach
czasu, badanych w monografii, rozwazane bylyby w pracy Nguyen Van Huu
i Tran Trong Nguyen (2001) inne przyblizenia dyskretne wyceny opcji — oparte
na jednej mierze martyngalowej Q, dla przedziatu [0, T] (zaleznej od N chwil
handlowania). Tutaj dla ustalonego N rozwazono rézne miary martyngalowe dla
poszczegolnych duzych jednostek czasu i wzdr aproksymacyjny na wycene opcji
w chwili 0 powstaje przez ztozenie wzordéw dla poszczegélnych jednostek czasu.
Ponadto przy przejéciu granicznym do uogdlnionego wzoru Blacka-Scholesa
zwigzanego z rownaniem (3.2.8) Nguyen Van Huu i Tran Trong Nguyen (2001,
theorem 4.4) zakladaja, ze wspodtczynniki 7(-) i o(-) w réwnaniu (3.2.8) sg klasy
C,(0, T). Zalozenie to nie jest spelnione dla wspdlczynnikow przedzia-

tami stalych, rozwazanych w monografii.

Rozdzialy 1-5 monografii stanowia rozwiniecie wynikéw zawartych
w rozprawie doktorskiej (Fraszka-Sobczyk, 2017). Zmiany nastapily miedzy
innymi w rozdziale 3 (wniosek 3.2.1 i jego dowod), w rozdziale 4 (twierdzenie
4.1.1 wraz z dowodem, wnioski 4.2.1 i 4.2.2 wraz z dowodami, dowdd lematu
4.2.2, dowdd twierdzenia 4.2.1) oraz w rozdziale 5 (twierdzenie 5.1.1 wraz
z dowodem, wnioski 5.2.1 i 5.2.2 wraz z dowodami, dowdd lematu 5.2.2, dowdd
twierdzenia 5.2.1, twierdzenia 5.3.1 i 5.4.1). W niniejszej monografii podano
dokladniejsze oszacowanie tempa zbieznosci (dokladniej, udowodniono
jednostajng zbiezno$¢) formul na wycene opcji w modelu CRR z parametrami
zmieniajacymi sie w czasie do formul typu Blacka-Scholesa. Ponadto monografia
zostala uzupelniona o badania empiryczne (rozdzial 6, dodatek 2), przyklady
liczbowe (przyklad 1.1.1, podrozdzial 2.4) oraz wyznaczanie parametréw
greckich (podrozdzialy 2.3 1 5.5).

Obszerne fragmenty podrozdzialéw 2.2, 3.1, 3.3 zostaly opublikowane
w czasopi$mie ,Bulletin de la Société des Sciences et des Lettres de L6dz”
(Fraszka-Sobczyk, 2014; Chojnowska-Michalik, Fraszka-Sobczyk, 2016; Fraszka-
-Sobczyk, Chojnowska-Michalik, 2019).

Autorka dziekuje dr hab. Marii Annie Chojnowskiej-Michalik, prof. UL,
i prof. dr. hab. Adamowi Paszkiewiczowi, ktérym wiele zawdziecza w swoim
dorobku naukowym.
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Rozdziat 1
Klasyczny model
Coxa-Rossa-Rubinsteina (model CRR)

W monografii rozwazany bedzie model rynku doskonatego, tj. taki, ktory spetnia
nastepujace warunki:

1) Stopy procentowe depozytéw i kredytéw bankowych sg jednakowe.

2) Wysokos$¢ zaciagnietych przez inwestora kredytéw bankowych nie jest
ograniczona.

3) Zapewniona jest idealna plynno$¢ obrotu wszystkimi instrumentami, mozna
wiec kupowac i sprzedawac dowolne ilosci wszystkich instrumentéw.

4) Dopuszczalna jest krotka sprzedaz wszystkich instrumentéw.

5) Inwestorzy nie ponosza zadnych dodatkowych kosztéw zwigzanych z za-
wieraniem transakgji.

6) Zyski z inwestowania w dowolne instrumenty finansowe nie s3 obcigzone
podatkami.

1.1. Drzewo dwumianowe. Strategia. Warunek
samofinansowania

Podrozdzial 1.1 przedstawia podstawowe definicje zwigzane z modelem CRR
(zob. Cox, Ross, Rubinstein, 1979; Jakubowski, 2006; Paszkiewicz, 2012).
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14 Klasyczny model Coxa-Rossa-Rubinsteina (model CRR)

Definicja 1.1.1. Modelem rynku dwumianowym Coxa-Rossa-Rubinsteina
(CRR) nazwiemy uktad wszystkich ciggéw (S ), S, ..., S(T )) spetniajacych

warunki:

S(0)=s,
S(t)=S(t—Du lub S(t)=S(t-1)d, teN, t<T,

wraz z pewng liczba 7, przy czym ustalonesag T €N, s,>0, 0<d <7 <u.

T
SoU
T-1
sou’ —d
s
SoU
S
SoU
Soll - sou-d
So .. Soud .
syd soud’
ot .. 0
2 7
Sod” .
3
sod” . .
soud
T
Sod

Rysunek 1.1.1. Zmiany cen akcji wedtug modelu dwumianowego
Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie Cox, Ross, Rubinstein, 1979.

Interpretacja
Ciag (S 0), ..., S(T )) przedstawia wszystkie mozliwe zmiany ceny akeji, S(¢)

jest ceng akcji w chwili ¢ (np. w ,dniu” ¢) (=0, 1, ..., T), za§ 7 =e¢", gdzie

r jest jednookresowa (np. dzienng) stopa nieryzykownego rachunku

bankowego (obligacji).
Przyklad 1.1.1. Rozwazono akcje, ktérych cena w kazdym z n kolejnych dni

moze wzrosngé u razy lub obnizy¢ sie¢ d razy, przy czym u>1, d =1/u.
Przyjeto parzysta liczbe dni (n-parzyste) oraz zalozono, ze
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Drzewo dwumianowe. Strategia. Warunek samofinansowania 15

a) cena akcji w n-tym dniu nie ulegnie zmianie w poréwnaniu z poczatkowa cena
akeji w chwili 0;

b) cena akcji w n-tym dniu jest u°® razy wyzsza w poréwnaniu z poczatkowa
ceng akcji w chwili 0.

Ile réznych scenariuszy zmian cen akcji mozna otrzymaé w ciagu jednego

miesigca (17 =30)?

Ad a) Cena akcji w ciaggu rozwazanych 7 dni nie ulega zmianie, zatem liczba
wzrostow i liczba spadkéw ceny akcji sg takie same. Wowczas liczba mozliwych
scenariuszy zmian cen akcji wynosi:

ol n-(n—l)-...-(n—’;+1j

3 {(ZD - 2 2]

n

Dla n =30
30 .00, .
15 1-2-...-15

Zatem w ciggu jednego miesigca mozna otrzyma¢ 155117520 mozliwych
scenariuszy zmian ceny akgji przy zatozeniu, ze poczatkowa i konicowa cena akcji
sg takie same.

Ad b) Koficowa cena akcji w n-tym dniu wynosi: sgu’® = su'd"" =su*™".
n+6
Stad 2/ —n=6 i w konsekwencji [ = >

Zatem liczba mozliwych scenariuszy zmian cen akeji w ciggu jednego miesigca
WYnosi:

, n-(n—l)-...-(Z+5]-(Z+4j
n+6 |= = 86493225.

2 1-2-...-(”—3)
2
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Definicja 1.1.2. Strategia nazwiemy uklad par funkcji (,(), £,(),
(@, (), B> - (@r (), Br (), przy czym o, (), B, ()€R, 1=0,1, .., T,

a,(s), fB(s) saokreslonedla s € {s,d’, soud'", ..., squ'"'d, squ'}.

Interpretacja

Gracz gieldowy podejmuje decyzje w chwili 7 i ustala ¢,(s), S, (s) w oparciu
0 obserwacje ceny akeji w chwili t=0,1, .., T, tzn.
seis,d’, sud™, .., su'"'d, su'};

a,(s) jest iloscig pienigdzy na rachunku bankowym (w obligacjach) w chwili ¢
(np. w ,dniu” ¢ wieczorem), uwzgledniajaca ceng akeji s w chwili #;

B, (s) jest liczbg akcji w chwili ¢ (np. w ,dniu” ¢ wieczorem), uwzgledniajaca

cene akeji s w chwili 7.

Uwaga 1.1.1. W monografii 7 oznacza¢ bedzie termin wykonania opcji.
Oczywidcie gracz gieldowy podejmuje decyzje o zmianie sktadu portfela do
chwili 7', tj. w chwili 7-1. Wowczas ustala strategie (aT_l(-), ﬂT_l(-))
w oparciu o obserwacje ceny akcji s w chwili 7'—1. Zatem «, ,(s) jest iloscia
pieniedzy na rachunku bankowym (w obligacjach) w chwili T—1, za§ £, ,(s)
jest liczba akcji w chwili 7 —1, uwzgledniajaca cene akcji s w chwili 7'—1.
W momencie wygasnigcia opcji 7' gracz nie zmienia juz skladu portfela, tj.
a,()=a; () oraz B,()=p,,(), jednakie ilo§¢ jego kapitalu w tym
momencie liczona jest w oparciu o cen¢ akcji w chwili 7.

Definicja 1.1.3. Strategie (o, (-), f,(-)) nazwiemy strategia samofinansujaca,

jezeli dla wszystkich 1 =0, 1, ..., T—1, spelnione s3 réwnania:
a,(s)-r+p(s)su=a, (su)+p (su)s-u,
a,(s) 7+ p(s)s-d=a,(sd)+p,(sd)s-d,

. t t-1 t-1 t
gdzie se{s,d’, squd ", ..., squ d, syu'}.

Interpretacja
Lewa strona réwnania oznacza warto$¢ portfela na poczatku chwili (dnia) 741,

prawa strona — warto$¢ portfela na koniec chwili (dnia) #+1.
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Pierwsze réwnanie odpowiada zmianie ceny akcji S(¢)=s —> S(¢+1) =su, za$
drugie réwnanie - zmianie ceny akcji S(¢) =5 > S(¢+1) =sd.

Definicja 1.1.3 odzwierciedla fakt, Ze zmiana wartosci portfela zalezy tylko od
zmian cen i nie ma przyptywu gotéwki z zewnatrz ani konsumpcji.

Definicja 1.1.4. Kapitalem dla strategii (e, ("), £,()), t=0,1, .. T,
nazwiemy ciag funkcji £y (-), B (), ..., P.(-), przy czym P(s) jest okreslone
formuty P(s)=a,(s)+ f,(s)-s dla s € {s,d', squd™, ..., squ'"'d, syu'}.

Interpretacja
P (s) jest iloécia kapitalu gracza gietdowego w chwili ¢ przy cenie akcji

w chwili ¢.

Definicja 1.1.5. Opcja kupna typu europejskiego z czasem realizacji T

nazwiemy funkcje C,():{s,d’, sud' ", ..., squ’'d, ..., su’} — R, okreslong
nastepujaca formula:
. |s—-K , gdys>K

Cr()=(s-K) = :
0 , gdys<K

gdzie K jest ustalong liczba.

Interpretacja

C,(S(T)) jest zobowigzaniem wystawcy opcji w chwili 7';

K jest ceng w chwili 7', ktéra ewentualnie zaplaci posiadacz opcji kupna
wystawcy opcji w zamian za dostarczony instrument bazowy (tzw. cena
wykonania);

T jest momentem ewentualnej realizacji opcji (tzw. termin wygasnigcia, termin
wykonania).

Cena K jest ustalona przez wystawce i nabywce opcji w chwili zawierania
kontraktu opcyjnego. W literaturze anglosaskiej K jest okreslana terminem
strike price lub exercise price, zas moment 7' terminem expiration date.

Opcja kupna typu europejskiego daje posiadaczowi opcji prawo kupna

okreslonej ilosci instrumentu bazowego (np. akeji) po ustalonej cenie wykonania

K w terminie wygasniecia opcji 1. Jesli cena instrumentu bazowego (np. akji)
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w chwili 7 bedzie nizsza niz cena wykonania, to posiadacz opcji kupna
zrezygnuje z wykonania opcji (nie ma sensu kupowanie akcji po cenie
wykonania wyzszej niz ich aktualna cena rynkowa). Posiadacz opcji kupna
zrealizuje opcje, gdy cena wykonania bedzie nizsza niz aktualna cena rynkowa
danego instrumentu bazowego w chwili 7' (wéwczas posiadacz osiggnie zysk).
Zatem nabywca opcji nie musi korzysta¢ z uzyskanego prawa kupna okreslonej
ilosci instrumentu bazowego (np. akcji), jednakze musi za to prawo zaplacic.
Monografia po$wigcona jest wycenie tego prawa (cenie opcji kupna typu
europejskiego w chwili zawarcia kontraktu) w réznych modelach dyskretnych
cen akgji.

Definicja 1.1.6. Powiemy, ze strategia («,(-), £,(-), t=0, 1, ..., T, replikuje
opcje kupna typu europejskiego C,(-), jezeli

B(S(T) = o (S(D)) + fr(S(T)) - S(T) = C(S(T)).

Wycena opcji kupna typu europejskiego C,(s) w chwili # =0 nazwiemy liczbe
oznaczong C,(s,), jezeli istnieje strategia samofinansujaca replikujaca opcje

taka, ze

Fy(so) = ap(55) + By (55) - 55 = Cy ()

Interpretacja
C,(s,) jest kwota, ktérg nabywca opcji ptaci wystawcy opcji w chwili zawierania
kontraktu.

Lemat 1.1.1. Cigg funkcji P(s), s €{s,d’, sud™, ..., squ'"'d, sgu'} moze

by¢ kapitalem pewnej strategii samofinansujacej wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodzi:
1 * *
(6= [P0 p + (s -q' ], (L)
gdzie:
p = , 4 = , p +q =1, teN, 0<¢t<T-1.
u—d u—d

Kup ksigzke


http://onepress.pl/page354U~rt/e_2543_ebook

Drzewo dwumianowe. Strategia. Warunek samofinansowania 19

Dowdd. Na to, aby uklad funkcji P(-) byl kapitalem pewnej strategii
samofinansujgcej potrzeba i wystarcza, by dla kazdego =0, 1, ..., T -1
istnialy liczby «,(s), f,(s) € R, spelniajace:

F(s)=a,(s)+ f,(s)s (1)

P(su)=a,(s) 7+ f,(s)-su
B (sd)=a,(s)-F+B,(s)-sd

. 1 1
gdzie s € {s,d’', squd"™, ..., squ'"d, su'}.

)

Wyznacznik
roosu R
W=\ dzsr(d—u);tO.

Zatem uklad réwnan (2) mozna rozwigza¢, korzystajac z twierdzenia Cramera.

Obliczajac
B (su)  su
= P, (sd
a t+1 (Sd) Sd ( t+1 (Su) u t+1 (S ))
;. t+1 (SM) A
o=l | AP, (sd) = P, (su)),

mozna otrzymac nastepujace rozwigzanie ukladu réwnan (2):

s(dB,(su) —uP,,(sd)) _uP,,(sd) - dP,, (su)

a,(s) =
sP(d —u) rlu—d)

_ABu(sd) =P (su) _ B (su) =P (sd)
B,(s) = a0 T

Wstawiaj qc powyisze rozwiq,zanie do (1), mozna otrzymac teze:

t+1 (Sd) t+l (SM) t+1 (SM) t+1 (Sd)

P(s)="~ 5=
r(u— d) s(u—d)
I:t+l(su)'p*+ t+1(Sd) q]
gdZ1e
p = " d’q n—d’ > p+q =L, USIS .

Kup ksigzke


http://onepress.pl/page354U~rt/e_2543_ebook



